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Introduzione

Questa tesi & composta dalla rielaborazione di due articoli pubblicati durante
questo dottorato riguardo la meccanica dei fluidi: il primo dimostra un teorema
di esistenza ed unicitd delle soluzioni dell’ equazione di Eulero per un fluido
incomprimibile nel piano richiedendo condizioni molto generali e deboli sui dati
iniziali; il secondo prende in considerazione I’ equazione di Navier-Stokes nello
spazio ma sotto condizioni di simmetrie dei dati iniziali, e dimostra che sotto
alcune ipotesi si puo fare il limite congiunto di dati iniziali singolari e viscosita
bassa, e si giunge come sperato allo stesso limite dell’ equazione di Eulero per
stessi dati iniziali singolari.
I due articoli sui quali é basata la tesi sono:

E. Brunelli "On the Euler equation in the plane”, Comm. in partial diff.
equ., Volume 35, Issue 3 March 2010 , pag. 480 - 495

E. Brunelli, C. Marchioro "Vanishing viscosity limit for a smoke ring with
concentrated vorticity”, Journ. of math. fluid mech., publ. online 22-5-2010
10.1007/s00021-010-0024-zOnline First™



1 Sull’ equazione di Eulero nel piano

Sommario

In questo lavoro dimostreremo un risultato di esistenza ed unicita delle
soluzioni per I’ equazione di Eulero di un fluido incomprimibile nel piano.
Assumiamo che la vorticita iniziale sia limitata e che inoltre esista almeno
un punto nel quale I’ integrale per calcolare la velocita sia assolutamente
convergente.

1.1 Introduzione

Lo scopo del lavoro é lo studio del moto di un fluido ideale incomprimibile nel

......

Ow +1u - Vw =0 (1.1)

divu =0 (1.2)

Qui u denota un campo di velocitd e w € la terza componente della vortic-
itd. Possiamo anche considerare soluzioni deboli delle equazioni; queste devono
soddisfare le condizioni:

w(n(x),1) = wo(x) (1.3)
d
&Cﬁt(x) = u(¢r(x),1) (1.4)
u(x,t) = Kxw(x) = /dyK(x —y)wi(y) (1.5)
w(x,0) = wo(x) (1.6)

dove K(x) = —%% e xt = (w2, —21). Se una soluzione di (1.3), (1.4), (1.5)
e (1.6) ¢ regolare, allora ¢ anche soluzione di (1.1) e (1.2). Il nostro problema
é cercare le pitt deboli condizioni sufficienti ad ottenere esistenza e unicita delle
soluzioni che soddisfino le relazioni (1.3), (1.4), (1.5) e (1.6). La dinamica del
moto ¢é stata studiata in vari articoli ([1], [4], [5], [7],[8]; per una visione generale
si puo consultare ad esempio [6]).Un primo risultato classico é:

Teorema 1.1 Se
wo € L1 N Ly (1.7)

allora esiste un’ unica tripla (w, ¢, u), dove ¢ é un flusso che conserva la
misura, che sia soluzione di (1.3), (1.4), (1.5) e (1.6) con w(-,t) € L1iNLy Yt €
R.

In letteratura il risultato é stato generalizzato [2]:



.....

Teorema 1.2 Supponiamo che la velocita iniziale soddisfi la sequente proprieta:
[up(x)| < e(1+ x]%), a<l. (1.8)

Supponiamo inoltre che la vorticita wy = V A ug soddisfi:
2
wo € LyNLy, p< o (1.9)

Allora esiste un’ unica tripla (w, ¢y, u), dove ¢y & un flusso che conserva la
misura, soluzione di (1.3), (1.4), (1.5) e (1.6) tale che

m € Ly, w(-,t)€ LyN Lo (1.10)
Nel presente lavoro studiamo solo il caso nel quale I’ integrale che definisce la
velocita tramite (1.5) é assolutamente convergente (altrimenti si pud considerare
il suo valore principale). Per prima cosa, diamo una condizione necessaria e
sufficiente per ottenere che cio sia rispettato almeno nell’ istante iniziale. Poi
prenderemo questa condizione come ipotesi e proveremo che, se wy € Lo, allora
esiste un’ unica soluzione.

1.2 Risultato principale

In questa sezione, diamo una condizione necessaria e sufficiente perché I’ inte-
grale in (1.5), che definisce la velocita, sia assolutamente convergente all’ istante
iniziale. Poi proviamo (Teorema 1.3) che se questa condizione vale anche solo
in un punto, allora si ha esistenza ed unicita delle soluzioni.

Definizione 1.1 Sia w(x) un profilo di vorticita. Definiamo

Iw,x) = ||yc‘)(_yz(||dy. (1.11)

La condizione che cerchiamo é stabilita nel seguente

Lemma 1.1 Se
wo € Loo and I(wp,0) < 0o (1.12)

allora I’ integrale in (1.5), che definisce la velocita, ¢ assolutamente convergente
all’ istante iniziale ed é vero anche il contrario.

Dim. Prima proviamo che la condizione (1.12) é necessaria e sufficiente per I’
esistenza di ug(0). Che sia sufficiente ¢ ovvio (la norma di K(x) & %), cosi
resta da provare solo la necessitd. Supponiamo per assurdo che I(w,0) = oc.
Vogliamo provare che, in questo caso, ug(0) non ¢ definito secondo Lebesgue;
Per far cio, dividiamo in due parti il piano:

Cr={y: T <0y) < ImyUly: on < 6(y) < Tam), (1.13)



Cy = CE, (1.13b)

wo(y)]
[yl
valore di 7. Se i =1 (I’ altro caso & analogo se consideriamo 1’ altra componente

di K),

dove 6(y) é I’ usuale coordinata polare. Si ha fC’_ dy = oo per almeno un

sin O(y
Ki(-y)| = 5 (1.14)
e percio su C vale:
/ K (=y)wo(y)ldy = ¢ Wdy =0 (1.15)
Ch

(abbiamo usato che sin ¢ pitu grande di una costante ¢ su C7). Ricordiamo
che una funzione é integrabile secondo Lebesgue se e solo se lo ¢ il suo valore
assoluto. Percio da

%@z/m«wwmw, (1.16)

otteniamo che una componente di ug(0) non é integrabile secondo Lebesgue, che
¢ cid che volevamo. Dunque, dobbiamo solo provare che la condizione (1.12) ¢
sufficiente per calcolare la velocita secondo Lebesgue nell” intero piano. Gen-
eralizzando il procedimento precedente, € facile convincersi che una condizione
sufficiente per |’ esistenza di ug(x) ¢

I(wp,x) < 0. (1.17)
Percio ci basta provare che
I(wp,0) < 00 = I(wp,x) < coVx. (1.18)
Abbiamo
Hwox) = [ 1o®lgy / o)l 4
ly — x| Ay ly — x|
+ / |wo<y)|d}’+/ |w0<y)‘dy (1.19)
A |y — x| A |y — x|
dove
Ar={y:ly —x[ < V[x[} (1.20a)
Az ={y: |yl = 2x}, (1.20b)
Ag = (Al @] Az)c. (120C)

Per le ipotesi wg € Lo, abbiamo:

wo(y
/ L0l 4 < el oo v/ (1.21)
A |Y*X|
Su A,, si ha
Iyl _ Iyl

y =xl =yl ==yl -5 =5 (1.22)



e dunque

/ o) gy, < c/ o)l 4 < e1(wp, 0). (1.23)
A Az |

. [y —x yl
Su As, vale |y| < 2|x| and |y — x| > /|x| per definizione, e cosi

ly|
ly — x|

< 24/|x]. (1.24)
Otteniamo percio:

|w0 |W0
/Ad ly — x| 2\/>/ d < 2v/[x[I(wo,0). (1.25)

Considerando tutte queste stime:

I(w, %) < ¢ (14 v/Ix) (lwolloo + (wo,0)). (1.26)
Dalla relazione segue (1.18), che é quello che volevamo provare. O

Possiamo ora enunciare il risultato principale di questo lavoro:

Teorema 1.3 Se esiste x tale che I(wp,Xx) < 00 € wy € Lo, allora esiste un’

unica tripla (w, ¢¢, 1), dove ¢y & un flusso che conserva la misura, soluzione di
(1.3), (1.4), (1.5) e (1.6) tale che

u(- )
|

€ Loo, w(-,t) € Luo. (1.27)
1+ G0

T L
2
Prima di provare questo risultato enunciamo un lemma, che ci servira allo scopo:

Lemma 1.2 Supponiamo che wy € Lo e I(wp,0) < co. Allora

/IK(X—Z)—K(y—Z)Ilwt(Z)IdZ < eI+ In(1+ [x])y(x-yl)

(I(wo, 0) + [lwol[oc), (1.28)

dove
Y(r)=r(l—In(r)) if r <1, (1.29a)
Yr)y=r ifr>1 (1.29D)

e wy € il profilo di vorticita al tempo t.

Dim. Dalla stima (1.27) (che proviamo dopo), e dall’ identita

[y = [ e (1.30)



possiamo facilmente provare che I(w,0) @ uniformemente limitata per ¢ <
T(vedi appendice B). Adesso sia r = |x —y|. Se r < 1, dividiamo il dominio d’
integrazione in

Ay =A{z:|x—1z| <2r}, (1.31a)
Ay ={z:2r < |x—1z| <2}, (1.31b)
As ={z:|x —z| > 2}. (1.31c)
Si ha
dz dz
[ K= Ky~ nton < el ([ [ )
(1.32)

Il primo integrale in (1.32) ¢ limitato da cr. Si ha anche che |y — 2| < 3r,
|x —z|] < 2r e |x —y| =r. Cosi anche il secondo integrale & limitato da cr.
Denotiamo K;,i = 1,2, le componenti di K, cosi da avere

\Ki(x —2z) — Ki(y —2)| < m (1.33)

dove &; giace sul segmento (x,y). Se z € As U Ag, allora |x — z| > 2r e percio
2 =&l > x—zl-x-&[>[x—z -7
Ix —z| |x—z

—z| — = . 1.34
= - 2 _ (13)

ol [

c|lwollso —

o fy, Ix—zf?

< cllwolleor(1 —In(r)).  (1.35)

Y

Ne segue che

IN

/ K(x — 2) ~ K(y - 2)|wr(2)|dz
Az

AN

Per ottenere una stima sull’ ultima parte notiamo che

/ we(z)ldz [ |wn(z)ldz [ |w(2)|dz
\

xoa>1 [X—2l? Ty x—zP Jp [x -z

(1.36)

dove A ¢ il dominio nel quale |z| < 2|x| e B ¢ il suo complementare (e dunque
in B si ha [x —z| > 2. Cosi

wz)idzg(H / lw(z)ldz)SdHIm,o». (137
|z|>1

5 [x—2? 2]

L’ integrale su A é ovviamente limitato da c¢(In(1 + |x|)) e cosi finalmente
otteniamo 4
/ lwe@)ldz _ ) ), (1.38)
|

x—z|>1 ‘X - Z|2



dove I(w,0) & considerate nella costante ¢. Sull’ ultima parte del dominio si ha

o [ Lt
Ay |x—2f
c(In(1 + |x|)r. (1.39)

IN

/ K(x - 2) — K(y — 2)||wr(2)|dz
Az

A

Sommando le stime proviamo il lemma per r < 1. Se r > 1, dividiamo il dominio
in{z:|x—z|<2r}e{z:|x—z|>2r} Vale:

/ [K(x —2) — K(y — 2)[|wi(2)|dz < cf|wolloo (In(1 + [x]))r. (1.40)

O

Dim. di Teorema 1.3 Nella prima parte della dimostrazione proveremo 1’
esistenza di una soluzione; nella seconda 1’ unicita.

Esistenza Per semplicita sceglieremo I’ origine nel punto x per il quale I(wg, x)
00, e cosl si ha I(wp,0) < co. Per ogni numero fissato positivo M, definiamo

wy' = woxar, (1.41)

dove xs € la funzione caratteristica del disco di raggio M centrato nell’ orig-
ine. w)! € Ly N Ly e percio il problema con condizioni iniziali w{! ha un’
unica soluzione per il teorema 1.1. Definiamo (u™,¢™ w™) questa soluzione.
Vogliamo trovare delle condizioni per passare al limite le soluzioni al fine di
costruire una soluzione con wy come dato iniziale. u ha divergenza nulla, percio
¢M conserva la misura. Dunque

W) = [Kx-y)e (v 0ty = [ K- o)l ()dy. (142)
Per stimare I’ ultimo integrale dividiamo il dominio nell’ insieme
A={y:x—yl<2rM (1+1y/?)} (1.43)

e nel suo complementare, dove

M
RM = max [ 1,sup [y = 6 (Y)J - (1.44)
v 1+ max (|6 (v)1%, ly|?)

Per stimare I’ integrale su A, notiamo che
jwo" (¥)]
Kex- ot g miay| < [ gy )
‘/ ' ’ x = ¢t (y)]

Cosi, dividiamo ulteriormente 1’ insieme A in:

Ar={y:x— oMy <RM}nA, (1.464)



Ay = ASN A (1.46b)

Cambiando variabili e usando la conservazione della misura otteniamo:

ol ,
fo i < ol (L.47)

Dividiamo ancora A, e osserviamo che:

ly| < 2x| = |y|* <2[x|z, (1.48a)

2
> 2 = IylE < byl < oyl Dy
= ly|? <cx—yl. (1.48b)

e dunque vale

w3l w3,

/,42 PR /Am{|x_y|§my<l+|x;)} = oI
w3,

+/Agﬁ{xy<2Rflwc(lJr|xy|é)} |X— i\/[(y)| Y

Nella seconda parte dell’ ultimo integrale dividiamo il dominio nei seguenti
insiemi:

(1.49)

x—y|<1=|x—y|<cRY, (1.50a)

x-yl<1 = [x-y|<2RMdx-yl|*
= |x—y| < (4eRM)? (1.50b)
Vale: o
/ ")l
Aan{ eyl <2 e(1+1x-yI ) Jribey > 1) 1X = 081 (Y)]

/ jwo! (¥)]
AQQ{\x7y§(4cR£\/I)2} |X - ¢£\/[(y)|

dy

<

dy. (1.51)

In questo insieme si ha:

x — " (v)| > R (1.52)
perché é contenuto in As e
x — y| < e(RM)2. (1.53)
Percio vale
[x — ¢ (y)|RY > clx — ] (1.54)



e quindi

jwi! ()] M
T dy < iy Io(x)
/Agﬂ{xy<(4cR£‘4)2} ‘X - (biw(y)l !
< eRM (14 /) (ol + Lo(0)). (1.55)
Per completare I’ integrale su A, ci resta da stimare
/ jwy' ()]
Am{|x—y|§235‘4 (1+|x\%)} Ix — oM (y)|
M
+ / ) e Oy (1.56)
Agﬁ“xfﬂ§2Ryc(LHx7w§)}ﬁﬂxfﬂgl}‘X__¢t(yﬂ
Definiamo
C(t) = {z: Ix— 0¥ ()] <2RM (1+x¥) } N (42), (1.57)

D) = {z:x— @) <2RYc (14 x— "))}
N ¢ (A2) N{z: [x — oY (2)| < 1}. (1.58)

Cambiamo variabile, ponendo z = ¢ (y). Cosi I’ integrale (1.56) diventa

/ Mdz + / Mdz. (1.59)
C(t) D(t)

|x — 2] |x — 2z

Vale la seguente stima:
M
/ Jo(=u(@)] 4, o ||w0||00/ x—z]"'dz  (1.60)
cw x—2 Ix—M, (a) 2R (1+]x]})

M
/ lwo(@=t ()l 1 < flwolloo x —z|”'dz. (1.61)
D(t)

x — 2z k=M, (2)| <1

La misura dell’ insieme |x — ¢™,(z)| < r ¢ la stessa del disco di raggio r e centro
x e dunque:

/ z_ / _d= (1.62)
x—pM, () <r X = 2] T Jix—gl<r X — 7
da cio segue che
M M
/ lwo(@= (2] ,, +/ lwo(o=2 (2D, o c|lwollco RM (1 + |x|%) . (1.63)
C(t) |x — z| D(t) |x — z]

In conclusione siamo giunti alla seguente stima

[ ot ) )y < elloll B (14 x0E) . (60

10



Consideriamo ora 1’ integrale su A.. Dividiamo A, in:

E=A°n{lyl > |6} ()]} (1.65a)

F = A°\E. (1.65b)
Osserviamo che
[ et wdy = w0+ [(Kex- 6 (y)
- K(x-y)w) (y)dy. (1.66)

Indichiamo con K; (i = 1,2) le componenti di K. Si ha:

[ 50 ) Kaxey )f ()y < € /'y ¢t|( Do’y 1 67

X_§Z|2

dove &; giace sul segmento (y, ¢ (y)). Siamo in A€, percio [x—y| > 2R¥ (1 + |y|%>.

Otteniamo:
x—& > [x-yl-ly-&l>x-yl-ly—oM(y)
1
=yl = R (14 ly[}) = Six -yl (1.68)

\%

Per la definizione di R, abbiamo la seguente stima sull’ integrale in (1.67):

L /C(1+|¢;”<y>|%)w yldy _ /|w|x_|dy

! x —y[? yl
< el(wo, %) < ¢ (1+[x1) Jwolloe + (0, 0). (1.69)
Per stimare I’ integrale su F', dividiamo F' nei seguenti insiemi:
G={yeF:lx—yl>2RM (1+]6}x)|})}, (1.700)
H=F\G. (1.70b)

Vale:
/G (K (x — M (y)) — Ki(x — y))wd (y)dy
v — 8 ()]
¢ W-GP

dove ¢; giace sul segmento (y, ¢} (y)). Siamo in G, e percio |[x—y| > 2RM (1 + oM (y )|%)
Cosi abbiamo

x—Gl > x-yl-ly—-Gl>x—yl-ly—¢(y) > |x -yl
N
- RY (1416 ¥)IF) = 5lx — vl (1.72)

<c (1.71)

11



Per la definizione di R, vale la seguente stima sull’ integrale in (1.71):

1

1+|¢ |2 |lwd!
¢RM < ) <ecl
¢ / |x_y|2 | y)ldy < / dy cl(wo, x)

<c(1+ |x|%) (leolloo + I(wp, 0)). (1.73)

Per stimare 1’ integrale su H, notiamo come prima cosa che in questo insieme
|#M (y)| > |y| (come provato in appendice B) e dunque

‘/ (x =o' (v)) - (X_Y))Wo()dy‘<c( ||x_)|?y

1w (v)]
oy dy) | (L.74)

Il primo integrale nella parte destra é facilmente maggiorato. Per il secondo
dividiamo H in 3 sottoinsiemi:

H={y e H:|x= 9} y)| < VIx}: (1.75a)
Hy = {y € H : |6} (y)| > 2}x[}; (L.75D)
Hs = H\(Hl U HQ) (175C)

L’ integrale su H; & maggiorato da C\/|x[; su Ha [x—¢M (y)| > $[oM (y)| > 3ly|
e percid possiamo stimare 1’ integrale con cI(wo,0); su Hz |z — ¢M (y)| > /||
e ly] < |[¢M(y)| < 2/x| e dunque I’ integrale ¢ maggiorato da c\/|x|I(wp,0).
Sommando tutte le stime ottenute e sfruttando la formula (1.66), otteniamo:

[ (x,1)] < g ()| + e(T(wo,0) + wolloo) R (14 [xI2) . (1.76)

Dalla definizione (1.44), si pud vedere che R} potrebbe non essere differenzi-
abile rispetto al tempo. Ma possiamo maggiorare il limsup del suo rapporto
incrementale (e percid la sua velocitd di crescita) perche il limsup del sup ¢
maggiorato dal sup del lim sup. Consideriamo la derivata di

y-ol
1+ max (|6 (y)] ¥, y1?)

(1.77)

Applichiamo le stime (1.76) e (1.26) per maggiorare u}!(x). In questo modo
otteniamo

t
RM < c+/ (cRM 4 ¢)ds. (1.78)
0

Per il teorema di Gronwall si ha che RM ¢ uniformemente limitato per tutti i
tempi minori di un fissato T. Dunque, per (1.76), abbiamo

]

S (1 ST ) <ec, (1.79)

12



dove C dipende da I(wp,0) + ||wollee € T, ma non da M. Si consideri adesso
la successione {¢M (x)}rreny per t € [0,T] e |x| < N. Questa successione &
uniformemente limitata ed equicontinua per il lemma 1.2 e le stime (1.79). Pos-
siamo dunque considerare una sottosuccessione uniformemente convergente per
t € [0,T] usando I’ usuale metodo di diagonalizzazione su M e N. Definiamo

Py (x) = Mlinjoo oM(x) VxR (1.80)
Abbiamo
WM (- t) = w(-,t) = wol¢r (")) (1.81)
debolmente, e
uM (. t) = u(-t). (1.82)

E’ facile provare che la tripla (u(-, %), ¢:(),w(-, t)) & una soluzione di (1.3), (1.4),
(1.5) e (1.6).

Unicita Prima di tutto osserviamo che, per la stima (1.27), per ogni fissato
t < T, risulta:

1+ |oe(x)| < C(1+ x[) < D(1 + | (x)]). (1.83)
Supponiamo che esistano 2 soluzioni ¢ (x) e ¢7(x), e proviamo che sono uguali.
Definiamo

_ |65(%) — ¢2(x)|
D(t) = Ssgut;’)x T+ . (1.84)

Ovviamente D(0) = 0 e D ¢é una funzione monotona crescente. Per e < 1
fissato, supponiamo che esista t : D(t) = e. Vediamo cosa succede per i tempi
successivi. Da (1.79), vediamo facilmente che esiste una costante c¢ tale che
1 2
x| > 5 = %@(x)‘ < € se il tempo é maggiorato da 7. Consideriamo

allora I’ insieme {x : [x| < $}. In questo disco, vale:
u(g3(x)) — u(@Z(x))| < / K (95 (x) — z)w' (2) — K(¢3(x) — 2)w?(2)|dz
< [ K160 - 2) - K(62(x) - )|l (2)}dz

+/ K (¢37(x) — ¢4(2)) — K(¢7(x) — ¢2(2))l|wo(2)|dz (1.85)

per tutti gli s > ¢, perché ¢ conserva la misura. Consideriamo [ |K(¢!(x) —
z) — K(¢?(x) — z)||w!(z)|dz. Dividiamo il dominio in

N = {z:[¢,(x) — 2| < 2D(s)(1 + |x[}; (1.86a)
O ={z:2D(s)(1 + |x| < |pL(x) — 2| < 2}; (1.86h)
P={z:|¢l(x) —z| > 2}. (1.86¢)

13



Abbiamo:
/N [K(¢5(x) — 2) — K(¢3(x) — 2)||w’ (2)|dz

<1l ([, o=+ s e —=1) (0

Il primo addendo sulla parte destra ¢ maggiorato da c¢D(s)(1 + |x|). Inoltre
162(x)—t] < 3D(s)(1-+x]) perche |6} (x)—2] < 2D(s)(1+[x]) e |§(0)— $2(x)| <
D(s)(1+4|x]); cost, il secondo addendo é maggiorato anch’ esso da ¢D(s)(1+|x]|).
Siano K; le componenti di K. Vale:

D(s)(1 + |x|
|z — n;|?

|Ki(p1(x) —2) — Ki(¢2(x) —2z)| < ¢ , (1.88)

dove m;, i = 1,2, giace sul segmento (¢!(x),¢2(x)). Se z € O U P, allora
|pL(x) —z| > 2D(s)(1 + |x|). Cosi
2=l > |6a(x) =2 = [¢5(x) = mi] = |¢s(x) — 2| — D(s)(1 + |x])

|¢;(X)—Z‘ _ |¢S(X2) _Z| _ |¢S(X2) _Z|.

Y

(1.89)

Da cid segue:

/O K(61(x) — 2) - K(62(x) — 2)|[w! (2)|dz < e oo (1 + [x[)D(s)

[ s sl pe (14w (1)) o)

(nell’ ultima stima abbiamo usato D(s) > € per la monotonia di D). Come nel
lemma 1.2, otteniamo

., K (94 (x) — 2) — K(¢2(x) — 2)||w (z)|dz < c(1 + [x)D(s)

| m <Cl (1 + ;) (14 [x[)D(s)- (1.91)

Dobbiamo dare una stima di

[0 - 61(2) - K2 x) - )o@z, (192)

Dividiamo il dominio d’ integrazione in
Q= {2: 1620 — 0}(@)| < 2D(5)(1 + x)}: (1932
R={(2:2D()(1+x) <[00 ~ 0@ <2 (193b)
S = {2:162(x) - 01(a)| > 2} (1930
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Otteniamo:

/Q K (¢3(x) — 64(2)) — K(¢3(x) — ¢3(2))l|wo(2)|dz

dz dz
< lwolloo (/Q 62(x) — 61 (2)| * /Q [¢2(x) — ¢§(z)l)
< eD(s)(1 + |x]). (1.94)

Se K;,i=1,2, sono le componenti di K, vale:

(B2(x) — B z) — K (d2(x) — b2(z CD(S)(1+|Z|)
‘Kl(¢s( ) (bs( )) KZ(¢5( ) ¢s( )| S |¢§(X)7pz| )

dove p; giace su (¢l(z),4%(z)). Se z € S U R, abbiamo |¢?(x) — ¢2(z)| >
2D(s)(1 + |x|) e dunque

02(0) = pil = [92(x) — d2(2)] — [93(2) — pil = [63(x) — ¢3(2))|

— D(s)(1+|x]) = w

(1.95)

(1.96)

Ne segue che

/R K (¢2(x) = ¢5(2)) — K(¢3(x) — ¢2(2))|lwo(2)|dz < cllwolloc D(s)(1 + [x])

| T < ol + D) (1+1n (1)) (1.97)

(nell’ ultima stima abbiamo usato D(s) > €). Ancora come nel lemmma 1.2,
abbiamo

/S K (¢7(x) — ¢4(2)) — K(¢7(x) — ¢3(2))||wo(2)|dz < cD(s)

/ (Lt lz2Dlwo(@)ldz _ o) |y D(s)n (1> (1.98)

s [03(x) = d3(2)? ~ €
(vedere la dimostrazione in appendice C). Per la definizione (1.84) e la stima

(1.85), insieme alle disuguaglianze (1.87), (1.90), (1.91), (1.94), (1.97) e (1.98),
vale

Vs>t D(s)<e+cln (1 + 612) /t D(r)dr (1.99)

(si noti che D(t) = €). Percio, per il lemma di Gronwall, risulta:

1
D(S) < ee(s—t)cln(l-‘re%) _ ee(sft)c41n<(1+€%)4> (1‘100)

Dunque, se s — ¢ < 4= ed € & piccolo, allora D(s) < y/e. Proviamo adesso che
per t < % D ¢é minore di ogni § > 0, e percio é nullo. Dato che D é una fun-
zione continua, assume il valore 62 prima di §, al tempo ¢ (stiamo considerando
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piccoli 6). Da (1.100), con € = §2, otteniamo che D(t) < & per tempi minori
di ¢ + ;& (e quindi minori di f). Allo stesso modo, proviamo che, per tempi
minori di %, D ¢é minore di ogni J: infatti, se D assume il valore 4, allora, in un
tempo precedente ¢, assume il valore §2; inoltre g > % perché D é nullo prima.
Ma, per (1.100), otteniamo che per tutti i tempi minori di g + é (e quindi
tutti i tempi minori di %) D(t) < §. Reiterando il procedimento, proviamo che

D(t) = 0 Vt e percio le soluzioni sono uguali. a
Appendici
A
Vogliamo provare che nell’ insieme H vale:
62" ()] > Iy l. (1.101)

Siamo nel complementare di G, e percio
2RY (1416} (1) = Ix - y: (1.102)

inoltre .
Ix —y| > 2RM(1 + |y|)2 (1.103)

perché siamo nell’ insieme complementare di A, da cui la tesi.

B
Vogliamo provare che I(w,0) = [ ‘I;‘?E%’;\) dy é uniformemente limitata per t < T

Per prima cosa, da (1.27), possiamo vedere che esiste una costante c tale che
x| > 1= |¢e(x)] < c|x] (1.104)
per t < T. Cosi vale:

|wo (y)|dy |wo(y)|dy
lo—:(y)] = c|w0||oo+/|¢,,(y)>1 d—(y)

d
+ o / oY 79, 0) + flwolloc) (1.105)
[p—i(y)|>1

< cflwolloo

M
C
Vogliamo provare che
1+ |z ( 1 >
——————— —|wp(z)|dz < Cln {1+ = ) (1 + |x]). 1.106
| e @) 5 ) () (1.106)
Dividiamo il dominio in V e nel suo insieme complementare in S, dove
V= {z:]¢3(z)| < 2l¢3(x)| < C(1 + [x])}. (1.107)
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L’ integrale su V ¢ facile da controllare, perche |z| < C(1+|¢?(z)|). Sull’ insieme
complementare risulta:

|62 (x) — ¢3(2)| > %Iaﬁ(Z)l > C(1 + |z]), (1.108)

e percio possiamo stimare entrambi i membri con I(wg, 0).

Osservazioni

Questo lavoro é riferito al caso dell’ intero piano, ma si pone a questo punto una
nuova questione. Assegnato un insieme connesso supponiamo che la velocita sia
ben definita in un punto in questo insieme (come un integrale assolutamente
convergente); si pud cercare un risultato di esistenza ed unicita delle soluzioni
nel caso di vorticita limitata. In [3] & stato provato questo risultato per piccoli
settori del piano, e si congettura che valga per insieme generale connesso di R2.

17



Riferimenti bibliografici

[1] C. Bardos: Ezistence et unicité de la solution de léquation d’Euler in
dimension deux, Journ. Math. Anal. Appl. 40 (1972)

[2] D. Benedetto, C. Marchioro, M. Pulvirenti: On the Euler Flow in R?, Arch.
Rational Mech. Anal. 123:377-386 (1983)

[3] S. Caprino, C. Marchioro: On the FEuler Equation in an Unbounded Domain
of the plane, Journ. Math. Fluid Mech. (2008) in press

[4] T. Kato: On classical solutions of a two—dimensional non—stationary Euler
equation, Arc. Rational Mech. Anal. 25:188-200 (1967)

[5] P. L. Lions: Mathematical Topics in Fluid Mechanics, Volume 1
Incompressible Models, Clarendon Press., Oxford (1996)

[6] C. Marchioro, M. Pulvirenti: Mathematical Theory of Incompressible
Nonviscous Fluids, Applied Math. Sciences 96 (1994)

[7] W. Wolibner: An theoréme sur l'existence du movement plan d’un fluide
parfait, homogéne, incompressible, pendant un temps infiniment long, Math.
Zam. 33:698-726 (1933)

[8] V. I. Yudovich: Non-stationary flows of an ideal incompressible liquid,
URRS Comput. Math. Phys. 3:1407-1456 (1963)

&

18



2 Limite di viscosita nulla per un anello di fumo
con vorticitd concentrata

Sommario:

Nel lavoro si considera un fluido incomprimibile con una configurazione a sim-
metria assiale e vorticitd concentrata; ¢ dimostrato in letteratura (vedere [3])
che se non si considera I’ effetto della viscosita (cioé si usano le equazioni di
Eulero), si ha un moto limite per vorticita che tendono ad essere sempre piu
concentrate. Noi ci proponiamo di dimostrare che anche assumendo viscosita
sempre pit basse e facendo il limite congiunto di vorticita concentrata e viscosita
nulla si ottiene lo stesso moto limite (otteniamo perd questo risultato solo se il
limite congiunto rispetta una relazione che vedremo).

2.1 Introduzione e risultato principale

Consideriamo un fluido incomprimibile che si muove in R assumendo sulle con-
dizioni iniziali delle simmetrie che assicurino I’ esistenza di una soluzione globale
sia per le equazioni di Eulero che per quelle di Navier-Stokes. E’ un risultato
classico che se si prende una soluzione regolare delle equazioni di Navier-Stokes
e si fa il limite di viscosita che tende a 0 questa soluzione (che dipende dalla
viscosita) tende alla soluzione delle equazioni di Eulero con stessi dati iniziali.
Se pero i dati iniziali presentano delle singolaritd questa convergenza non é piu
ovvia (sul limite di viscosita nulla con vorticita concentrata si possono consultare
[5] e [9]). Diventa percio interessante studiare quando possiamo ottenere ques-
ta convergenza se consideriamo dati iniziali con vorticita concentrata, dato che
questo spesso ha anche riscontri in natura.

Consideriamo dunque un fluido viscoso di densita unitaria che si muova in
R3 seguendo le equazioni di Navier-Stokes:

du(x,t) + (u(x,t) - V)u(x,t) = —Vp(x,t) + vAu(x,t) (2.1)
V-ou(x,t)=0 xcR? (2.2)
u(x,0) = up(x) (2.3)

e condizioni all’ infinito, dove u(x,t) & il campo di velocita, p & la pressione e
v > 0 é la viscosita; le equazioni di Eulero sono le stesse ma con viscosita nulla.

Definiamo a questo punto la vorticita come
w=VAu (2.4)

Se assumiamo che il campo di velocita si annulli all’ infinito le precedenti
equazioni diventano:

Oww(x,t) + (u(x,t) - Vw(x,t) = (w(x,t) - V)u(x,t) + vAw(x,t) (2.5)

V-u(x,t) =0 x € R? (2.6)
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w(x,0) = wy(x)

dove
(X_Y) /\W(Yat). (27)

Am S x — v/’

u(x,t) =

.Consideriamo ora una configurazione iniziale con una simmetria assiale del
campo di velocita, chiamata usualmente “anello di fumo”; data la natura del
problema é bene mettersi in coordinate cilindriche (z,r,8), con le quali avremo:

u(x,t) = (uy(z,r,t),u-(2,r,t),0) (2.8)

Si puo notare che la dinamica conserva la simmetria e le equazioni diventano
le seguenti:

w=VAu=(0,0,w) = (0,0,0,u, — Oruy) (2.9)
1
0w + (1,0, + up 0 )w — Ut v(0%w + ;&(r@rw) — % (2.10)
0, (ruy) + 0r(ru,) =0 (2.11)
1 [ e g dOw (2,1, t)(rcosd — 1)
. , ,t - _ d / /d / I )
uz(2:m, ) 27 /_OO : /0 rar /0 ((z=2")2 4 (r —1")% + 211" (1 — cosh))3/2
(2.12)

1 > e ™ dowlz v Oz — &
UT(Z,T', t) = 7/ dZ// T/dr// CU(Z Ty )(Z z )
27 J oo 0 o ((z=2)2+(r—=1)%+2rr'(1 - cos))3/?

(2.13)
da cui
D w, w 5 9y W 3, w
&(;) = (0 + Ou. + arur)(?) =v((0; + 3T)(;) + ;&(;)) (2.14)

. Possiamo ora scrivere una formulazione debole delle equazioni di Navier-Stokes
integrando per parti e assumendo che w vada velocemente a 0 per r che va a 0:

Gl = [0 f w0, ]+ 0uf] 4 v 026 + 321 - 0.f| (215)

dove f(z,r,t) & una funzione test limitata e regolare e

w [f] = /dzdrw(z,r, t)f(z,r,t) (2.16)

. Si verifica facilmente la conservazione delle seguenti quantita:

(o) oo
My E/ dz/ drw(z,r,t) (2.17)
—00 0

oo o0
My E/ dz/ drrw(z,r,t) (2.18)
—00 0

. Come risultato principale di questo lavoro proveremo il seguente teoremas:
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Teorema 1

A0) € 20,70 10), 10>0,0<10< %0 (2.19)

dove X(0,79 1 0) ¢ un disco di centro (0,7g) e raggio o. Valga inoltre

Weu(2,7,0) >0 (2.20)
M

o(2,70) < ——— 0< M 2.21
Wo.v(2,7,0) 2 Jlogo <M < (2.21)

o0 oo a
dz/ drwe ,(z,7,0) = ——, a€R 2.22
Joe ) aronter = a2)

. Allora, per

v < Co?|loga|®, a<1 (2.23)

esiste un punto (dipendente dal tempo) (z,(t),7,(t)) tale che, per ogni funzione
continua limitata f(z,r) e ogni fissato T, 0<¢<T,

|logo] /Z( . )dzdrwg,,,(@n Of(z,r) = af(ze(t),r5(t)) (2.24)

quando o e v tendono a 0, dove D, = Coexp(|loga|”), a <y <lew,,(z,1,1)
¢ la dinamica con dati iniziali w, (2,7, 0) tramite le equazioni di Navier-Stokes
(d’ ora in poi indicheremo con C' ogni costante indipendente da ¢ e da v). Inoltre

(zo(t),15(t)) = ( ) (2.25)

drrg

quando o tende a 0.

Il teorema dimostra dunque che se la vorticitd inizialmente € concentrata in
un piccolo anello nella dinamica mantiene questa forma e tende a muoversi
verticalmente a velocita costante dipendente dalla quantita iniziale di vorticita.

Osservazione: Analizziamo un attimo il risultato: é un risultato noto che
una traslazione nella direzione z mantenendo intatta la forma; é stato anche
provato che se la vorticita iniziale é concentrata questo accade con qualsiasi
forma (si deve riscalare perché altrimenti non viene velocita finita); nel nostro
teorema proviamo che anche considerando viscositd non nulla e facendone il
limite si ottiene lo stesso risultato, il che non era ovvio a priori perché il limite
singolare della viscosita avrebbe potuto cambiare le caratteristiche del moto.
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2.2 Dimostrazione

Useremo My, Ms e I’ energia E' come una sorta di funzione di Liapunov; in
coordinate cilindriche 1’ energia si esprime in questo modo:

1 o0 o0 o0 o0
E= f/ dz/ rdr/ dz’/ r'dr' x
2 —0o0 0 — 00 0

2m m w(z,r t)w(z',r' t)cos(d — 6")
df do’ 2 L 2.2
/0 /0 dr((z — 2/)2 + (r —1")2 + 217’ (1 — cos(0 — 0")))1/2 (2.26)

. Studiamo 1’ evoluzione nel tempo:

d
%E = fu/ deij:l(ajui)z = 71// dx |w]? =
R3 R3

—27r1// dz/ drrw? > —27nv M, HEH (2.27)
— 00 0 T WL

ed é ovviamente negativa. E’ noto che la quantita ||%||L ha il suo massimo
. e .. a1 . . - > .. . .
valore all’ istante iniziale, ed utilizzando le ipotesi sui dati iniziali otteniamo

ZE‘ >B0)- ————C (2.8

E(0) = E(t) > E(0) — Csupie (o, o2 [logo|?

. Per poter sfruttare questa stima scriviamo 1’ energia in modo piu funzionale:
definendo ¢ = 6 — 6’ e svolgendo I’ integrale angolare otteniamo

1 o0 o0 o0 o0
E= 5/ dz/ dr/ dz'/ dr'Vrr'w(z,r tw(2 1’ t) x
—0oo 0 —o0 0

" cosp
/0 a0 (d+2(1 — cosp))? (2.29)
dove N N
d— (z—2) —|—I(’r‘—7’) (2.30)

. Considerando la configurazione iniziale con la vorticita piu vicino possibile all’
asse di simmetria (¢ il caso peggiore) otteniamo la stima (vedi Appendice D)

E(0) > M(Uogcﬂ +C) (2.31)
2|logo|

e percio, grazie alla stima 2.23, vale

v S a®(rg — o)

E(0) — (Jloga| — C |loga|) (2.32)

o2 |logo>~ ~ 2|logo|

. In una regione limitata del piano una simile proprietd basterebbe a costringere
la maggior parte della vorticitd a restare concentrata, ma nel nostro caso a
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simmetria assiale un incremento di r nel supporto della vorticita provoca anche
un incremento di F, cosi non possiamo a priori escludere un tale incremento
che renderebbe possibile la stima 2.32 anche per configurazioni di vorticitd non
concentrate; per dimostrare come questo non sia in realta possibile useremo la
conservazione di Ms. Dobbiamo trovare anche una stima superiore dell’ Energia
con la stessa singolaritd in o della stima inferiore, cosi da poter confrontare
le due stime nel limite; I termini dovuti a grandi valori di (z — 2/)% e (r —
')? possono essere stimati sfruttando la conservazione dei momenti: definendo
b= ((z—2)2+(r—1")%) e x(A) la funzione caratteristica dell’ insieme A, e
considderando le equazioni 2.29, 2.138 e 2.139 (appendice D) vale

1 o0 oo o0 o0
E< 5/ dz/ rdr/ dz'/ dr'Nrr'w(z,r tw( 1’ t) x
—00 0 —o0 0

(cr+-hu2(rrq1/2+-(b+—4rrql/2)-»%Jn(b» <

1 oo oo oo oo
5/ dz/ rdr/ dz'/ dr'Vrr'w(z, r w2 1 1) x
—o00 0 —o0 0

(€ +In(2(b+ 4rr')/2) = in(b) <

1 oo o0 o oo
5/ dz/ rdr/ dz’/ dr'Nrr'w(z, r w2 1 1) x
—00 0 —0o0 0

(C+ (%ln(l +4r'b 1)) x (b > 1) + (%ln(l +4rr’) — %ln(b))x(b <1) <

1 o0 o0 o0 o0
5/ dz/ rdr/ dz'/ dr'Vrr'w(z, r Hw(2 1 1) x
—oo 0 —o0 0

(C+2rr' — %ln(b)x(b <1)) (2.33)

Si noti che abbiamo usato la disuguaglianza In(1 + x) < z valida per tutte le x
positive; sfruttando poi le banali disuguaglianze

Vet < 14 72" (rr')3/? < 14 r2"? (2.34)

otteniamo

1 o0 o0 oo o0
5/ dz/ rdr/ dz’/ dr'vrr'w(z,r, w2, r' 1) (C + 2rr') <
—o0 0 —o00 0

C((/O; dz /000 drw(z,r,t))? + (/C: dz /000 drrw(z,r,t))?) =

C(M§ + M3) (2.35)

Considerando poi le ipotesi iniziali si ha My < (rq+0)% e My < C—— e dunque
le equazioni 2.33 e 2.35 diventano

1 (o) oo e} o0
E< 5/ dz/ rdr/ dz’/ dr'vrr'w(z,r t)w(z, 1 ) x
—00 0 —o0 0
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1 N2 N2 "2 2 ¢
(ginl(z =24 (=PI = ) (=P < D)+

Nel seguito, per studiare questo integrale, lo trasformiamo in somma rico-
prendo il semipiano (z,r) di quadratini di lato o:

(2.36)

Sij={2reRxRY |oi<z<(0c+1)ijoj <r < (c+1)j} i€Z,jELT <0

(2.37)
L’ equazione 2.36 diventa cosi
C - -
E< (=lno)? + ViezXi o BnezdiZo Eijhk (2.38)
dove .
Eijni = */ dZd?“/ d2'dr'Vrr'w(z, m w (2 ' 1) x
2 Sij Shi
1
(—gln((z S (= ))x((z = 22 4 (r— )2 < 1)) (2.39)

. Per studiare il termine F;;5; notiamo che
1
Eijni < 5(02(]' +1)(k + 1))1/2/ dzdr/ dz'dr'w(z,r, )w(2',r' t)x
Sij Shk

(—gtnl(z = P+ (r = r'Pxl(z = 22+ (=) < 1) (2.40)

; a questo punto dividiamo i casi in cui S;; ed Sy sono lo stesso quadratino
o sono confinanti dal resto dei casi; nel primo caso massimizziamo 1’ integrale
usando la condizione 2.21, il fatto che H “ HL ha il suo massimo valore all’ istante

iniziale e facendo una ridistribuzione simmetrica della vorticita nel piano (2/,r')
attorno al punto (z,r):

/ dzdr/ dz'dr'w(z,r, t)w(Z,r', t) x
Sm Shk'

(—5tn((z = 2P + (0 =PI = )2+ (r =P < 1) <

C kE+1
/ dzdrw(z,r, t)/ dz'dr' —— —— .
Su , o?(=lno) jo — 1
1

(—iln((z — 22+ (r—1")?%) (2.41)

dove jo é la parte intera di roo~! e ¥’ & un cerchio tale che

C k+1

dZ'dr' —— = 2.42
Y zar 0'2(—ln0')]()—1 ﬁhk ( )
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dove Bpi € la vorticitad contenuta in Spx (nell” equazione 2.41 abbiamo usato il
fatto che H%H ;. ha il suo massimo valore all’ istante iniziale). Eseguendo I’
integrale in 2.41 riusciamo a stimarlo con

/S_ dzdrw(z,r,t) Buk (—1n(o((—Ino) Bur (o — 1))/ *(Mn(k + 1)) ~1/2) + %)X

BijBri(—Ino — %ln((flna)ﬂhk) + %(lno(k +1)—Ino(jo—1)+C) <

Bij Bri(—lno — %ln((—lna)ﬁhk) + %lna(k +1)+0C) (2.43)

. Inseriamo I’ equazione 2.43 in 2.40 e otteniamo

Eijnr < %(02(]' +1)(k + 1))Y2B;8pk (—Ino) +

S (070 D+ 1) By (o (k +1) + O)+

S (020 D+ 1)1 6~ (1) ) (249

. Scambiamo i ruoli di ij e hk ed usiamo la disuguaglianza valida per i numeri
positivi z'/2lnz < 1 + 22 negli ultimi due termini di 2.44, ottendo

B < (02 + D+ 1)"28,,8uc(~Ino)+

oL+ 0%+ 1k + D)(C — Jinl(~Ino)u))  (2.49)

. Dobbiamo ora studiare E;;5; quando i siti non sono confinanti, cioé |i — h| > 1
o |j — k| > 1; massimizziamo |’ integrale prendendo il minimo della distanza fra
i siti: 1

Eijne < 5(0'2(.] + 1)(k‘ + 1))1/26ij6h;€(—lna — lndijhk) (2.46)

dove d;jpni ¢ il massimo tra o~ ! e la minima distanda tra SZ’»J» e S;Lk, con
Sz{j:{z,r|i§z§i+1;j§r§j+}l (2.47)
Mettendo le equazioni 2.45 e 2.46 nell’ equazione 2.38 otteniamo

C
E<—-=+

1 .
(Cino)? i(ziezzﬁozhezzﬁo@%] + 1) (k +1))2 BBk (—Ino)+

Sjini< st COk(1+ 0% + 1)k + 1)(C — Sin((~Ino)u))+

1 .
E|i7h|>1o|jfk\>1§(0'2(] +1)(k + 1))Y28;8n (—Ino — Indijnk) (2.48)
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. Il secondo termine é facilmente maggiorato da

Sl nieriy—si<i OBl + 0% + 1)k + 1)(C — Sin((~ina) i) <

(255 (CBij + Co®5%Biz))suph, i Bni (C — %ln((—lna)ﬁhk)) (2.49)
. Siccome
Y0252 Bi; < Ma (2.50)
1 C
Bri(C = 5in((=1no)Bur) < —— (2.52)

(ricordiamo che |z| Inz é finitoin (0, 1)), usando le condizioni iniziali sui momenti
otteniamo che D é maggiorato da (—Z#P; concludendo abbiamo la stima

C a?

FE
< Cinoy? T 2(Cimer

(Sijne(02 (G + 1) (k + 1))/2 81 8 (—Ino)+

Slicn>10lj—ki>1 (02 + D)k + 1))28] B (Indijne)) (2.53)
dove ]
—Ilno
By = = (2.54)

. Vogliamo ora stimare la radice (¢(j + 1)(k + 1))!/? con una combinazione
di 1 e (62(j + 1)(k + 1))?, cosa fondamentale per come proseguiremo nella
dimostrazione; osserviamo che

1+0 1 1+62)/2 b2
Vb b LRIV 8 1

b>0 (2.55)

; si noti che si ottiene I’ uguaglianza quando b tende a 1, cosa che, come vedremo,
corrispondera al nostro limite di anello piccolo; usiamo questa disuguaglianza
per b= 0?7y %(j + 1)(k + 1) ottendo cosi

C a?

FE
< Cino T 2Cimer

(Sisne(roy + "2 (o%r G+ 1)k + 1)) B (o) +

3 _a9,.
Sji-nistoli—k>1 (10 + (02152 + 1) (b + 128 8h (—Indigne))  (2:56)

. Confrontiamo I’ equazione 2.56 con 1’ equazione 2.32; osserviamo che

Zi]ﬂl’j =1 (2.57)
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Sijnko (7 + 1) (k + 128 B = (S4;0°5°B; + 20805 +0%)*  (2.58)
. Poiche

240?52 Bi; < (ro +0)? (2.59)
1 1
oEijch;j < O'Eij(i + 502)@{]— < Co (2,60)

si ha che i termini singolare nelle equazioni 2.56 e 2.32 in ¢ sono gli stessi;
comparando gli altri termini otteniamo

Z\zeiz\>1o|g>k|>1(7“02 + %(02T62(j + 1) (k + 1))*)81; 841 (=Indink) < Clina|®

(2.61)

Questa stima ci consente di stabilire che la vorticitd rimane concentrata:
infatti, trascurando un termine positivo, otteniamo

Sji-hl>10lj—k|> 184 Bhr (—Indijny) < Clino]® (2.62)

e definendo d;j5, come fatto in precedenza ma uguale a 1 quando |[i —h| <10
|7 — k| <1siha

Eijhkﬂz{jﬂgk(_lndijhk) <C |Z’I”L0'|a (263)

; per semplificare riduciamoci ad un problema unidimensionale sommando su r
(o su z): definiamo

a; = ;B (2.64)
din =1 seli—h|<1 (2.65)
din =i —h| sel<|i—h|<o? (2.66)
din =o' altrimenti (2.67)
cosi che I’ equazione 2.63 diventi
Sinaiaplnd;, < Cllno|® (2.68)

Enunciamo e dimostriamo ora un lemma che ci serve per completare la
dimostrazione:

Lemma 1
Sia a; >0, Xieza; =1e

Y joi05lnd;; < K (2.69)
; allora esiste ¢/ tale che VL > fexp(4K)

8K
i >1 - 2.
li—i’|<2LC L (2.70)
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Dimostrazione:

Dividiamo Z nelle tre regioni ¢ < ¢',7 = i',¢ > 7 dove i’ & preso in maniera
tale che la massa (si intende la sommatoria degli «;) contenuta nella prima
e quella contenuta nella terza regione siano entrambe minori o uguali di %;
prendiamo ora un intervallo di centro ' e lunghezza 2L e chiamiamo my, ma, ms
le masse contenute rispettivamente a sinistra dell’ intervallo, nell’ intervallo
(! —L <i <4 +1L)ed a destra dell’ intervallo; usando I’ equazione 2.69 e
trascurando la massa vicino ad i’ otteniamo

2mymsin(2L) < C (2.71)
. Poiché (m; + ma +ms3)? = 1 e sia my che mj3 sono minori di 1 si ha

1=m? +m2 +m2 + 2my(my +ms3) + 2mymg <

1 1 C
5 +2m3 + 2ma(my + m3) + 2mymsz < 2mg + 3 + n@L) (2.72)
cioé ) o
> - 2.73
"2 =T 2n(2D) (2.73)
; scegliamo L in modo tale che
1
meo > 3 (2.74)

e prendiamo un intervallo di centro ¢’ e lunghezza 4L definendo le masse m}, mb, mj
analogamente a prima con !’ intervallo dimezzato; usando 1’ equazione 2.74 si
ha mb > mgy > % e dall’ equazione 2.69

1
g(mll +m4)InL < C (2.75)
; ricordando che (m} 4+ mf + mj) = 1 abbiamo provato il lemma con C’ = 8C.

Usiamo questo lemma scegliendo L = Cexp(|lno|”) a < v < 1 e provi-
amo cosi che la maggior parte della vorticitd resta concentrata in una striscia
parallela all” asse z di larghezza 4Lo; ripetiamo la stessa dimostrazione con r e
dimostriamo in questo modo che la maggior parte della vorticita é concentrata
in una regione di diametro

D, = Coexp(|lno|™) (2.76)

Dobbiamo ora capire come si muove il centro di questa regione; vogliamo
provare che il centro della regione di vorticita (i'c, j'0) (con j' I’ analogo di 4’
per la dimostrione nella direzione r) converge a (z9 + vt, ro); la convergenza di
j'o & piu facile da provare e la faremo per prima procedendo per assurdo: 1’
equazione 2.61 implica che

S(0%rg % (5 + D)k + 1)) Bhi(Indijne)) < C (2.77)
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. Denotando
Yij = o2y 2 (j + 1)2,% (2.78)
si ha
Yvi; = 1+ termini che svaniscono (2.79)

cosi, definendo 'y;» = Y;7i5, possiamo ripetere la dimostrazione di lemmal e di-
mostrare |’ esistenza di un j”attorno al quale la massa (intesa come sommatoria
stavolta dei ~') rimane concentrata. Si osservi che j” deve essere vicino a j’
altrimenti I’ interazione tra le particelle vicino a oj’ e quelle vicino a oj"viola
I’ equazione 2.61; infatti I’ unica configurazione plausibile con I’ equazione 2.62
e la costanza di My con j” lontano da j’ si trova in una condizione impossibile:
quando j'o tende a 0 e j”¢ tende a oo, nel qual caso si viola I’ equazione 2.38.
Per dimostrare la convergenza di i’ introduciamo il centro di vorticita:

firity dz fooo drwe (2,7, 1)z

2L (t) = =
fi:ﬁty dz fooo drwe,,(z,7,1)

(2.80)

e studiamo la sua derivata temporale; se riusciamo a dimostrare che questa
converge a v e che 2/ () converge a z,(t) otteniamo la nostra tesi. Si riscontrano
problemi tecnici per la vorticita all’ infinito e per piccoli valori di r, cosi é
utile definire una nuova versione del centro di vorticita utilizzando due funzioni
regolarizzanti che ora definiamo:

W(z)=1 |z — 20| < 30T (2.81)
W(z)=0 |z — zo| > 40T (2.82)
W (z) regolare non negativa altrove (2.83)

dove v = a/dnrg, |AW (2)| < C;

Gir)=1  Z<r<on (2.84)
G(r)y=0 r< %0 or > 3rg (2.85)
G(r) regolare non negativa altrove (2.86)

e |AG(r)] < C. Studiamo quindi la derivata temporale di

|l7’L0’| infty 00
Cop = —— dz drwe, (z,r, )W (2)G(r)z (2.87)
a —oo 0

. Si ha

Cow=A+B (2.88)

CO

no infty 0o
A= llf‘b‘/_ dz/O drwe (2,7, 6) (W (2)G(r)u,+2G(r)u 0, W (2)+2W (2)u,0,G(r))
(2.89)
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l

B = V| no|
(2.90)

. Cominciamo studiando B: per le proprieta di W e G i termini tra parentesi

quadre sono tutti limitati e cosi

|lna|

B < v Ny, (2.91)

che converge a 0; per sudiare A troveremo una stima inferiore ed una stima
superiore e mostreremo che nel limite coincidono: notiamo subito che

—Ino
a27r/ dz/ dr/ dz/ dr'we, (z,r, t)wy (2,7 1)

(07 EIG0) 6w ) [ «z_zv+wfﬁffi§;1r—wwnw2

)+

T df(z — 2")cosl
X 2.92
W(2)9.G(r) /0 ((z=2)2+(r—r)2+2r"(1— cos@))3/2) (2.92)
. Dividiamo 1’ integrale in (2’,r’) nelle parti
1
A = {z,r Iz — 2] < 5vT, 37 <r< 47’0} (2.93)
Ay = AY (2.94)
con v = a/4mrg. Possiamo dimostrare (appendice A) che
_mg/ dz/ dr/ dr'we,, (2,7, ) we (2,7, E)r' x
0[277 Asdz’
df(rcost — ')
—(W(2)G G(r)o,W(z
(VGO +COW | o g o)+

T df(z — z")cosl
W(2)0,G
(2)9.G(r) /0 ((z =22+ (r—1")2 4 2rr'(1 — cosh))3/2
tende a 0; considerando poi che in Ay si annullano W (z2)G(r), 2G(r)0. W (z) e
W (z)0,G(r) otteniamo

) (2.95)

—Ino

d
%Ca,u(t) ==

/dzdr/ dz'dr'wg (2,1, ) we (2,7 E)r' x
a2 Aq A

df(rcosf —r')

2 —2)2 4 (r—1")2 4 2rr'(1 — cosf))3/2
u df(z — 2')cosh

zW(z)E)rG(r)/O (z=22 + (r — )2 ¢ 2r17(1 — cosB) 32

((W(z)(:?(r)+z(;7(r)8zW(z))(/O7r T )+

)+ (2.96)
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termini che si annullano nel limite. Supponiamo ora (lo dimostreremo in seguito)
che il supporto del disco di equazione 2.24 sia contenuto in As:

S(20 (1), 74 (t) 1 D) C As = {z,r 7 — 20| < 20T, |r — ro| < %0} (2.97)

. Usando I’ equazione 2.97 possiamo provare (appendice B) che

—Ino

/dzdr/ dz'dr'we (2,7, )we, (2,7 1)1 X
0(27'(' Aq Aq

df(rcost — ')
z—2')2 4 (r—1")2 + 2rr'(1 — cos))3/?
T d@(z — Z/)COSQ
W(2)3:G(r) /o (z =22+ (r —r')2 +2rr' (1 — 0059))3/2)

tende a 0 con o, per cui

(—2G(r)2.W (2)( / ’ 7 '+

(2.98)

—Ilno

igw(t): / dzdr/ dz'dr'we (2,7, )we, (2,7 )1
dt>" A A

a2m

™ df(rcost —r')
(*W(Z)G(r)/o ((z— 2/)2+ (r — )2 + 2r1' (1 — cosh))3/2

termini che si annullano nel limite. Possiamo scrivere

)+ (2.99)

rcos —r' = (r —r')cosf — ' (1 — cosb) (2.100)
. Usando lo stesso metodo di appendice B possiamo provare che

—Ino

/dzdr/ dz'dr'we (2,7, ) we, (2,7 t)r' x
Aq Aq

a2m

N dfcos
WG —r )/0 (2= )7+ (r = 1")2 + 2rr'(1 — cos0))*/2

tende a 0 con o, da cui

) (2.101)

—Ilno

d
@Ca,u(t) =

a2r

/ dzdr/ dz'dr'we (2,7, )we (2,7 )1
A A

g df(1 — cosh)
W(z)G
(W(z) (T)/O (z=2)2+(r—1r")2+2r"(1 — cos@))3/2)
termini che si annullano nel limite. Usiamo la stima 2.136 di appendice C: I’
equazione 2.102 diventa

+ (2.102)

Ino

d
%Ca,u(t) =

/dzdr/ d2'dr'wg. (2,7, )we., (2,7 1) 203/ 2
O[87T A A,

(W (2)G(r)(In((z — 2) + (r —r")*)+ (2.103)
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termini che si annullano nel limite. Definiamo 1’ insieme
Ay = {z,r (2 = 20(0)2 + (1 — 1o (£))2)1/2 < Jlna} (2.104)

dove z, ed 7, sono definiti in 2.24; con lo stesso metodo di appendice C e I’
ipotesi 2.97 possiamo facilmente provare che il contributo dell’ insieme (A; x
Ay — Ay x Ay) all’ integrale svanisce nel limite, e percid

_no

d
%Cgv,,(t) = %/A dzdr/A dz’dr’wgy,,(z,r,t)w(,’,,(z’,r’,t)r'1/2r3/2><
4 4

(W (2)G(r)(In((z — 2) + (r —r")*)+ (2.105)

termini che si annullano nel limite; stimiamo 1’ integrale in 2.105: prendiamo il
minimo di —(In((z — 2')? + (r —7)?) e otteniamo una stima inferiore

- / dzdr/ d2' dr'we. (2,7, )we, (2, )Y 2032 (In((2 — 2') 2 + (r —17)?) >
Ay Ay

(ro(t) — U(_lna))l/z 2 2 / 2
— In(4o=(1 dzdrwe ,(z,7,t 2.106
(Tg(t) + U(—an))3/2 n( a ( TLO') ))( A4 2arw, k) (Z r )) ( )
. Per trovare una stima superiore usiamo la condizione 2.21 e effettuiamo un
riordinamento simmetrico della vorticita in (z’.r") intorno al punto (z,r) come

in 2.41 ottenendo cosi

—/ dzdr/ dz'dr' wey (2,7, )we, (2,1 )23 2 (In((z = 2')2 4+ (r = 1)) <
Ay Ay

(Tg(t)+ (lna))l/z/ / 1" 3.1 "2 72 M
— dzdrw, (2,7t dz"dr"l S
(ro () — o/ (—ino) 772 g, e (zmst) | d=driin 40 2 s
(2.107)
dove
w7 {Z”,T” | Z//2+T//2 < Omj} (2.108)
M

e n — 1 quando 0 — 0. Eseguendo I’ ultimo integrale osserviamo che nel limite
la stima inferiore e quella superiore coincidono (si noti che questo dipende dal
fatto che D, va a 0 abbastanza velocemente) e percio si ha

%Co,u(t) — 4:7,0 (2.109)
e dunque
Con(t) = 20+t v=-2 (2.110)
’ 471
. Ovviamente
G (t) = 20 (8)] = 0 (2.111)

e cosi I’ ipotesi 2.97 resta valida ed abbiamo ottenuta la nostra tesi.
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Appendice A

Considerando la definizione di W e G' I’ integrando dell’ equazione 2.95 si annula
quando (z,r) ¢ As, dove

1
As = {z,r | |7z — 20| < 40T, 170 <r< 37’0} (2.112)

. Se (z,7) € A5 e (2/,r") € Az si ha

(2= 22 4 (r — )%+ 2r" (1 — cosh)) > C (2.113)
e quindi
|cosf(z — 2')]
(G (r =) ¥ 2r(1 —cosd))P2 ~ © (2.114)
. Dunque

—lno > > !’ 3.0 o /
| dz dr dz'dr'we (2,1, t)we, (2, ', t)r' %
0 A,

a2m o
df(rcosf — ')
z—2")2 4+ (r—7r")2 +2rr' (1 — cosh))3/?
s d&(z — Z/)COSH
ZW(Z)aTG(r)/O ((z—2")2 4 (r —7")% +2rr' (1 — cosh))3/2

((W(z)(:?(r)+z(;7(r)8zW(z))(/O7r T )+

) <

C(—lno)/ dzdr/ dz'dr'we. (2,7, )we (2,1 1) (r? + Cr') <
As As

C(—Z’I’LO')M()(MO + CMQ) — 0 (2.115)
Appendice B
Considerando che
rcos —r' = (r —r')cosf — ' (1 — cosb) (2.116)
I’ equazione 2.98 diventa
2.98 = Dy + Dy (2.117)
dove ;
Dy = — na/ dzdr dz'dr'we, (2,7, )we,, (2,77, 1) %
o2m A Ay
[—r"2G(r) 0. W (2)(r — ") + 7" 2W (2)0,G(r)(z — 2")] x
T cosf
df 2.118
/0 ((z =22+ (r —1")2 + 21" (1 — cos))3/2 ( )
—lno ’ g0 o0 /2
Dy = dzdr dz'dr'we (2,7, t)we (2, 1, 0)r'2G(r)0, W (2) x
a2 Aq A
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/7T a0 1 — cosb
0 ((z =22+ (r —1")2 + 21" (1 — cosf))3/2

. Studiamo prima D;; scambiando (z,7) con (2/,7’) i termini nelle parentesi
quadre diventano

(2.119)

| =1 2G(r)0. W (2)(r — ') + 1" 2W (2)0,G(r)(z — 2')| =

5 (=260 (2) + 1 Gl () (r — ')+
(r'z2W(2)0,G(r) — rz’W(2")0,G(r"))(z — ') |=
% | ((r =1)2G(r)0:W (2) — (2 — 2")rG(r)9: W (z)—
(G(r) — G(r")Z'ro,W (2) — (0, W (2) — 0. (W (2")2'rG(r"))(r — r")+
(—(r —r")2W(2)0,G(r) + (z — 2")rW (2)0,G(r)+
(W(z) = W(2)2'r0.G(r) + (0,G(r) — 8 G(r") v W (') (z — ) |<
C((z—2%) + (r —1"?)) (2.120)
dove abbiamo usato le proprieta di W e G; sfruttano a questo punto 2.129
otteniamo
Dy < C’(—lna)(/ dzdrws, (z,m,1))? — 0
Ay
. Studiamo ora Ds; sfruttando 2.136 abbiamo

Dy < C —Ilno

/ dzdr | d2'dr'we, (2,7, )wey (2,77, 1) x
Aq Aq

a2

{~In((z—2"%)+ (r —1"?)) + C} (2.121)

; maggioriamo 1’ integrale come in 2.41 e osserviamo che nel supporto di 9, W (z)
vale |z — zg| > 3vT; considerando 2.97

—lna/ dz/ drwe,(z,1,t) < _C¢ (2.122)
|z—z0|>30vT 0 ln(—lna)

Dy — 0 (2.123)

e dunque
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Appendice C

Stimiamo i due integrali

I = / df cost » (2.124)
0 {a+28(1—cosh)}
2
1 — cosf
I, = / df o8 7 (2.125)
0 {a+26(1 — cosh)}
. Studiamo prima I;: trascurando un termine negativo otteniamo
/2 0
I < / do cos — (2.126)
0 {a+28(1 — cosh)}

; nel dominio d’ integrazione vale cosf < cos% , € cosl

/2 cos? V2

2

Il </ do ] 913/2 = Ot(Oé 26)3/2 (2127)
0 {a+4Bsin28}

dato che p
Y Y
= 2.128
/ fat gy ala+25)72 (242
e cosi, denotando av = (z — 2/)2 + (r —1')2 e B =rr', in A} x A;
C
L <= (2.129)
o'
. Passiamo ora a studiare A,: vale
0 0 0
1 — cosh = 2sin®~(cos= + (1 — cos=)) (2.130)
2 2 2
e percido abbiamo
6 0 6 6 0 0
2sin? —cos~ < 1 — cosh < 2sin’~cos— + 2sin*~(1 — cos®~) =
2 2 2 2 2 2
6 0 0
2sin2§cos§ + 23in4§ (2.131)
. L integrale
T 2i 46
/ do Sk 37 (2.132)
0 {a+28(1—cosh)}

¢ banalmente limitato in A; x Aje ci resta dunque da studiare solamente I’
integrale

g 2sin?%cos? 1 /2 2
Iy = / df D T f/ dy——— (2.133)
0o {a+28(1—-cosb)} 2Jo " {a+ By}
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; dato che

y2 . Y /
/ ot oy Blat A ﬁ3/2 n(yy/B+ (a+By*)'/?) (2:134)
vale
1 1 1
I =~ g T agpn@VE T (at )Y — sapin(va) (2139)

e cosi, denotando o = (z — 2')2 + (r —r")?2 e B =rr’, in A; x Ajvale

—Ilna —lna

453/2+C<12<453/2+C (2.136)

Appendice D

Studiamo per prima cosa il termine angolare:

" cos¢ COS%5 + (cosp — cosg’)
/O 49 (d+2(1 — cosd))? / dé (d+ 4$Zn2( ))1/2 (2.137)

; calcoliamo esattemente il primo termine

- &
COS+5
d 2 =1In(2+Vd+4) —1/2ind 2.138
/0 O+ dsin? (2))172 ( ) =1/ (2.138)

e stimiamo il secondo:

/’T do cosp — cos‘é’
0 (d + 4sin2($))1/2

. Considerando poi che le condizioni iniziali implicano vrr’ > (rg — o) otteni-
amo la tesi.

¢

_ /”w‘m‘muc 2150)
= Jo i) |
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