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1. Il moto browniano

Motivazione fisica. Ci sono particelle “grandi” (qualche Angstrom) in soluzione. Nella
soluzione ci sono particelle “piccole” (di massa trascurabile rispetto a quelle grandi) in
agitazione termica che urtano quelle grandi. Ne risulta un moto erratico ed apparente-
mente impredicibile delle particelle grandi che si osserva al microscopio (Brown era un
biologo dell’ottocento). Inoltre questo moto non pare avere una velocita (le traiettorie
non sono differenziabili). Vogliamo fare un modello statistico, non pretendiamo di descri-
vere un singolo moto, ma solo proprieta medie per il moto delle particelle grandi (moto
browniano).

Motivazione matematica. Vogliamo mettere una misura su C' := C([0, 1]), funzioni con-
tinue su [0,1] a valori in R (misura di Wiener). Poi potremmo costruirne altre come
perturbazione.

Cominciamo con il mostrare che in uno spazio euclideo infinito dimensionale non esiste
un analogo della misura di Lebesgue. Sia H uno spazio di Hilbert infinito dimensionale
con base ortonormale e, kK = 1,2,.... Supponiamo esista una misura A su H invariante
per traslazioni e che assegni massa finita alle palle e deduciamo un assurdo. Sia B, (z) :=
{ye H : ||z —y| <r} lapalla di raggio r centrata in 2. Abbiamo By(0) D |J, Bi/2(ex)
con Bl/g(ek) N B1/2(€h> = () per h # k. Pertanto se A\ ¢ una misura o—additiva dovra
risultare

A(B2(0)) > A (U 31/2(€k)> = Z A (Bl/2<€k>)

se A e invariante per traslazioni abbiamo A (Bl/g(ek)) = b indipendentemente da k e
troviamo un assurdo.

Levata la misura di Lebesgue, la misura piu “semplice” che possiamo immaginare ¢ la
misura di Gauss (su R definita da u(dz) = (27)""/2 exp{—2?/2}dz con u(R) = 1). Tale
misura ha buone proprieta di tensorizzazione e passa a dimensione infinita. La misura
che costruiremo su C' sara gaussiana.

1.1. C come spazio misurabile

Consideriamo C' come spazio metrico rispetto alla distanza naturale della convergenza
uniforme, ovvero d(z,y) := supc(o 1 |2(t) — y(t)|-
Dati0 <ty <ty <---<t,<1lel,..., I, intervalli aperti di R definiamo il cilindro

Cit,I):={xe€C : x(ty) € L,...,x(t,) € I,}

Volendo far diventare C' uno spazio misurabile abbiamo due candidati naturali come
o—algebra.

(i) La o—algebra dei Boreliani, ovvero la piu piccola o—algebra che contiene tutti gli

aperti di C, By := B(C) := od{A, A aperto in C'}
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(ii) La o—algebra generata dai cilindri, By = 0{C(t, 1)}
Il seguente risultato ci leva dall’ambiguita.
Lemma 1.1. Risulta B; = Bs

Dimostrazione. Osserviamo che C(t,I) = {zr € C : z(t) € I} ¢ aperto in C, quindi
C(t,I) = i, C(tk, Iy)) € By. Pertanto By C By.
Siano ora @Q i numeri razionali in [0, 1]. Dato x € C, abbiamo

B.(r) = {y e C : sup |y(t) —z(t)] < 7“} = {y € C :suply(t) —z(t)| < r}

te(0,1] teQ
= (e [zt) —ra@®) +r)) =) (C (¢ (@) —r—1/j,x(t) +r+1/j))
teQ teQ j=1

Cio mostra che B,(z) € By e quindi anche B,(z) € B,. Per la separabilita di C' questo
implica che se A € un aperto di C allora A € By e quindi B; C Bs. O

1.2.  Definizione del moto browniano

Terminologia. Dato uno spazio di probabilita (2, F,P) (ovvero uno spazio di misura
con massa totale 1) diciamo che le variabili aleatorie (ovvero funzioni F-misurabili su
Q a valori in R) Xy,..., X, sono indipendenti sse comunque prese fi, ..., f, limitate e
misurabili da R a R si ha

E(fi(X1) - fu(Xn)) == /dP(W) [X (@) fo(Xn(w)) = E(f1(X1)) -+ E (fu(Xn))

Data una variabile aleatoria X chiamiamo distribuzione (o legge) di X la misura di prob-
abilita Px su R definita da Px(B) =P ({w : X(w) € B}) per ogni B € B(R).

Per t > 0 e x € R, indichiamo con

pe(x) = \/%GXP {—g—j}

il nucleo gaussiano. Osserviamo che [dzp(z) =1, [depi(z)z =0, [dxp(x)2® =t

Definizione 1.2. La misura di Wiener P ¢ la misura di probabilita su (C,B(C)) che
gode delle sequenti proprieta:

(i) per ogni t € [0,1] la varaiabile aleatoria x(t) ha distribuzione gaussiana di media 0
e varianza t, ovvero

P(z(t)el) = /Idzpt(z)

(ii) {z(t), t €[0,1]} é a incrementi indipendenti, ovvero comunque dati 0 < t; < ty <
..ty <1 le variabili aleatorie x(ty) — x(t1), x(t3) — x(t2), ..., x(tn) — x(tn_1) sono
indipendenti.
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Nota. La condizione (i) per t = 0 significa che P(z(0) = 0) = 1 e questa & solo
una scelta conveniente dell’origine. Verificare che da (i) e (i) segue che x(t) — x(s),
con t > s & gaussiana di media nulla e varianza t — s (sugg. scrivere, con 0 < s < t,
x(t) = x(s) + [x(t) — z(s)] ed utilizzare le funzioni caratteristiche delle misure).

Equivalentemente (dimostrare I'equivalenzal!) la misura di Wiener ¢ la misura P che
assegna ad ogni cilindro C (¢, I) misura

PEEI) =pa(tD) = [ dap(er) [ deapina=20)+ [ doupios, (o0 = 2c)

I I In
(1.1)
L’esistenza di una misura P non ¢ banale (I'unicita lo ¢?7); un modo possibile per
costruirla ¢ il seguente: 1) si verifica (facilmente) che p,, verifica le condizioni di consistenza

pn(tla---atn;jla---7[n> = DPn+1 (tl,...,tkfl,’T,tk,...,tn;[l,...,[kfl,R,[k,...,]n)

ove T € [ty—1,tx]; 2) si evoca un teorema generale della teoria della misura (Teorema di
estensione di Kolmogorov) per garantirsi esistenza di una misura P sullo spazio enorme (e
alquanto scomodo) RI% := Hte[o 1 R con la g—algebra prodotto; 3) Con un po’ di lavoro

si mostra che P ha in realta supporto su C.

Il punto 3 e piu sottile di quello che sembra, in effetti come sopra detto e sbagliato.
Il problema @ che C' si guarda bene dall’essere un sottoinsieme misurabile di R%!. Poco
male, si potrebbe pensare che completando la o—algebra prodotto rispetto a P (aggiun-
gendo cioe tutti gli insiemi di P misura nulla; stessa operazione tra i Boreliani di R e gli
insiemi Lebesgue misurabili) C' divenga misurabile. Non e cosi; la P misura interna di
C' e nulla (gli insiemi misurabili nel completamento sono quelli che hanno misura interna
ed esterna uguale). Le precedenti affermazioni si giustificano come segue. La o—algebra
prodotto in RI%! & per definizione la pitt piccola o—algebra che contiene i cilindri, ora non
e difficile verificare (esercizio) che in realta tale o—algebra ¢ la collezione dei o—cilindri,
ove ' C R ¢ un ocilindro sse F = A x RN per un qualche 7' C [0,1] al pitt
numerabile e A € B(R”). Sugg. mostrare che la collezione dei o—cilindri ¢ una o—algebra
verificando che e chiusa rispetto ad intersezioni numerabili. Gli insiemi misurabili sono
pertanto quelli che dipendono dai valori di {x(t)}+co,1] solo per una quantita numerabile
di t. Ovviamente in tal modo non si puo riconoscere la continuita.

Per superare tale difficolta e costruire la misura di Wiener, si procede circa al modo
seguente. Si considera z(t) solo per ¢ razionali e si definisce y(t) = lims_,; seq 2 (s) di-
mostrando che tale limite esiste P q.s. A questo punto si “scopre” che t — y(t) & P q.s.
continua e che per ogni ¢t € [0,1] si ha P(x(t) = y(t)) = 1; in particolare = e y hanno le
stesse distribuzioni finito dimensionali. La misura di Wiener (su C, non su RI*!) & infine
la legge di y. Per i dettagli di questa costruzione si puo vedere ad esempio [9, §2.2].

Nei paragrafi successivi seguiamo una strada forse pit lunga (ma che c¢i dara una
qualche intuizione sul moto browniano) che permette di costruire la misura P direttamente

su C.

1.3. Costruzione del moto browniano

Ritorniamo al problema fisico e pensiamo di modellare la situazione nel modo seguente.
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Per semplicita pensiamo al caso di una dimensione spaziale o guardiamo solo una com-
ponente del moto. Ogni unita di tempo una pallina piccola urta quella grande, questa si
muove di una unita di spazio a sinistra o a destra a seconda del risultato di una moneta
non truccata. Dopo n unita di tempo la particella grande si trovera nella posizione data
da " | & dove §; sono variabili indipendenti tali che P(§; = £1) = 1/2.

Guardiamo ora a questo processo su scala macroscopica. Pensiamo che ogni secondo
(unita di tempo macroscopica) avvengono in realtd e~! urti e lo spostamento della parti-
cella a causa di un singolo urto sia in realta pari a /¢ metri (unita di spazio macroscopica).
Dopo t secondi vedremo allora la particella nella posizione X, (t) = /¢ Zf;t &;. Costru-
iremo il moto browniano come limite di X, per ¢ — 0.

In modo piu formale il modello e definito come segue. Sia g una misura di proba-
bilita su R (in cui assegnamo la o—algebra dei Boreliani B(R)) tale che [u(dz) z* < oo
(questa condizione si puo indebolire) con le condizioni di normalizzazione [p(dz)z =0e
[p(dz)z* = 1. Costruiamo lo spazio prodotto (2, F,P) = @;-, (R, B(R), ). Chiamiamo
¢ gli elementi di 2 e &; la coordinata i—sima. Per ¢ > 0 definiamo ¢, : 2 — C' come

[e~'1]

PO (1)1= VE I &+ VE ('t = ) e (1.2

dichiariamo P. :=Pop !, ovvero P.(A) := P (¢ '(A)) per ogni A € B(C). Verificare che
©. € misurabile (sugg. dimostrare che . & continua rispetto alla topologia prodotto su 2
e verificare che la o—algebra generata dei cilindri in €2 coincide con gli insiemi boreliani
rispetto alla topologia prodotto). Vedi paragrafo 1.A per cenni sulla convergenza debole
di misure di probabilita.

Teorema 1.3. La successione P. e debolmente convergente per € — 0, ovvero esiste
un’unica P € P(C) per cui P. = P.

Cominciamo con il mostrare che P. (C(t,1)) — p, (t; L) e partiamo dal caso n = 1. In
questo caso questa proprieta € nota come teorema limite centrale

Teorema 1.4. Sia Yy : Q0 — R definita da

Allora py =P o' = pi(x)dz per N — co.

Dimostrazione. Sia ¢(X) := [p(dz) e la funzione caratteristica di p. Per il teorema di
Taylor si ha (dimostrare che [pu(dz)2? < oo implica ¢()) € C?)

) = 9(0) + SO+ 360N +0(x?)
_ 1+z’)\/u(dx)x—%)\2 /M(d@ 2+ o(\2) _1—%)\2+o(>\2)
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pertanto, per ogni A € R si ha, per 'indipendenza delle §;,

[N]

ox () = [nxldne = [ar e {ix Zsj

A\ [V 1\2 1 W“ 1
- o) ey re(y)] —ew-p)

per N — oo. Osservando che per misure su R la convergenza debole equivale alla converga
puntuale della funzione caratteristica (vedi teorema 1.24) e che exp{—2A?t} ¢ la funzione
caratteristica di p;(z)dz, il teorema ¢ dimostrato. ]

Possiamo ora facilmente dimostrare la convergenza delle distribuzioni finito dimen-
stonali.

Lemma 1.5.
lim P. (C(t, 1)) = pn (t; 1)

e—0

Dimostrazione. Poiche /e (e7't — [e7!t]) < /e abbiamo che l'ultimo termine nel lato
destro della (1.2) converge a 0 (addirittura in Ly(dP)). Possiamo quindi dimenticarlo.
Consideriamo, per semplicita il caso n = 2 con t; < t5. Poiche P & una misura prodotto,
abbiamo

[e=1t] [e™ 12

P stzeh,f Y tel

[8_1t1}+1
[S_ltl] [a_ltg]
=P|+e Z Gel | -P|ye Z & € 1y —>/dxlpt1(x1>‘/dl’2pt2tl(x2)
i=1 [871t1}+1 I I

da cui segue

P (z(t1) € I, 2(ts) — x(ty) € L) — [ dxypy, (1) - / dy pry—t, (T2)

11 12

che equivale a
P.(x(t1) € I, x(t2) € o) — pa (ti, t2; 11, o)

Il caso n > 2 si dimostra con lo stesso argomento. O

Abbiamo fatto vedere che sui cilndri C (¢, I) la misura P. converge a P. D’altra parte
¢ sicuramente vero se che conosciamo una misura P € P(C') sui cilindri la conosciamo
ovunque. Il seguente esempio mostra che questo non basta a concludere che P. — P.

Sia P la probabilita concentrata su x = 0 e P, concentrata sulla funzione z,,(t) definita
da

2nt se tel0,1/(2n))
T,(t) :=492—2nt se tell/(2n),1/n)
0 se te([l/n,1]
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e ovvio che le distribuzioni finito dimensionali di P, convergono a quelle di P, d’altra
parte sia f(r) 1= sup,c(oqy |7(t)| che ¢ una funzione continua da C' a R. Poiche f(z,) =1
mentre f(0) = 0 non e possibile che P, = P.

Questo esempio che mostra come i cilindri non determinino la convergenza debole &
tipico di C. Su R"™ (o anche RY) & invece vero che se una probabilita converge sui cilindri
allora convergenge debolmente (provare a dimostrarlo).

Pe poter concludere la dimostrazione del Teorema 1.3 ci serve una proprieta di com-
patezza (relativa) della famiglia {P.} (vedi appendice, teoremi 1.26 e 1.27).

Lemma 1.6. La famiglia {P.} ¢ tight.

Dimostrazione. Poiche P (x(0) =0) = 1, la condizione (i) in teorema 1.27 ¢ soddis-
fatta gratuitamente. Per dimostrare che anche la condizione (7i) ¢ soddisfatta, usiamo
la diseguaglianza di Garsia (vedi 1.28). Ricordando che &; sono v.a. indipendenti e che
E(&) =0, per 0 < s <t <1 tali che et e e~'s sono interi abbiamo

1, 4
/dpg(x)|x(t)—x(s)|4 = E(\/E Z §z>
i=e—1ls+1
=& ) E@E)+et > E(€E)
j=e—ls+1 e ls+1<i<j<e 1t

< COle(t —s)+ (t — 5)%] < 20(t — 5)?

con un po’ di pazienza si verifica che la stessa stima vale se e7!t e e71s non sono necessa-

riamente interi. Utilizzando il corollario 1.29 con r = 4 e @ = 1 abbiamo, per € (0,1/4),

—si<s |t —5/°
67\" lz(t) — z(s)|\" (5ﬁ>r
< (&) B sup BTN oo (L
- ( n ) (0<s<£)<1 |t — s|? > n

in cui si e utilizzata la diseguaglianza di Chebshev.
Da cio segue

Pe:w(d)>n) < P (aﬂ sup MN)

lim sup P.(z : w,(6) >n) =0

6—0 e>0
mostra che anche la condizione (7i) del teorema 1.27 ¢ soddisfatta. O]

Il teorema 1.3 segue facilmente dai lemmi 1.5 e 1.6.

1.4. Misura di Wiener su C(R,) e invarianza per cambi di scala

Abbiamo costruito la misura di Wiener su C'(]0, 1]), ovviamente nulla cambia se 7" > 0
e consideriamo C([0, 7). Vogliamo pero definirla direttamente su C(R;) = C([0,00)). La
definizione 1.2 della misura di Wiener fa intervenire solo le distribuzioni finito dimensionali
e quindi ¢ la stessa sia in C([0,7]) che in C(R;). Vogliamo pero affermare che si puo
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ottenere come limite debole della passeggiata aleatoria in C'(R). Per far cio dobbiamo
dotare C'(R; ) di una struttura metrica definita come segue.

Consideriamo C(R ) con la topologia della convergenza uniforme sui compatti, ovvero

xn(t) — x(t) sse per ogni T > 0 si ha che x,(t) — x(t) converge uniformemente per
t € [0, T]. Verificare che questa topologia ¢ metrizzabile (sugg. una possibile metrica e
d(r.y) = Y, 2 min {1 supyciy, [2(2) — (D))
N.B. Tutto quello appena scritto ¢ giusto, ma solo un volgare trucco: ci siamo orga-
nizzati la topologia di C'(Ry) in modo che I'affermazione che P. (la misura indotta dalla
passeggiata aleatoria) converge debolmente a P (la misura di Wiener) & equivalente a dire
che per ogni 7" > 0 si ha che P. ristretta a C'([0,7]) converge debolmente a P ristretta a
C([0,77). Non abbiamo alcun controllo su quello che succede per T" — 00!

Una proprieta fondamentale della misura di Wiener e I'invarianza rispetto a cambi di
scala diffusivi. Dato A > 0 sia 1y : C(R;) — C(R,) definita da (¥z2)(t) := VAz(A~'t)
e P la misura di Wiener su C(R,) allora P = P o ¢;'. E importante sottolineare che
questo non dice che la funzione ¥,z ¢ uguale a = (cosa ovviamente falsa), ma solo che
hanno la stessa distribuzione. A volte questa invarianza si esprime dicendo che se x(-)
& un browniano allora anche v Az(A~!) lo & (ma non ¢ lo stesso browniano!). Questa
proprieta segue facilmente dalla Definizione 1.2 (I'invarianza per cambi di scala diffusivi
e scritta nel nucleo p;), ma & ancora piu ovvia dal Teorema 1.3: mandate € in Ae.

Utilizziamo l'invarianza per cambi di scala per dimostrare che il moto browniano e
ricorrente, ovvero ripassa infinite volte per ogni punto a € R.

Proposizione 1.7. Sia P la misura di Wiener su C(R,.) allora

P(sup x(t) = +oo, inf z(t) = —oo) =1
t>0 t>0

Dimostrazione. Poiché —x(t) ¢ un moto browniano tanto quanto z(t) basta dimostrare
che
P(sup z(t) = —I—oo) =1
>0
Sia X* := sup,>, z(t) (¢ una variabile aleatoria a valori R, U {+00}); dall’invarianza
per cambi di scala diffusivi segue che per A > 0 le variabili aleatorie X* e A X* hanno la
stessa legge e quindi (perché?) X* ¢ concentrata su {0, 00}. Basta quindi dimostrare che
P(X* =0) = 0. L'idea ¢ ora di usare I'indipendenza degli incrementi per chiudere una
diseguaglianza.
Evidentemente

P(X*=0) < P(x(l) <0, z(t) <0V> 1)

Ora per s € Ry, l'incremento z(1 4+ s) — z(1) ¢ ancora un moto browniano, pertanto
sup,sg [2(1 +s) — 2(1)] € {0, 00} per quello visto sopra. Dato che (1) ¢ finito troviamo
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t:rp

allora

3
3
[

=

A

P(:c(l) <0, 2(t) <0VE>1, suplz(l +5)) — z(1)] = o)

s>0

8

n P( (1) <0, 2(t) <0Vt > 1, sup[z(l +s)) — 2(1)] = +oo>

s>0

e}

= P(2(1) <0, suplz(1 + ) ~ 2(1)] = 0)
= P(z(1) <0) P(X*=0) = % P(X*=0)

dove abbiamo usato l'indipendenza di z(1 + s) — x(1), s > 0 rispetto a z(1). Dalla
=0)=0. ]

s
precedentemente diseguaglianza concludiamo infine che P(X*

1.5. Principio di riflessione

Come applicazione della costruzione precedente della misura di Wiener, dimostriamo
il seguente risultato

Teorema 1.8. Sia x il moto browniano et > 0; allora sup,., z(s) faw |z(t)| ovvero per
ogni o € Ry
P( sup x(s) < a> = P(|z(t)] < a) = 2/ dx p(z) (1.3)
s€0,t] 0
Osservazione 1. Se, dato a > 0 introduciamo la variabile aleatoria 7, := inf {t > 0 :

x(t) = a} (ovvero il primo tempo in cui il browniano x(t) raggiunge «), il principio di
riflessione (1.3) si puo riformulare come

P(ra <t) = P( sup z(s) > oz) = 2/(:dept(x)

s€[0,t]

da cui segue (verificare. Sugg. integrare per parti)

OZQ

d 1 «
57 )

@P(Taét)Z\/T—ﬂm eXp{—

in particolare P(7, < 0o) = 1 (verificare), ma E(7,) = oo. Riconciare la propria intuizione
sul moto browniano con questa proprieta.

Osservazione 2. Siano &; indipedenti ed identicamente distribuite come in sezione 1.3,
Sp =iy &. Dal teorema 1.3 e (1.3) segue allora

1 @ 1 2
lim IP(— sup S; < a) =2 | dz e /2
n—oo \\/n igg 0 2T

che indentifica il comportamento asintotico del massimo di somme di variabili indipen-
denti.
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Dimostrazione. L’idea e la seguente. Abbiamo

P( sup z(s) > a> = P( sup z(s) > a, x(t) > oz) +P< sup z(s) > o, x(t) < oz)

s€[0,t] s€[0,t] s€0,t]

= P(x(t) > a)—{—P( sup z(s) > a, x(t) < a)

s€[0,t]
Sia 7, := inf{t > 0 : z(t) = a}, come in osservazione 1, il primo tempo in cui il moto

browniano arriva in a. Ora, poiche gli incrementi del moto browniano sono indipendenti
possiamo riflettere intorno a « la traiettoria x(t) dopo 7,, ovvero definire

#(t) = {x(t) se te€0,7,]

20 —z(t) se t>m,
che dovrebbe avere la stessa probabilita di z(¢). Otteniamo quindi

P( sup x(s) > a,z(t) < a) = P< sup x(s) > a,z(t) > a)

s€[0,t] s€[0,t]

da cui I’enunciato segue facilmente.

Questa idea si puo formalizzare, vedi [9, §2.6]. D’altra parte a livello discreto (per
la passeggiata aleatoria) e gia corretta e dimostriamo (1.3) come limite di una formula
analoga per la passeggiata aleatoria semplice. Siano &; i.i.d. (indipendenti e identicamente
distribuite) con P(§ = £1) = 1/2, S,, = > | & e a intero positivo. Allora

P (sup S; > a) =2P (S, >a)+P(S,=a) (1.4)

i<n

da questa identita, via scaling e teorema 1.3, la formula (1.3) segue (notate che il secondo
termine a secondo membro della (1.4) non da contributo nel limite).
Per dimostrare (1.4) osserviamo che

]P’(supSi > a) :P(Sn = a) +IP’<supSi >a, S, > a) —i—IF’(supSi >a, S, < a>

i<n <n i<n

e (1.4) segue da

P(supSiZa,Sn>a>:]P’(supSiZa,Sn<a> (1.5)

i<n i<n

Avendo scelto la passeggiate aleatoria semplicie, ci sono 2" possibili traiettorie Sy, ..., S,
che hanno tutte la medesima probabilita. La riflessione intorno a a (dopo che S; rag-
giunge a) stabilisce ora una corrispondenza biunivoca tra le traiettorie che contribuiscono
all’evento a primo membro di (1.5) con quelle che contribuiscono all’evento a secondo

membro e quindi (1.5) vale. O

1.6. (Ir)regolarita delle traiettorie browniane
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Proposizione 1.9. Con probabilita 1 rispetto a P, t — x(t) é Hélder continua di espo-
nente o per ogni o < 1/2.

Dimostrazione. Basta utilizzare il corollario 1.29. Un calcolo gaussiano mostra infatti che

/dm p(2)2® = (2n — 1)1 "

pertanto, ricordando che l'incremento x(t) — x(s) ha distribuzione p;_ (x)dz, abbiamo
E (Jz(t) — z(s)|*") < C,|t — s|". Prendendo n grande abbastanza la proposizione segue.
[

Sia A una partizione di [0,¢] con 0 =ty < t; < -+ < t, =t e |A| := max;|t; — t;_1].
Definiamo la variazione quadratica rispetto a A di z € C([0,t]) come

VA(z) = Z j2(t:) — x(ti-) [ (1.6)

Osserviamo che non ¢ vero, in generale, che VZ(z) < V32 (z) se A’ ¢ pitt fine di A (come
avviene per la variazione tout court).

Teorema 1.10. Sia P la misura di Wiener. Allora

lim VZ(x) =t in Lo(P) (1.7)

Osservazione Da (1.7) segue che esiste una sottosuccessione A, per cui VR (z) — t
P-a.s. In realta dalla dimostrazione seguente segue (esercizio) che la convergenza con
probabilita uno ¢ garantita per una successione di partizioni A, tale che )" |A,| < oo,
ad esempio la partizione fatta con i diadici, ovvero A, = {0,£27",--- ti27" .- [t}
Si puo dimostrare che vale la convergenza P-a.s. anche per partizioni che si raffinano,
Any1 D Ay, vedi [12, Prop. 11.2.12]. D’altra parte per la “vera” variazione quadratica si
ha sup, VZ(x) = oo P-a.s.

Dimostrazione. Poiche gli incrementi di x sono indipendenti e con distribuzione gaussiana,
abbiamo

E(Vi@) -1’ = E (Z [lo(ts) — 2(ti)|? — (t — tu)])

i=1
n

_ Z E[|x(t) — a(ti)? = (i — ti1)]* = Z 2(t; — ti1)?

=1
che converge a 0 per |A| — 0. ]

Corollario 1.11. Con probabilita 1 rispetto a P, t — x(t) ha variazione infinita in ogni
intervallo.
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Dimostrazione. Per il teorema precedente, esiste un insieme  C C con P(Q) = 1 per
cui vale la seguente proprieta. Data comunque una coppia di razionali p < ¢ esiste una
successione di partizioni A,,, |A,| — 0, di [p, ¢] per cui

Jim Z [2(t) —2(tic)* =q—p

t; €Ay

per ogni z € .
Sia ora V(x) la variazione di x su [p, q], abbiamo

> fa(ts) —a(tio)]* < V() sup [a(t:) — z(tioy)]

tieAn tiEAn

se V(z) < oo il secondo membro converge a zero poiche x & continuo; troviamo quindi un
assurdo. O

Corollario 1.12. Con probabilita 1 rispetto a P, t — x(t) non ¢ Holder continuo con
esponente o« > 1/2 in alcun intervallo.

Osservazione L’affermazione di Corollario 1.12 non e equivalente a dire che con probabilita
1 rispetto a P, t — x(t) non ¢ Holder continuo con esponente o > 1/2 in alcun punto.
Infatti, come sara chiaro dalla dimostrazione, ’affermazione in Corollario 1.12 si riduce
immediatamente ad un affermazione su di un insieme numerabile di punti, I'affermazione
sopra fatta richiede un minimo di accortezza in piu, vedi [9, Rem. 2.9.15] per un diverso
esempio di questo fenomeno. Cio non di meno, 'affermazione sopra fatta e vera e nemmeno
troppo difficile da dimostrare, vedi [9, Ex. 2.9.21]

Dimostrazione. La dimostrazione ¢ analoga al corollario precedente. Se esistesse un inter-
vallo [p, ¢] per cui |z(t) — z(s)| < C|t — s|* con a > 1/2 troveremmo

Z [z(t;) — »’U(tzel)]z < C*(q—p) sup [t; —tiq [

tieAn tieAn

- che conduce ad un assurdo. O

1.7. Ulteriori proprieta delle traiettorie browniane (senza dimostrazioni)

Proposizione 1.9 e corollario 1.12 lasciano un certo margine su quale sia il corretto
modulo di continuita del moto browniano. Per la dimostrazione del seguente teorema
vedi ad esempio [9, Thm. 2.9.25]. Un risultato un po’ piu debole si puo trovare via una
scelta astuta di ¢ e ¥ nella diseguaglianza di Garsia, vedi [15, Ex. 2.4.8].

Teorema 1.13. Sia P la misura di Wiener, allora

= () —=(s)l _ ) _
i (13“ SENaTnN 1) -
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Il comportamento di una traiettoria browniana in punto fissato, ad esempio ¢t = 0 &
invece lievemente diverso, cambia di un logaritmo. Vale infatti il seguente risultato, noto
come legge dei logaritmi iterats.

Teorema 1.14. Sia P la misura di Wiener, allora

p<m () :1>:1
10 \/2tloglog(1/t)

Evidentemente, per la simmetria della misura di Wiener, vale pure

P (hm z(t) = —1> ~1
o /2tloglog(1/t)
In particolare segue che P-a.s. esiste una successione t, | 0 per cui z(t,) = 0: prima di
lasciare lo zero il moto browniano ci ripassa infinite volte.

Si puo utilizzare un’ulteriore proprieta di invarianza della misura di Wiener per ot-
tenere il comportamento delle traiettorie per ¢ — oo da teorema 1.14. Piu precisamente
se z(t), t > 0 & un moto browniano allora anche Z(t) := tz(1/t) & un moto browni-
ano. Esercizio: verificare la precedente affermazione (in particolare si deve dimostrare che
limy o Z(t) = 0 con probabilita uno). Da teorema 1.14 segue allora

— x(t) : x(t)
Pllim ————— =1, lim ————=-1) =1
(tggo V2tloglogt e V2 loglogt

Notiamo infine che dalla legge dei logaritmi iterati per il moto browniano si puo ricavare
I’analoga affermazione per una passeggiata aleatoria; con le solite notazioni

— S,
(n%oo Vv2nloglogn )
La dimostrazione di teorema 1.14 ¢ basata sulla proprieta di martingala del moto
browniano e la diseguaglianza di Doob, si veda [12, Thm. I1.1.9] o [9, Thm. 2.9.23].

Sia z(t) una traiettoria browniana, ci chiediamo quanto tempo passi nel semiasse
positivo. Per t > 0 definiamo pertanto la variabile aleatoria

Af(z) = /0 ds T(g,0) (2(5))

Per ovvio motivi di simmetria il browniano ha tanta probabilita di essere positivo quanto
negativo, ma presa una traiettoria x(-) € molto piu probabile che questa abbia passato un
frazione significativa del tempo in un semiasse piuttosto che sia stata (circa) positiva per
meta del tempo e negativa per l'altra meta. Ricordiamo che per la ricorrenza del moto
browniano x(-) ripassa comunque per zero infinite volte.

La precedente discussione qualitativa acquista un senso in virtu del risultato seguente,
noto come legge dell’arcoseno.
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s:mart

Teorema 1.15. Sia P la misura di Wiener, allora per 6 € [0, 1]

1 o 1 2
P <¥A;r(x) < 9) = [ du ———— = Zarcsin V0
0

mul—u) 7

Vi sono varie dimostrazioni del precedente teorema. Forse la piu “elementare” ¢ basata
sui dei calcoli espliciti per la passaggiata aleatoria ed utilizza il principio di invarianza, vedi
[2, 811] in cui la legge dell’arcoseno ¢ ottenuta come caso particolare. Altre dimostrazioni
utilizzano strumenti piu avanzati come la teoria dei tempi locali per il moto browniano,
vedi [12, Thm. VI.2.7], oppure la connessione con equazioni alle derivate parziali (formula
di Feynman—Kac), vedi nel seguito Teorema 4.8.

1.8. Definizione di martingala e disequaglianza di Doob

La teoria delle martingale occupa ormai diversi tomi dei manuali di probabilita, ed
raggiunge livelli di eleganza sopraffini. E comunque bene avere in mente il seguente
esempio elementare.

Consideriamo una successione di risultati del colore uscito nei giri di una roulette
(senza zero). Questa situazione ¢ modellata da una successione di v.a. &, k € N i.i.d.
con P(¢ = £1) = 1/2, qui abbiamo codificato “rosso” con —1 e “nero” con 1. Ora noi
siamo al banco della roulette e possiamo scegliere la strategia di gioco che preferiamo,
ovvero dopo m giri possimo decidere di puntare, per I'n + 1-mo, quello che vogliamo
sul rosso o sul nero. Pero non possiamo barare: dobbiamo puntare prima del faditico
“rien ne va plus”; mentre sappiamo tutto dei risultati dei primi n giri, nulla ci ¢ noto
di quelli successivi. Una strategia di gioco e allora definta dichiarando che all'n + 1-mo
giro puntiamo f, (&1, ,&,) euro sul rosso. Qui f.(-) &€ una funzione reale arbitraria di
n, &1, &ne Se fr(ér, -+ &) < 0 vuol dire che puntiamo — f,, (&1, -+, &,) sul nero. Ora
costruiamo il bilancio dei soldi vinti (o persi) nei primi n giri, cioé definiamo

Mn:kaq(fl,"' 2 &-1) &k n=12,... (1.8)
k=1

e decidiamo anche My = 0. La successione M, ¢ il prototipo di una martingala ed anche
-in qualche senso- la generica martingala. E immediato verificare che E(M,) = 0 per ogni
n, ovvero per una qualsiasi strategia di gioco la vincita media € zero (ma val).

Passiamo ora alla definizione formale considerando solo martingale a tempo continuo,
sara evidente come modificare la definizione nel caso (come nell’esempio precedente) di
tempo discreto. Come al solito ¢i diamo uno spazio di probabilita (2, F,P) e vogliamo
aggiungergli una struttura in piu detta filtrazione F;, t € R,. La filtrazione F; € sem-
plicemente una famiglia crescente di sotto o—algebre di F, ovvero F;, C F, Fs C F; per
0<s<t.

Conviene inoltre assumere le seguenti condizioni sulla filtrazione F; (condizione usua-

le): Fo contiene tutti gli insiemi P nulli per F,, := \/tzo}—t = a{ UtzoJ:zf} ed F, ¢

continua da destra, ovvero Fy+ 1= (o, Fr = F.
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Vogliamo descrivere un processo stocastico (= famiglia di v.a. indicizzate dat € R, ) ed
il senso intuitivo della filtrazione F; € quello di un sacco dove conserviamo l’'informazione
accumulata fino al tempo t. Nell’esempio precedente la filtrazione ¢ invece discreta: Fj =
o{&1,...,&}. Possiamo ora dare la definizione formale di martingala. Vedi sezione 1.C
per una brevissima introduzione delle probabilita condizionate.

Definizione 1.16. Dato uno spazio di probabilita filtrato (Q, F, F;, P) una martingala M
¢ una famglia di v.a. My = My(w), t € Ry tale che

1. Per ognit € Ry la v.a. My é F; misurabile (questa condizione si abbrevia dicendo
che M ¢ adattata alla filtrazione F);

2. Per ogni s,t € Ry con s <t si ha E(M;|Fs) = M.
Diciamo inoltre che M € una martingala continua se [P({w ct My(w)e com‘mua}) =1.

Osserviamo che la definizione di martingala richiede (implicitamente) che per ogni ¢ €
R, M, abbia attesa finita, E|M;| < co. La successione (1.8) ¢ un esempio di martingala a
tempo discreto (verificare) e, come vedremo, il moto browniano ¢ un esempio di martingala
continua.

Un’esercizio (facile) di teoria della misura, vedi [9, Prop. 1.1.13], mostra che nel caso di
processi continui (o solo continui da destra) la condizione 1 equivale in realta alla seguente
condizione piu forte (si esprime dicendo che M & progressivamente misurabile rispetto a
Fi). Per ogni t € R, 'applicazione [0,t] x Q 3 (s,w) — Ms(w) € R e B([0,t]) x F;
misurabile.

Il seguente teorema di convergenza illustra I'utilita della nozione di martingala, che
svolge un ruolo analogo a quello di successione monotona.

Teorema 1.17. Sia M una martingala continua (o solo continua da destra) tale che
sup,~o E(|My]) < oo allora limy_,o M (w) esiste con P probabilita 1.

Vedi [9, Thm. 1.3.15] per la dimostrazione, ¢ pero altamente consigliata la lettura di
[17, Cap. 10,11] (ove si considera il caso di tempo discreto) per la nozione di martingala
ed il teorema di convergenza.

Un’altro risultato molto utile per le martingale ¢ la seguente disequaglianza di Doob,
di cui faremo uso ripetuto nello teoria delle equazioni stocastiche.

Teorema 1.18. Sia M, una martingala continua (o solo continua da destra) allora:
per ogni p € (1,00), T € Ry wale

p
E( sup M) < (p%l) E| My’ (1.9)

t€[0,T]

Inoltre per ogni A >0, p € [1,00), T € R,

1
IP’( sup [M;] > )\> < E|Mgl? (1.10)

t€[0,T]
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Si sottolinea come (1.9) valga solo per p > 1 (per p = 1 esistono controesempi) mentre
(1.10) vale anche per p = 1, anzi nelle applicazioni & spesso usata in tale caso.

Confrontare la diseguaglianza di Doob con il principio di riflessione (Teo. 1.8) che ci
dice la legge di sup;cy 1 M; quando M; e il moto browniano.

Si puo utilizzare la diseguaglianza di Doob (invece della diseguaglianza di Garsia) per
dimostrare facilmente la compattezza della misura su C(R,) indotta dalla passeggiata
aleatoria (Lemma 1.6); & infatti immediato vedere che una passeggiata aleatoria simmet-
rica & una martingala. Qualche dettaglio in pitl. E facile verificare che (1) in teorema 1.27
¢ implicata dalla condizione seguente. Per ognin > 0e t € [0,1)

— 1
lim lim —P€< sup |z(s) —x(t)| > ) =0 1.11) |bpc
i Ty 5 P(sopJels) = (o) > (111)

A questo punto I'applicazione della disegueglianza di Doob (1.10) con p = 4 alla mar-
tingala Sj.-1y) — S-14), t € [s,5 + d] permette di concludere la dimostrazione. Con un
argomento un po’ piu sofisticato, vedi [2, §10], si puo anche dimostrare teorema 1.3 senza
la condizione E(&}') < oo.

Esercizio. Verificare che

sup E|M;|P = E|Mp|?
te[0,7)

Sugg. usare la proprieta di martingala e la diseguaglianza di Jensen.

La stima (1.9) segue facilmente dal lemma seguente. Consideriamo un numero finito
di tempi t; < -+ < t, in [0,7] e scriviamo M; invece di M,,, i =1,...,n

Lemma 1.19. Siano M ;= sup{0, M, ..., M,} e M} := [M, +|M,|]/2 allora, per ogni

p>1
B(ery) < (L) Eory (112

Dimostrazione. Per a > 0 sia

1 se Mi<a,...,Mp_1<a,M,>a
xk(a) ==

0 altrimenti

allora

0 altrimenti

- 1 se Mf>a
ZXk(a) =
k=1

Poiché z? = foooda paP >, e axi(a) < Myxk(a) abbiamo

Ay = [Cdape S @ <p [ dea 3 Mula)
0 k=1 0 k=1

Dato che M ¢ adattata, si ha che x;(a) ¢ misurabile rispetto a Fj, := F;,. Dalla condizione
di martingalita segue allora

E([M, — My]xk(a)) = E(Xk(a)E (M, — Mk|~7:k)> =0

18



pertanto

SB(L) < ;/owdaa’”mmk(a»
~ [ -2 + 1 (et
<y /0 da @B (M7 xu(a)) = =B (M (M)

Utilizzando Holder troviamo
E(MYY < — 2 B (M) < 2 (R (uHe VPP IR () v YP
che conclude la dimostrazione. O

La dimostrazione della diseguaglianza (1.10) & piu facile, nello stesso contesto di
Lemma 1.19 definiamo ora

1 se |Mi|<a,... |Mpq|<a,|Mg|>a
xk(a) =

0 altrimenti

allora

P sup (M >a) =EY xilo) < = S E(Milxe(a))
1sksn k=1 -

Osserviamo ora che per la convessita di |z|P, p > 1, la diseguaglianza di Jensen (convicersi

che si puo usare Jensen anche per attese condizionate) e la proprieta di martingala si

ha E(|M,[?|Fy) > |[E(M,|F)|" = |Mi|P per k < n. E ora immediato concludere la

dimostrazione di (1.10).

1.9. Definizione astratta del moto browniano e teorema di Levy

A volte conviene dare una definizione astratta di moto browniano. Ad esempio
vogliamo considerare come punto iniziale non l'origine (o un qualsiasi punto fissato), ma
un punto aleatorio. Con la sola misura di Wiener non c’e “abbastanza stocasticita” per
modellare tale situazione, ma e chiaro come procedere: prediamo R con una probabilita
i (la legge della condizione iniziale) e facciamo il prodotto con C(R,) con la misura di
Wiener. A questo il moto browniano con dato iniziale di legge i sara definito sullo spazio
prodotto (a valori in C'(Ry)) da B(t,w) = wy + wa(t) ove (w1, ws) € R x C(R).

Definizione 1.20. Dato uno spazio di probabilita filtrato (Q, F, F;, P), il moto browiano
standard {w, }ier, (la scelta della lettera w € in omaggio a Wiener) é una collezione di
variabili aleatorie wy : 2 — R tali che:

1. per ogni t € Ry la variabile aleatoria w, e Fy—misurabile con legge data da una
gaussitana di media zero e varianza uno;

2. per ogni 0 < s < t lincremento w; — w, € indipendente dalla o—algebra Fg;
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3. le traiettorie t — w; sono continue con P probabilita 1.

Verificare che dalla definizione precedente segue che il moto browniano ¢ ad incrementi
indipendenti come abbiamo richiesto nella Definizione 1.2.

Rispetto alla costruzione della misura di Wiener fatta in precedenza, si puo prendere
Q2 = C(Ry), F la o—algebra dei boreliani, P la misura di Wiener e definire w;(w) :=
w(t), ovvero wy ¢ la coordinata “canonica” su C(Ry). Detta A; = o{ws, s < t} la
filtrazione canonica in C(R,) una filtrazione che soddisfa la condizione usuale & data da
Fi= A VN :=c{A, UN} dove N ¢ la collezione degli insiemi P-nulli per A.; ovvero
N € N sse esiste M € Ay, tale che N C M e P(M) = 0.

Come accennato precedentemente, il vantaggio (minimo) di questa definizione piu
astratta di moto browniano ¢ che lo spazio di probabilita (2, F, F;, P) puo essere “piu
grande” della particolare realizzazione scelta nella costruzione della misura di Wiener;
questo puo essere utile se si vuole modellare un fenomeno che coinvolga altri aspetti
aleatori oltre al moto browniano. Ricordiamo anche che il senso intuitivo della filtrazione
F; e quello di un sacco dove conserviamo l'informazione accumulata fino al tempo ¢: un
evento ¢ in J; se possiamo decidere se ¢ capitato oppure no guardando solo alla trai-
ettoria browniana fino al tempo ¢; anche in questo caso JF; puo essere “pitt grande”,
richiediamo pero che - noto F; - sappiamo tutto della porzione di traiettoria {ws}scpoy
e che I'incremento w;,, — w;, h > 0 sia indipendente da quello che succede prima di ¢.
Questo e importante! Se vogliamo mettere una condizione iniziale aleatoria al browniano
la dobbiamo prendere indipendente dal resto; non a caso nell’esempio precedente ci siamo
organizzati la misura prodotto. Se gli avessimo dato una condizione iniziale che dipen-
deva dalla storia futura sarebbe venuto un qualche processo complicato, non un moto
browniano. La condizione 2 in definizione 1.20 richiede che I'incremento sia indipendente
dalla storia pregressa e questo (se ci sono altri oggetti aleatori) e pit che chiedere la mera
indipendenza degli incrementi.

La definizione 1.20 caratterizza univocamente il moto browniano nel senso che se
pensiamo a wy;, t € R come una mappa da Q a C(R,) (cosa che possiamo fare con
probabilita uno in virtu della richiesta della continuita delle traiettorie), allora la misura
P:=Po (w.)"! & quella di Wiener.

Dalla definizione 1.20 segue immediatamente (verificare) che

(i) E(w; —ws| Fs) =0
(ii) E([w; —wy)?| Fs) =t —s

In altri termini (verificare) w; e w? — ¢ sono martingale su (Q, F, F;, P).

Poiché dalla definizione di moto browniano segue che I'incremento w; — w, € indipen-
dente dalla o—algebra F, ed ha distribuzione gaussiana di varianza t — s segue anche
(verificare) che per ogni A € R (anzi per ogni A € C) il processo

1
M} = exp {/\wt - 5)\225}

e una martingala continua. Questa famiglia di martingale esponenziali risulta cruciale in
diverse circorstanze.
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Si puo dimostare (teorema di Levy) le proprieta (i) e (ii) sopra, unite alla continuita
delle traiettorie, caraterizzano completamente il moto browniano. Piu precisamente vale
il seguente risultato.

Teorema 1.21. Sia (0, F, F;,P) uno spazio di probabilita filtrato e M una martingala
continua tale che M? —t ¢ una martingala e My = 0 con P probabilita 1; allora M ¢ il
moto browniano standard.

L’ipotesi di continuita e essenziale: se N, ¢ il processo di Poisson allora N; —t € una
martingala tale che (N, —¢)?—¢ ¢ ancora una martingala. Le dimostrazioni “moderne” del
teorema di Levy, si veda [9, Thm. 3.3.16], [12, Thm. IV.3.6] utilizzano il calcolo stocastico
(che noi svilupperemo in seguito), una dimostrazione con meno prerequisiti si trova in [3].

Il punto cruciale consiste nel riconoscere, per ogni 6 € R, nel processo

1
M7 = exp {i@Mt + 59215}
una martingala. Infatti cio equivale (& la stessa verifica richiesta sopra) a dire che

E<eie(MﬁMs) ]_-S> _ o 0%(t—s)

e questo implica che M; — M, & una variabile gaussiana di varianza t — s indipendente
dalla o—algebra F,, ovvero I'incremento di un browniano.

Nel dimostare che M7 & una martingala possiamo prima ridurci ad intervalli di tempo
piccoli. Ora uno sviluppo di Taylor al secondo ordine & quello che riconosce in M7 una
martingala a partire dalla martingalita di M; e M2—t. Tutto il lavoro consiste nel mostrare
che i termini di ordine superiore non contano. Per fare questo abbiamo a disposizione
“solo” l'ipotesi di continuita delle traiettorie.

I calcolo della variazione quadratica per il moto browniano (Teo. 1.10) ¢ in realta
valido per tutte le martingale continue. Piu precisimente data una martingala continua
M, (al quadrato integrabile) esiste un unico processo crescente che si annulla in zero,
detto variazione quadratica della martingala M; e denotato con (M), tale che M? — (M),
¢ ancora una martingala. Il processo (M), si puo ottere anche come limite (in probabilita)
della variazione quadratica V(M) sull’intervallo [0,¢] quando |A| — 0. Vedi [9, §1.1.4].

1.A. Cenni sulla convergenza debole di misure di probabilita

Consideriamo (5, d) spazio metrico equipaggiato con la sua c—algebra dei Boreliani
B(S), ovvero la minima o-algebra che contiene tutti gli aperti. Indichiamo con C(S) le
funzioni continue da S a R e con P(S) I'insieme delle misure di probabilita su (S, B(S)).

Definizione 1.22. Data una successione P, € P(S) e P € P(S), diciamo che P, con-
verge debolmente a P, P, = P, sse

lim | fdpP, = / fdpP

n—0o0

per ogni f € C(S) limitata.
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Osserviamo che se ¢ : S — S’ (dove S’ & un altro spazio metrico) ¢ un’applicazione
continua e P, = P si ha che P,op ! = Pop L

Il seguente teorema segue facilmente dalla definizione, vedi [2, Thm. 2.1].
Teorema 1.23. Le sequenti affermazioni sono equivalenti:
(i) P, =P
(ii) [dP, f— [dP f per ogni f uniformemente continua e limitata
(111) @PH(C’) < P(C) per ogni C' chiuso
(iv) lim P,(A) > P(A) per ogni A aperto
(v) liTan P,(B) = P(B) per ogni B tale che P(OB) =0 (ove OB ¢ la frontiera di B)

Nel caso in cui S = R possiamo caratterizzare la convergeza debole via la funzione
caratteristica (= trasformata di Fourier della misura). Data u, misura di probabilita su
R introduciamo

o= [tdo)

Teorema 1.24. Siano {u,} e p misure di probabilita su R con funzioni caratteristiche

on(N) € d(N). Allora pi, = u sse ¢p(N) = ¢(N\) puntualmente in \.
Vedi e.g. [2, Thm. 7.6] per la dimostrazione.

Definizione 1.25. Sia II C P(S) una famiglia di probabilita su S. Diciamo che II é
(sequenzialmente) relativamente compatta sse per ogni successione in Il possiamo estrarre
una sottosuccessione debolmente convergente. Diciamo inoltre che 11 ¢ tight sse per ogni
e > 0 esiste un compatto K tale che P(K) > 1— ¢ per ogni P € II.

Il seguente teorema di Prohorov fornisce una condizione necessaria e sufficiente per la
compatezza di I, vedi [2, Thm. 6.1,6.2]

Teorema 1.26. Se Il ¢ tight allora I1 ¢ relativamente compatta. Se inoltre S é completo
e separabile vale anche il viceversa, ovvero se Il € relativamente compatta allora I1 é tight.

Tightness in C.

Poiche i compatti di C' sono caratterizzati del teorema di Ascoli-Arzela, ’applicazione
del teorema di Prohorov al caso di C' ¢ quasi immediata. Per 6 € (0, 1], il modulo di
continuita di x € C' & definito da

we(6) = sup [x(t) — x(s)| (1.13)

|s—t|<d
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Il teorema di Ascoli—Arzela stabilisce che un insieme A C C' ¢ a chiusura compatta
sse sup,c 4 [£(0)] < 0o e lims_,gsup,c 4 w,(0) = 0. Basta infatti osservare che, prendendo
k abbastanza grande in modo che sup,c 4 w,(1/k) < oo risulta

. (%t) iy (Z - 1t)’ < [2(0)] + kwa(1/k)

gli elementi di A sono pertanto equilimitati e equicontinui.

()] < |2(0)

Teorema 1.27. La famiglia 11 C P(C) é tight sse valgono le sequenti condizioni
(i) lim sup P(z : |x(0)] >a)=0
=00 pell

(i1) per ognie >0 lim sup P (z : w,(0) >¢)=0
010 perm
Dimostrazione. Dimostriamo solo che (i) e (i) implicano che II & tight. Dato n > 0
scegliamo a tale che, detto Ay := {x : |z(0)| < a}, si abbia P(Ay) > 1 — n/2 per ogni
P € 1I. Per k > 1, scegliamo inoltre 0y, tale che, detto Ay := {x : w,(0x) < 1/k} si abbia
P(Ag) > 1—-2"%+Dy per ogni P € II. Sia K la chiusura di ﬂk 0 Ak, che risulta compatto
per il teorema di Ascoli-Arzela. Poiche P(z : z & K) < nY o0, 2~**) =5 la famiglia II
& tight. 0

1.B. Disegquaglianza di Garsia, Rodemich e Rumsey

I1 suguente risultato (funzioni di una variabile reale, nulla di probabilita) va inteso
nello stesso senso delle immersioni di Sobolev: controlla una norma puntuale in termini
di una integrale.

Teorema 1.28. Siano q e VU funzioni continue su [0,00) strettamente crescenti tali che
q(0) =¥(0) =0 e limy_,o, U(t) = c0. Se

[ o <

allora, per ogni 0 < s <t <1

4B>

2(t) — 2(s)] < 8 / gty w (7 (1.14)

u2
Noi useremo la questa diseguaglianza scegliendo per g e ¥ delle potenze. La maggiore
flessibilita dell’enunciato generale € comunque utile in qualche applicazione.

Dimostrazione. Vediamo prima che ¢ sufficente dimostrare (1.14) per s = 0 e ¢ = 1.
Ponendo infatti

T(u) = (s + (L = s)u)  q(u) = q((t = s)u)

abbiamo

e |Z(u) — 2(v)| (L () — z(v))| B
fran ey ) e L v (=) < =8




Utilizzando (1.14) (per s =0 et = 1) per T e g troviamo

() =) = (1) = 2(0) < ") 971 (35) = [t w7 (55)

w2
ovvero (1.14).
Sia

I(t) = /Olds W(%) (1.15)

poiché foldt I(t) < B esiste ty € (0,1) tale che I(ty) < B. Definamo ora ricorsivamente
una successione decrescente t,, € [0, ], t, J 0 al modo seguente.

Sia dy tale che ¢(dy) = q(to)/2 (notiamo che dy < %), affermiamo che esiste t; € (0, dp)
per cui

I(t) < %
L
Sia Ay, la misura di Lebesgue su (0, dy); abbiamo che
A <t L I(t) > %) <% (1.17)
(o (0 sty 21 -

se infatti (1.17) fosse falsa avremmo fododt I(t) > B e se fosse falsa (1.18) avremmo

/ “ds v( ) > aw

q(|s —tol)

che invaliderebbe I(ty) < B. Da (1.17)—(1.18) segue che esiste t; € (0,dy) per cui vale
(1.16).

In generale dato t,_; definiamo d,_; tale che ¢(d,_1) = q(t,—1)/2 e scegliamo t,, €
(0,d,—1) in modo che

() < 22
@ (tn) — x(ta-)|\ _ 21 (tn1)
\II( q(|tn — tn-1]) >S d, 1 (1.19)

I’esistenza di un tale ¢, si mostra come per ¢;. Poiché

2q(dn11) = q(tns1) < q(dn) = q(tn)/2

segue che t, | 0.
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Abbiamo ora

q(tn = tny1) < q(tn) = 2q(dn) = 4(q(dn) — q(dn)/2] < 4[q(dn) — q(dn11)] (1.20)

che, insieme a (1.19), implica

_y(21(th 1) _,( 4B
_ < 1 n _ < 1 _
fo(ta) = (ta)] < UH(Z) allt — tuaal) < O ( G ) 4fa(dn) — a(dean)]
4B dn _, (4B
< 4 () o) —atdren)] <4 [ ot v (57)
dnt1
Sommando su n otteniamo
! 4B
olta) ~ 2(0) <4 [ atan) v ()
0
Ripetendo I'argomento per z(1 — ¢) troviamo anche
! 4B
_ < Ly
(1) = alto) <4 [ a(an) v (53)
che sommata alla precdente conclude la dimostrazione. O

Corollario 1.29. Sia P una probabilita du C' per cui esistono a,r > 0 e Cy < oo tali che

per ogni s,t € [0, 1]
E(|z(t) — z(s)|") < Colt — s[***

Allora per ogni p € (0,a/r) esiste una constante C' = C(Cy, 5, ,r) < oo (indipendente
dalla probabilita P) per cui

E( sup M)T <c

o<s<t<1i |t —s|?

Dimostrazione. Scegliamo ¥(u) = u” e q(u) = w7, con v € (2,2 + a) nel Teorema 1.28

ponendo Bl / dt/ ds |xlt ) S|7§T)|>

Notiamo infatti che in virtu dell’ipotesi risulta

1 1
z)) < / dt/ ds Colt — s|'T*7 = Oy
0 0

purché v < 2 4 a.
Troviamo

b=l )\ LT 1/r 1/r
() —(s)| < 8 / (St = S (4B(@) el = Co(B() e

u v =
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purché = (y—2)/r > 0. Prendendo il valore di attesa rispetto a P il risultato segue. [

1.C. Cenni sulle probabilita condizionate

Dato uno spazio di probabilita (2, F,P), una sotto o—algebra G C F e una variabile
aleatoria X € L;(P), l'attesa condizionata di X data G, che indichiamo con E (X|G), e
la variabile aleatoria G misurabile (definita P-a.s.) tale che

/ X(w)dP(w) = / E(X]|G) (w) dP(w) per ogni G € G
a a

L’esistenza dell’attesa condizionata segue dal teorema di Radon—Nikodym (perché?). Nel
caso in cui X € Ly(Q, F,P) si verifica immediatamente (farlo!) che E(X|G) ¢ la proiezione
di X sul sottospazio (chiuso) Ly(2,G,P) C Ly(Q2, F,P).

Se 2 ¢ un insieme finito ad ogni o—algebra ¢ associata una partizione D = {D;} di Q
ed, in tal caso, assumendo inoltre X = Iz per un qualche B € F, si ha

E(15|D) (w) = ZP(BIDD Ip;(w)

dove, se P(D;) > 0, P(B|D;) := P (BN D;) /P(D;) ¢ 'usuale probabilita condizionata. Ve-
diamo quindi che I'attesa condizionata ¢ costante sugli atomi di D (condizione equivalente
alla D-misurabilita).

Nel caso in cui G = o{Y'} per una qualche v.a. Y, scriviamo E (X|Y') per E (X|o{Y}).
In tal caso si dimostra esistere una funzione boreliana ¢ : R — R tale che

E(X]Y) (w) = o(Y (w)) P-as.

La seguente proposizione riassume alcune utili proprieta dell’attesa condizionata, la
dimostrazione segue direttamenente dalla definizione data.

Proposizione 1.30. Sia (Q, F,P) uno spazio di probabilita, G C F uno sotto o—albegra
di F e X una v.a. in L1(Q, F,P); allora:

1. E(E(X]G)) = E(X);
2. Se X ¢ G misurabile allora E(X|G) = X;

3. Se X &G misurabile e Y € una v.a. arbitraria (con le necessarie condizioni di integra-
bilita) allora E(XY|G) = X E(Y|G) (funzioni G misurabili escono gratis dall’attesa

condizionata);

4. Se X ¢ indipendente dalla o—algebra G (ovvero E(X1g) = E(X)P(G) per ogni G €
G) allora E(X|G) = E(X);

5. Se Gy C Gy C F allora
E (X|G1) = E(E (X|G2)|G1)

possiamo cioe inserire condizionamenti rispetto a o—algrebre pit fini.
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Note bibliografiche

Sulla “teoria fisica” del moto browniano si consigliano gli articoli originali di Einstein,
vedi [5] per la traduzione inglese. Come motivazione ¢ anche molto consigliata la lettura
di [11]. La costruzione della misura di Wiener a partire da una passeggiata aleatoria si
puo trovare, per esempio, in [9, §2.2.4] o in [12, Thm. XIII.1.9]. E perd consigliato 2,
Thm. 10.1]; in tale libro si puo anche trovare la dimostrazione del teorema di Prohorov e
una discussione dettagliata della convergenza debole e criteri di compatezza. Applicazioni
del teorema 1.3 per il calcolo di distribuzioni di funzioni del moto browniano (nello stesso
spirito di teorema 1.8) sono discusse in [2, §11]. La dimostrazione di Proposizione 1.7
¢ tratta da [13], si consiglia la lettura del capitolo “introduttivo” per vari problemi non
banali (quasi tutti oltre gli argomenti trattati in questo corso) collegati al moto browniano.
Per la costruzione del valore di attesa condizionato a partire da un proiettore in Ly (senza
utilizzare il teorema di Radon—Nikodym) vedi [17, Ch. 9]. Come detto prima, [17] ¢ anche
altamente consigliato per un’introduzione alla teoria delle martingale (a tempo discreto).
Per una teoria generale delle martingale a tempo continuo, vedi [9, Ch. 1] o [12, Ch. II].
La diseguaglianza di Garsia, Rodemich e Rumsey (con alcune applicazioni) si puo trovare
in [15, Thm. 2.1.3].
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2. Equazioni differenziali stocastiche

2.1. Integrale di Ito

Vogliamo definire un integrale rispetto al moto browniano. Poiche il moto brown-
iano ha variazione infinita, non ¢ 'usuale integrale di Lebesgue—Stieltjes. Vediamo in
un esempio quale sia il problema. Supponiamo di voler definire fot wgdw, (come fun-
zione di t e w, ma ommettiamo scrivere esplicitamente la dipendenza da w). Presa
0=ty <t <---<t,=tuna partizione di [0,¢] e ¥ € [0, 1] guardiamo

Z w(t; +Otipr — t]) [w(tipr) —w(ts)]

e proviamo a calcolare il valore di attesa. Poiché E (w; ws) = min{t, s} =: ¢t A s troviamo

EY " w(t; + 9t — ti]) [wltio) —w(t)] =Y [t + ftiss — 1] —t;] = 0t

i

Il risultato dipende da ). Come (sperabilmente) sara chiaro nel seguito la scelta piu
naturale e di prendere ¥ = 0 che da luogo all’integrale di Ito che risulta una martingala.
Altre definizioni (meno convenienti) sono pero possibili.

Dato il solito spazio di probabilita filtrato (2, F, F;,IP), in cui supponiamo che la
filtrazione F; soddisfi la condizione usuale (continua da destra e completa) ed un moto
browniano w;, cominciamo con il definire la classe degli “integrandi” ¢; := ¢(t,w) per
fg psdws. Ricordiamo che il processo (= famiglia di variabili aleatorie parametrizzate
da t) ¢, & progressivamente misurabile rispetto a F; sse per ogni t € R, Iapplicazione
[0,¢] x Q3 (s,w) — ps(w) & B([0,t]) x F; misurabile. Intuitivamente richiediamo che la
traiettoria {ps, s € [0,t]} sia determinata dalla conoscenza di {ws,s € [0,t]} (pensiamo
che la filtrazione F; sia quella generata dal browniano). Dato 7" > 0 introduciamo inoltre
la norma

T
Il = [ @E () (2.1)

la classe degli integrandi ¢ sara data da
Hr:={p : [0,T] x Q=R : ¢ & progr. mis. rispetto a F;, [¢|lr < oo} (2.2)

che risulta un sottospazio chiuso di Ls ([0, 7] x Q,B([0,T]) X Fuo, dt x dP).

Sia S C Hr il sottoinsieme dei processi (progressivamente misurabili) semplici, ovvero
¢ € § se esiste una partizione 0 =ty < ¢t < --- < t, = T di [0,7] e variabili aleatorie
limitate §, € F,, k=0,...,n — 1 per cui

n—1

pr(w) = &Lop(t) + > &(w) Tgy p4)(t)

k=0
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con un po’ di pazienza si mostra che S ¢ denso in Hy, vedi [9, §3.2.A]. Anzi nel presente
contesto (integrale rispetto al moto browniano) qualche sforzo in pitt mostra come sia
sufficente richiedere che ¢ sia adattato (ovvero ¢, € F; per ogni t € R, ) invece che
progressivamente misurabile.

Dato ¢ € § definiamo l'integrale di Ito (rispetto al moto browniano w;) come il
processo (), t € [0,T] dato da

i (t)—1

]t(cp) = Z fl [wti+1 - wtij| + gl*(t) |:wt - wti*(t)]
=0
in(t)—1

= Z Yt [wti+1 o wti] + Pt () [wt o wti*(t)] (23)

=0

dove i,(t) ¢ tale che t; () <t < t;, (1)41. Si puo trarre giovamento nel confrontare questa
definizione con 'esempio di martingala della strategia di gioco alla roulette, eq.ne (1.8).
La seguente Proposizione riassume le proprieta di ().

Proposizione 2.1. Il processo I;(¢) soddisfa le sequenti proprieta:
(i) I;(¢) é progressivamente misurabile e t — I,(¢) € continuo P—q.s.;
(ii) Ii(p) é lineare, i.e. per ogni o, 5 € R e p,1p € S si ha I(awp+pY) = ali(0)+LL(Y);

(iii) per 0 < s <t <T abbiamo

t
E(It(w)Q—/dwi
0

. ) . . t
ovvero I;(¢) é una martingala con variazione quadratica [jds @2 ;

fs> = I(p)* - /:du o (2.4)

(iv) per ogni A € Ry

1
P ( sup |1i(p)] > A) < zllellz (2:5)

t€[0,T]

Osservazione Da (iii) segue in particolare che

E (L(¢)?) — /0 WE(6)  te[0T]

che mostra come l'applicazione ¢ + Ir(f) sia una isometria (definita su un insieme
denso) dallo spazio (di Hilbert) Hy a Lo (2,P). Grazie ha tale osservazione possiamo
immediatamente definire I1(¢) per ogni ¢ € Hy. Vogliamo pero considerare I;(p) come
un processo (i.e. come funzione di w e t) e dire, ad esempio, che t — [;(¢) & P-a.s. continuo
per ogni ¢ € Hrp. Nel fare questo utilizzeremo anche la proprieta (iv).
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Dimostrazione. Le proprieta (i) e (ii) seguono immediatamente dalla definizione; notiamo
infatti che ¢ — I;(¢) € continuo per gli w € Q per cui ¢t — w; ¢ continuo. Dimostriamo
(i17). Dalla definizione (2.3) segue

i (t)—1

L) = Is(p) = ¢, [wti*<s>+1 - ws] T Z Pt Wiy —wi ] + Ptiv [wt N wtz‘*(t)]
i=ix(s)+1

Poiche ¢;, € F;, e per u > s E(f|F;) = E[E(f|F,)|Fs] troviamo

E(L(g) = LOIF) = E (¢ W, —w]|7)

ix(t)—1
+ Z E ((‘OtiE ( [th—l - wti]
i=ix(s)+1

P (2n.0B ([ = ]| 7 )| 72) =0

La seconda proprieta di martingala in (2.4) si dimostra, con un po’ di algebra in
piu, allo stesso modo. La stima (2.5) segue applicando la diseguaglianza di Doob (teo-
rema 1.18) alla martingala I;(¢). O

Fud)| 7o)

Siamo ora in grado di definire I;() per ogni ¢ € Hr in modo che valgano ancora le pro-
prieta della proposizione 2.1. Ricordiamo il seguente risultato (lemma di Borel-Cantelli)
che segue immediatamente dalle proprieta di continuita delle misure di probabilita.

Lemma 2.2. Sia (Q, F,P) uno spazio di probabilita e A, € F, n =1,--- una successione

di eventi tali che
Y P(4,) < oo

allora
P (A, io )=P (ﬂ UAk> =0
n k>n

Definizione integrale di Ito.
Data ¢ € Hr scegliamo una successione ™ € S tale che | — ™|+ < n~? allora
per (ii) e (iv) in Proposizione 2.1 abbiamo

1 2\
Pl sup |[ Y — LN > = | <nt (—)
(te[O,T] ‘ t(gp ) t(gp )‘ n2 n3

applicando il lemma di Borel-Cantelli, detto A, I'evento a primo membro sopra, conclu-
diamo che posto N = {A4,, i.0.} vale P(N) = 0. D’altra parte per w € Q\ N abbiamo
che esiste un ng = ng(w) per cui sup;ep 7y [ 1,(" ) — L(p!™)| < 1/n? per ogni n > ny.
In particolare se w € Q\ N si ha che I,(¢p™)(w) converge uniformemente per ¢t € [0, T].
Possiamo quindi definire

lim, [;(¢™)(w) se w€Q\N
0 se weN

30



poiché F; contiene gli eventi P-nulli per F.,, I;(¢) ¢ progressivamente misurabile. Per
costruzione risulta inoltre che ¢ — [;(¢) & P-a.s. continua (come limite uniforme di
funzioni continue). E anche facile vedere che I.(p) non dipende dalla successione scelta
per approssimare (.

Osserviamo infine che, per costruzione, per ogni t € [0,7T] fissato I,(¢™) — I,(¢)
in Ly(PP), in particolare cid ci garantisce che E(I;(¢)?) < oo. La convergenza in L ci
permette di passare al limite nelle relazioni di martingala (2.4) ed affermare che I;(p) e
una martingala con variazione quadratica fot ds ¢?. Vediamo i dettagli.

Abbiamo la successione ¢™ che approssima ¢ nella norma || - ||z. La prima relazione
di martingala in (2.4) equivale a dire che per ogni 0 < s < t < T ed ogni evento G € Fy

si ha
E (1o [L(e™) - L(#™)] ) =0 (2.6)

Vogliamo ora passare al limite per n — oo nella precedente identita e concludere che I;(p)
¢ una martingala. Poiché I;(p™) (con t € [0,7] fissato) converge a I;(p) in Ly(, dP)
converge anche in L; (€2, dP) e possiamo passare al limite in (2.6).

Allo stesso modo la seconda relazione di martingala in (2.4) equivale a dire che per
ogni 0 < s <t <T edogni evento G € F; si ha

JE(]IG{ [L(™) — L(™)])* — /:du [gog”>]2}) =0 (2.7)

Poiché I,(¢™) converge a I,(¢) in Ly(Q, dP) e Eftdu [cpu — u]z < Jlp™ — p||2 che
converge a zero per n — 0o, e immediato passare al limite in (2.7) e concludere che la

variazione quadratica di (¢ fo ds p2.

La costruzione precedente conclude la costruzione dell’integrale di Ito per processi in
Hr. Questo non ¢ completamente soddisfacente poiché la condizione |¢[ 7 < co impone
delle condizioni di integrabilita (rispetto a w) non naturali; in particolare il processo
s = exp{w}} non ¢ in Hr e non si capisce perché non possiamo integrarlo. Vediamo
quindi come si possa allargare la classe degli integrandi ai processi ¢; progressivamente

misurabili tali che .
IP’(/ dt p? < oo) —1 (2.8)
0

Osserviamo che per ¢ € Hy vale la seguente stima. Per ogni A, K € (0, 00)

sup ‘ / Ysdws
tE[OT

t
ng) = gpt][[07K]</ ds gp?)
0

abbiamo ) € Hy e X2 < K. Esercizio: verificare tale affermazione (sugg. sia
=inf{t >0 : [/dsp? > K...). Osserviamo che se w € Ay := {@ : fOTdt 0} (@) < K} si

R
<_ X
>)\ )\2+P</0 dtgot>K> (2.9)

Definendo

31

1Im

ipg

dd1



ha ") (w) = ¢y(w), Vt € [0, T]. Pertanto

>>\><]P’ sup (/ sdw, >)\AK>+IP’(AE)

te[0,T)

P sup ‘/ psdws

t€[0,7]
sup ‘ / K) du,
t€[0,T)

che conclude la dimostrazione di (2.9).
Per costruire l'itegrale di Ito di un processo ¢, progressivamente misurabile che soddisfa
(2.8), costruiamo la successione

t
o™ = wtﬂ[om( / ds 903)
0

Ovviamenente ¢ € Hy e da (2.8) segue immediatamente che per ogni § > 0

©
>)\) T P(AL) < 1™l W Pl 4 P(AL)

lim P(/Tdt[ EOIEEN 5) ~0 (2.10)

Possiamo quindi definire la successione di itegrali stocastici I;(¢™ fo cpt dwt che
dichiariamo essere, uniformemente per ¢ € [0, 7], di Cauchy rispetto alla convegenza in
probabilita, ovvero per ogni € > 0 si ha

lim IP’( sup |It(<p(”)) - It(go(m))‘ > 8) =0

n,m—00 tE[O,T]

come si verifica immediatamente utilizzando la diseguaglianza (2.9) e (2.10). L’integrale
stocastico [;(¢) ¢ allora definito come il limite in probabilita, uniforme per ¢ € [0,7],
di I;(¢™). Tale limite risulta un processo continuo P-a.s. (¢ la stessa dimostrazione
fatta prima) ma non & necessariamente una martingala poiché nessuno ci garantisce la
condizione di integrabilita E| fot psdws| < oo.

D’altra parte, in qualche senso, I;(¢) soddisfa le condizione di martingalita anche nella
sola ipotesi (2.8). Viene introdotto il concetto di martingala locale come segue.

Dato il solito spazio di probabilita filtrato (€2, F, F;, P) una variabile aleatoria 7 : 0 —
[0, 4+00] viene detta tempo di arresto sse per ogni t € Ry si ha che l'evento {r < t} &
nella o—algebra F;. In soldoni richiediamo che per sapere se 7 ¢ “scattato” prima di ¢
ci basta guardare la porzione di traiettoria browniana in [0,¢] (pensando, come al solito,
che F; ¢ la filtrazione generata dal browniano). L’esempio tipico di tempo di arresto
er:=inf{t >0 : X; € A} per un A aperto in R ed un processo X con traiettorie
P—q.s. continue adattato a F; (che soddisfa la condizione usuale). Vedi [9, § 1.2] per
un prontuario sui tempi di arresto. Una martingala locale M; ¢ allora un processo JF;
addattato per cui esiste una successione di tempi di arresto 7,, T 400 P—q.s. per cui, detto

n Mt w se t Tn(W
Mt (w) = Mt/\Tn(W)<w) = { MT((LU)) (w> se t ; Tnéwg

n
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il processo arrestato, si ha che M;" risulta una martingala per ogni n € N.

Dalla precedente costruzione risulta ovvia che I;(y) & una martingala locale. Basta
dichiarare 7,, := inf{t > 0 : fgds ¢ > n}. La precedente definizione ¢ piu sottile di
quello che sembra. Affinché una martingala locale sia una “vera” martingala non basta
una condizione di integrabilita; vi sono infatti esempi di martinale locali uniformemente
integrabili che non sono pero delle martingale.

2.2. Formula di Ito

La formula di Ito ¢ null’altro che il teorema fondamentale del calcolo per integrali
stocastici ed a alla base dell’analisi stocastica. Ci diamo il solito spazio di probabilita
filtrato (Q2, F, F;,P) ed un moto browniano w su tale spazio. Supponiamo inoltre di avere
un processo X; dato da

t t
Xt:X0+/d3@/)8+/ wsdw, (2.11)
0 0

con Xy € R, 9, e @, progressiavamente misurabili tali che ¢ e |¢|'/? soddisfano (2.8)
per ogni T' > 0. Un processo siffatto viene detto semimartingala, essenzialemente ¢ un
processo a variazione finita ¢.s. pit una martingala. Simbolicamente scriviamo (2.11)
nella forma differenziale (senza altro significato che una notazione)

dXt = wt dt + o dwt (212) xid

dalla construzione precedente dell'integrale di Ito (per Iintegrale di Lebesgue non ci sono
problemi) ¢ immediato verificare che X; ¢ progressivamente misurabile ed ha traiettorie
continue P—q.s. Il senso di (2.12) ¢ il seguente se abbiamo un processo f; progressivamente
misurabile tale che per ogni 7" > 0

IP)</0Tdt[|ft| |e] + ftQLPtQ} < OO) =1

allora definiamo l'integrale di f rispetto alla semimartingala X come

t t t
/ fsts = / ds fsts + / fs%psdws
0 0 0

ove il secondo termine & 'integrale di Ito (ben definito in virtu delle ipotesi fatte).
Data una funzione regolare f su R vogliamo scoprire qual’e il “differenziale” di f(X;).

Teorema 2.3. Sia f(t,z) € CY?(R, xR) (funzione C* int, C* inx) e X dato in (2.11).
Allora

1
df(t, Xt) == [&f(t, Xt) + axf(t, Xt)lpt + éaif(t, Xt)@§:| dt + 8xf(t, Xt)gptdwt (213) ifd
con cut intendiamo semplicemente che, P—q.s., vale
t
1
ft, Xy) = f(0,Xo)+ / ds {Gsf(s,Xs) + 0. f(s, Xs)s + 585]“(5,)@%0?}
; 0 (2.14)
—i—/ O f (3, Xs)psdws
0
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In altri termini, utilizzando la notazione (2.12)
1

in cui (X); := fgds ©? denota la variazione quadratica della martingala locale in (2.11).

Osserviamo come l'integrale stocastico in (2.14) sia ben definito in quanto il processo
0. f (s, X¢)ps € progressivamente misurabile e soddisfa (2.8). Se invece avessimo costruito
I'integrale stocastico solo per processi in Hr, per poter scrivere la formula di Ito avrem-
mmo dovuto imporrre delle condizioni di crescita a f(t, z) per x — oo.

I1 passo fondamentale per consiste nel dimostrare (2.13) quando v e ¢ in (2.12) sono
constanti. Da cio segue il risultato per ¥, p € S e, via approssimazione, il caso generale.
Per semplicita di notazione consideriamo solo il caso f indipendente da t, il caso generale
si ottiene comunque considerando combinazione lineare di funzioni prodotto. Cominciamo
con un esempio particolare, che sara l'ingrediante cruciale.

Lemma 2.4. Sia w; il moto browniano, allora d[w;]* = 2w;dw; + dt ovvero

t 1 )
/0 wedwg = 3 [wt — t]

Dimostrazione. Datot > 0e 0 =1ty < t; < --- < t,, = t una partizione di [0, ¢], utilizzando
lidentita a(b — a) = (b* — a®)/2 — (b — a)?/2 possiamo scrivere

n—

[wi —t] in Ly(PP)

DN | —

2 2 2| n—oo
Wy, — Wy, — (wtiH - wti) —

DN | —

n—1
Zwti [wti+1 - wti] =
=0

per la convergenza della variazione quadratica del moto browniano a t, vedi teorema 1.10.
O

1
=0

Lemma 2.5. Siano Xti =bit+a,w, 1 = 1,2 con a;,b; v.a. limitate e Fy misurabili.
Allora
d (X} X}) = X} dX] + X7dX; + ayaqdt (2.15)

con cui intendiamo semplicemente che
t
XX =X1X2+ / (X} dX} + X7dX, + ajasdt]
0

Osservazione Per additivita dell’intregrale ¢ immediato estendere (2.15) a processi sem-
plici, X* € S, ottenendo

t
d (X! X}) = X dX] + X7dX; + / ds pro?
0
Per densita di § in Hr ed approssimazione di processi soddisfacenti (2.8), si ottiene infine
il caso generale.
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Dimostrazione. Per linearita ¢ sufficente dimostrare dw? = 2w;dw; + dt (vedi lemma 2.4)
e d[tw;] = wydt + tdw,. Considerando la solita partizione di [0, ¢] ricaviamo subito

n—1

t
/ (sdws + wsds) = li}lnz [ti (wti+1 — wti) +wy, (tz-+1 — tz)}
0 =0
-
= 117£n Z [tiﬂwt”l — tzwtl} = twt
i=0
che conclude la dimostrazione. O

Procedendo per induzione (esercizio) troviamo allora il seguente lemma.
Lemma 2.6. Se f = f(x) é un polinomio, allora l'identita (2.14) é vera.

Dimostrazione teorema 2.3.

Supponiamo, per un attimo, che esista un compatto K di R tale che X;(w) € K per
ogni t € [0,7] e P-q.s. in w. Grazie al teorema di Weierstrass sull’approssimazione, uni-
forme in compatti, di funzioni continue mediante polinomi, la dimostrazione dell’identita
(2.14) segue subito dal Lemma 2.6 (basta approssimare, uniformemente in K, f” con un
polinomio). Per concludere la dimostrazione, vediamo come ci si puo ricondurre, mediante
arresto, al caso in cui X; assume valori in un compatto.

Dato X; come in (2.11) ed n > 0 introduciamo la variabile aleatoria

T, = 1inf{t >0 : | X¢| > n}

ovvero il primo tempo in cui X; esce dalla palla di raggio n (intendiamo 7,, = 400 se
Sup;so | X¢| < n). Poiche X & progressivamente misurabile abbiamo che 7, € un tempo di
arresto. Inoltre, per la continuitd P-q.s. di X;, abbiamo che 7, 1 +00 P-q.s. per n — oo.
Verifichiamo: poiché 7,1 > 7, abbiamo

{w : T(w) T 400} = m U n {w: m(w) >k} = ﬂ U{w D Ta(w) >k}
k>0mno>0n>ng E>0n>0
Pertanto 7, T 400 P—q.s. sse
]P(U Miw : mlw) < k}) ~0

e quindi sufficente verificare che

liernIP’({w D Ta(w) < k:}) = liTanIP)<{w : sup | Xy(w)| > n}) =0

te(0,k]

e questo segue immediatamente dalla continuita P—q.s. di ¢t — Xj.

Introduciamo adesso il processo arrestato al tempo 7,, come al solito X} = X;a,,
in cui ricordiamo che X™ ¢ ancora progressivamente misurabile poiche 7,, ¢ un tempo di
arresto. Scriviamo ora la formula di Ito per il processo arrestato. Ci & concesso in quanto
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X" rimane dentro la palla di raggio n (diciamo anche | Xy| < n) e possiamo approssimare,
uniformemente nella palla di raggio n, f € C%(R) e le sue prime due derivate con un
polinomio

PO = 1)+ [ s [our (v + 502000 + [ duf(X)pdun (210

in cui 'integrale stocastico & ben definito (per quello rispetto a Lebesgue non ci sono
problemi) poiché 7,, & un tempo di arresto. Piu precisamente

tATh t
/ (%f(XS)(,DdeS = / ][[Oﬁn}(s)axf(Xs)SOsdws
0 0

e s — Ty, (s) e progressivamente misurabile. Poiché 7, T +00 P—q.s. si puo (verificare)
passare al limite n — oo in (2.16) completatando la dimostrazione della formula di Ito. [

La teoria dell’integrale di Ito ha come ambito naturale le semimartingale (continue)
piuttosto che il solo moto browniano, vedi [9, §3.3.2]; in [12, Thm. IV.2.2] I;(¢) ¢ ad-
dirittura definito da una proprieta di martingala. Qui & stata svolta invece, come in [4,
Ch. I.1] una teoria un po’ meno generale. Ee infine possibile sviluppare tale teoria, con
interessanti applicazioni, anche per martingale “con salti” (traiettorie continue da destra).

Assumendo tale teoria, vediamo ora come si possa dimostrare la caraterizzazione mar-
tingalesca del moto browniano, teorema 1.21 (teorema di Levy).

Dimostrazione del teorema di Levy.
Come gia osservato e sufficente mostrare che se M ¢ una martingala (anzi basta che

sia una martingala locale) continua con variazione quadratica t e My = 0, allora per ogni
6 eR

]E<ei9(Mz*Ms) fs) — 6*%92(1575) (217)

applicando la formula di Ito alla funzione f(x) = €% troviamo (qui stiamo barando perché
non abbiamo sviluppato I'integrazione stocastica in questa generalita)

t t
) . . 1 )
629Mt — ez@MS 4 Ze/ ez@MudMu . _02/ ezOMud<M>u
S 2 S
poiché € & una funzione limitata e (M), = u abbiamo che I'integrale stocastico sopra &
una vera martingala e non solo una martingala locale, in particolare il suo valore di attesa

condizionato a F; si annulla. Per A € F,, troviamo quindi
. 1 t 4
B MM, ) = P(A) - 567 / du (0T )

Risolvendo tale equatione integrale per la funzione (continua) ¢ — E(eie(Mf_Ms)]I A) tro-

viamo

E<ei9(Mt—M5)]IA> — P(A)e—%QQ(t—S)
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che equivale (2.17). O
Si osserva che la precedente dimostrazione funziona anche nel caso multidimensionale,
vedi [9, Thm. 3.3.16].

Enunciamo infine un teorema di rappresentazione, per la dimostrazione si veda [9,
Thm. 3.4.2], che dice che una “generica” martinagala locale continua si puo rappresentare
come integrale di Ito rispetto al moto browniano. Questo risultato giustifica I’affermazione
precedente che 'esempio di martingala dato dalla strategai di gioco alla roulette ¢ quasi
la generica martingala. Ovviamente 'ipotesi di traittorie g.s. continue e essenziale, non
¢’e modo di rappresentare il processo di Poisson compensato N; — t come un’integrale di
Ito.

Teorema 2.7. Sia M, una martingala locale continua sullo spazio di probabilita filtrato
(Q, F, F1, P) tale che la sua variazione quadratica t — (M)i(w) & assolutamente continua
P—q.s. Allora esiste un ingradimento dello spazio di probabilita filtrato (2, F, Fi,P) dotato

di un moto browniano wy e di un processo ; adattato a ]:"t con ]f”(fOTdt gof < oo) per
ogni T' > 0 tale che

¢
Mt_/ wsdwsg P-q.s.
0

Non c’e alcun motivo per cui sia possibile costruire un moto browniano nello spazio
di probabilita originario (2, F,F;,P); al fine di rappresentare la martingala M bisogna
“arricchirlo” oppurtunamente (sempliciemente si prende il prodotto con un altro spazio
di probabilita).
Idea della dimostrazione. La prima cosa da fare e trovarsi il browniano “giusto” per tale
rappresentazione; cerchiamo di usare il teorema di Levy e la formula di Ito per costruire un
browniano da M;. Dichiariamo inoltre ¢ — ¢ = g,(w) la funzione tale che (M), = [5ds .
Per Ito e Levy il brownaino putativo sembra essere la martingala

b1
Nt:/ —dM,
0o 4s

Il baco e che q potrebbe essere zero e non possiamo veramente definre N come sopra. Ci
prendiamo allora un browniano B indipendente da M (per questo dobbiamo ingrandire
lo spazio di probabilita) e definiamo

t 1 t
Nt = / ]I{qs;,gg} q—dMS + / ]I{qszo} dBS
0 S 0

Grazie alla formula di Ito nella versione per martingale continue troviamo allora (N); = te
quindi, per Levy, N ¢ un browniano. Per concludere la dimostrazione basta ora convincersi

che M; = f(f qsdN.

2.3. Equazioni differenziali stocastiche: esistenza e unicita per coefficienti Lipschitz

Finora abbiamo considerato solo il moto browniano unidimensionale, ma non ci sono
difficolta a definire (ed a costruire) il moto browniano in R™. Dato il solito spazio di
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probabilita filtrato (Q, F, F;, P) il moto browniano m—dimensionale & il processo a valori
in R™, w; = (w},---,w™) tale che le coordinate sono moti browniani unidimensionali
indipendenti. Equivalentemente w, ¢ il processo gaussiano di media nulla e funzione di
covarianza data da E(wiw!) = dijt Ns,con s, t € Ry ed,j=1,...,m. Dato un campo
vettoriale b : Ry X R® — R™ ed una funzione o : Ry x R™ — M, ,,, (a valori matrici n x m)
vogliamo considerare I’equazione stocastica

{ dXt = b(t, Xt)dt -+ O'(t, Xt)dwt

X, - 2 (2.18)

dove x € R™ ¢ il dato iniziale. Scritta esplicitamente in coordinate '’equazione (2.18) si

legge
dX; = bi(t,X))dt + Y o,(t, X;)dw]
X o 219
X, = «
dove © = 1,...,n. Come nella sezione precedente non attribuiamo alcun significato ai

differenziali, € solo una notazione conveniente per non scrivere ogni volta tutti gli integrali.
Il senso intuitivo di (2.18) ¢ che in un intervallo dt I'incremento dX; ¢ dato da un termine
proporzionale a dt pilt un termine di “rumore” proporzionale a v/dt, ma a media nulla. Per
questo ci si riferisce a b come al termine di deriva ed a a;; = (00%);; = ZZ; 0ik0ji come
al termine di diffusione. Per poter scrivere I'equazione (2.18) richiediamo che b e o siano
funzioni boreliane, per avere un teorema di esistenza e unicita serviranno, ovviamente,
condizioni piu forti.

Nello sviluppare la teoria dell’equazioni stocastiche dobbiamo cominciare con il de-
cidere che cosa dichiarare soluzione di (2.18). Questo puo essere precisato in vari modi,
sviluppiamo in questa sezione la teoria di soluzioni forti (o alla Ito). Osserviamo che la
nozione di integrale stocastico e definita solo P—a.s. non possiamo quindi pretendere di
risolvere (2.18) per ogni fissato w € 2.

Definizione 2.8.

Una soluzione di (2.18) é un processo (a valori in R™) Xy su (2, F, F;, P) tale che:
(i) t — X, é continuo P—q.s.;
(i) X; é adattato alla filtrazione Fy;

(iii) per ognit >0,1=1,....nej=1,...,m
P (/tds |b; (s, Xs)| + /tds 0ii(s, X,)? < oo) =1
0 0
(iv) Per ognit>0ei=1,...,n lidentita
X! :xw/tds bi(s,Xs)dH—i/t i (s, X,)dw? (2.20)
0 — Jo
e soddisfatta P—q.s. J
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La condizione (i) merita un commento: possiamo pensare che F; sia la filtrazione gen-
erata dal browniano, richiediamo quindi di poter determinare la soluzione nell’intervallo
[0, s] conoscendo solo la parte della traiettoria browniana in tale intervallo. Questa con-
dizione e quindi una richiesta tipo “principio di causalita” ed e altresi necessaria per la
buona definizione (nel senso di Ito) dellintegrale stocastico in (2.20).

Nel caso in cui o sia la matrice identita (con n = m), 'equazione (2.20) si riduce a

t
X = x—i—/ ds b(s, Xs)dt + wy (2.21)
0

che possiamo invece (con opportune ipotesi su b) risolvere per ogni fissato w. Si puo
infatti leggere (2.21) come la ricerca di un punto fisso in C'(R,;R"™) per un opportuna
applicazione continua...

Teorema 2.9. Siano b e o globalmente Lipschitz, piu precisamente esiste una costante L
tale che per ognit € Ry, x,y € R™ (qui |- | e la norma euclidea in R™, per lo spazio delle
matrici si puo usare una norma qualunque, tanto sono tutte equivalenti)

|b(t, ) — b(t, y)| + |o(t,z) — o(t,y)| < Lz —y|

) 5 , (2.22)

b(t, z)|" + |o(t,2)|” < L(1 + [z]?)
allora esiste una soluzione, nel senso della definizione 2.8, all’equazione (2.18). Inoltre
se Xy e X; sono due soluzioni si ha

P(Xt:X}, tzo)zl

La dimostrazione di questo teorema ¢ sostanzialmente identica all’analogo risultato
per equazioni differenziali ordinarie: 'unicita segue dal lemma di Gronwall, I'esistenza
dalla convergenze delle iterate di Picard. L’unico ingrediente in piu e la diseguaglianza di
Doob che ci consente di stimare il superiore di integrali stocastici (vietatissimo portare i
moduli dentro integrali stocastici!). Vediamo comunque i dettagli.

Dimostrazione.

Unicita. Per la continuita di X; e Xt e sufficente dimostrare che per ogni t > 0 si ha
P(X, = X;) = 1. Assumiamo che per ogni ¢ > 0 si abbia E(]X,|?) < oo, E(|X;]?) < oo,
il caso generale si riconduce a questo mediante arresto. Scrivendo (2.20) per X, X, e
sottraendo membro a mebro troviamo

X, - X, = /0 ds [b(s, Xs) — b(s, X,)] +/0 [o(s,X5) — (s, X,)]dw,

da cui troviamo, per Cauchy—-Swartz nel primo integrale e le proprieta degli integrali
stocastici,

t t
E|X, — X|” §2t/dsIE|b(s,Xs)—b(s,f(s)]erQC/dsE|a(s,Xs)—a(s,)~(s)}2
0 0
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per un’opportuna costante C' = C(n,m) > 0 (il cui valore numerico dipende dalla norma
che abbiamo deciso di usare nello spazio delle matrici). Utilizzando la condizione di
Lipschitz (2.22) ed il lemma di Gronwall il risultato segue.

Esistenza. Definiamo ricorsivamente la successione di processi X *) come

t t
X = g 4 / ds b(s, XW)dt + / o(s, X)) duw, (2.23)
0 0

ed Xt(o) = x. Procedendo per induzione ed utilizzando la secoda riga in (2.22) si verifica
che per ogni 7" > 0 esiste una costante C' = C(T, L) tale che per ogni t € [0,7] e kK > 0 si
ha

E| x|

< O+ |z[*)e (2.24)

che ci garantisce I'itegrale stocastico in (2.23) essere una martingala. Abbiamo

t t
XD - x = / ds [b(s, XP) = b(s, X)) + / [o(5, X1) = (s, XI1) | duw
0 0

S S

Per la condizione (2.22), via Cauchy—Swartz e la diseguaglianza di Doob (teorema 1.9),
otteniamo che per ogni T' > 0 esiste una costante C' = C(T, L) tale che per ogni k > 0 e
t €10,7] si ha

E( sup ’Xs(kJrl) _ ng)|2) < C/tdS]EOXS(k) . X(kfl)‘Q)
0

s€[0,t]

e quindi, per ricorsione,

I
Q)

sup ]E(‘Xt(l) — x’Q)

2.25
k! t€[0,T] ( )

E( sup | X+ — X(k)f) <
]

s
s€[0,¢

In particolare ne segue che

- 1
> P ( sup [X - x| > ) <o
=0 t€[0,77] k

Utilizzando il lemma di Borel-Cantelli (lemma 2.2) troviamo un insieme € di P misura
uno per cui vale la seguente affermazione. Per ogni w € () esiste kg = ko(w) per cui se
k> ko e siha

sup | X" (w) - XP(w)| <
t€[0,T]

1
k2
cosicché Xt(k) (w) & convergente, uniformemente per ¢ in compatti, se w € 2. Considerando

il limite k — oo costruiamo un processo X; continuo P—q.s. Si tratta ora di mostrare che
X, soddisfa le altre richieste in definizione 2.8. Dalla diseguaglianza (2.25) segue che,

per t fissato Xt(k) ¢ una successione di Cauchy in Ls(PP); per la converenza P—q.s. di Xt(k)
si ha allora che X* converge a X, in Ly(P). In particolare, grazie alla stima (2.24),
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E|X;|? < C(1 + |z|?)e®. Utilizzando (2.22) & ora facile passare al limite k — oo in (2.23)
e dimostrare che X soddisfa (2.20). O

2.4. Formulazione di equazioni stocastiche come problema alle martingale (cenni)

Consideriamo I'equazione stocastica (2.18) quando b e o non dipendono esplicitamente
dal tempo. Ricordando che la matrice (n xn) di diffusione e definita da a(x) := o(x)o(x)*,
ovvero a; j(x) = Y-, 0;x(x)0; (), introduciamo l'operatore differenziale (su R™)

Lu(w) =5 3 a@)iddju(@) + ) bi(w)du(x) (2.26)

1<ij<n

Se abbiamo una soluzione, nel senso della definizione 2.8, di (2.18) utilizzando la
formula di Tto (nella versione multidimensionale) troviamo che per ogni f € C%(R") (C?
a supporto compatto) il processo

t
M = £ = f(@) = [ s LX) (227
¢ una martingala sullo spazio filtrato (2, F, F;, P). D’altra parte il teorema di Levy (teo-
rema 1.21) ci suggerisce che tale proprieta di martingala possa caraterizzare univocamente
il processo X.

L’idea ¢ quindi di formulare (2.18) come un problema per una misura di probabilita
su C(Ry;R™) (dotato della o—algebra dei boreliani e della filtrazione canonica) facendo
sparire ogni riferimento al browniano w.

Definizione 2.10. Una misura di probabilita P, su C(R,;R™) risolve il problema alle
martingale per L in (2.26) con dato iniziale x € R" se P(Xg = x) = 1 (qui X; ¢ la
coordinata canonica su C(R.;R™)) e per ogni f € C%(R") il processo M} in (2.27) ¢ una
P,—martingala.

Come detto prima e sparita ogni traccia del browniano w, di conseguenza anche la
condizione (fodamentale nella teoria di Ito) che X fosse adattato a w non c’¢ piu. La
formula di Ito ci consente di affermare che se il processo X* e una soluzione forte di
(2.18) (ove evidenziamo nella notazione la dipendenza dal dato iniziale) allora la sua
legge P, :=Po (X “)_1 risolve il corrispondente problema alle martingale; anzi la formula
di Ito ci dice proprio chi sia (in termini di w) la martingala MY. Meno ovvio, ma ancora
vero, & che 'unicita nel senso di teorema 2.9 implica 'unicita di P,.

Questo esempio puo aiutare a capire la differenza tra unicita nel senso di Ito e nel
senso del problema alle martingale. Consideriamo n =1, b =0, o(z) = sgn(x) e Xy = 0.
Supponiamo che w; = fg sgn(fs)dBs per un’altro browniano 5 (notiamo che w & ancora
un browniano per il teorema di Levy); allora troviamo subito due soluzioni a (2.18):
Xy = £5;. D’altra parte queste due soluzioni hanno la stessa legge e non contraddicono
I'unicita nel senso del problema alle martingale.

Il vantaggio della formulazione 2.10 ¢ che possiamo dimostrare 'esistenza in con-
dizioni assai pitt deboli. L’unicita e piu difficile (sorprendentemente si puo tradurre in un
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problema di esistenza per equazioni alle derivate parziali), ma si riesce a fare meglio di
quanto si possa fare per equazioni ordinarie: pensare agli esempi classici di non unicita
per equazioni differenziali ordinarie, magari un po’ di rumore puo aiutare.

Il seguente risultato, vedi [9, Thm. 5.4.22 e Rem. 5.4.30] fornisce delle condizioni
sufficenti per l'esistenza e unicita del problema alle martingale.

Teorema 2.11. Se b(x) e a(x) sono limitati e continui allora, per ogni x € R™ esiste una
soluzione al problema alle martingale 2.10. Se inoltre b(z) e a(x) sono Hélder continui e
a(x) > cl, con ¢ > 0 (ovvero L ¢ uniformemente ellittico) allora la soluzione é unica.

2.5. Processo di Ornstein—Uhlenbeck

In questa sezione consideriamo l’equazione stocastica unidimensionale con termine di
deriva lineare e termine di diffusione costante. Ovvero

dXt = —)\Xtdt + dwt
{ X, - =z (2.28)
La cui soluzione si scrive immediatamente via variazione delle costanti, i.e.
t t
X, =e M+ / e M=), = e My + e_’\t/ e dw, (2.29)
0 0

la verifica € immediata:

¢
dX; = —\ [e"\tx +e M / eksdws} dt + e‘”e”dwt
0

Come appare chiaro dall’espressione (2.29) X, si puo ottenere come limite (in Ly(dP))
di combinazione lineare di processi gaussiani ed ¢ quindi un processo gaussiano. La media
e funzione di covarianza del processo X; caratterizzano univocamente la sue distribuzioni
finito dimensionali e pertanto il processo di Ornstein—Uhlenbeck stesso. Effettuiamo il

calcolo, grazie alle proprieta dell’integrale stocastico troviamo E(X;) = ez e

SNt SN\t
E((Xt _ e—)\tx) (Xs _ B—Asx)> _ E(/ e—A(t—u)dwu/ e—/\(s—u)dwu>
0 0

b s raans 7 1
— o [e 1] =5l

(2.30)
ef)\|tfs| o 67)\(#”8)]

Si consiglia di eseguire lo stesso calcolo quando consideriamo il dato inziale non fisso,
ma aleatorio anch’esso. In particolare se prendiamo A > 0 e x una gaussiana a media
nulla e varianza (2\)~! indipendente dal moto browniano w scopriamo che E(X;) = 0
mentre E(X?) = (2\)~! ¢ indipendente da ¢. Questo vuol dire, per la gaussianita di
X, che la distribuzione ad un tempo fissato rimane sempre la stessa. Diremo allora,
in modo naturale, che la distribuzuione gaussiana di media nulla e varianza (2\)~! &
una misura invariante per il processo di Ornstein—Uhlenbeck. Poiche per v.a. gaussiane
la convergenza della media e della varianza implica la convergenza in legge (dimostrare
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questa affermazione. Sugg. scrivere le funzioni caratteristiche) facendo il limite t = s — oo
in (2.30) troviamo che la v.a. X; converge in legge alla variabile gaussiana di media nulla
e varianza (2\)~! per ¢ — co. La misura invariante descrive quindi - almeno in questo
caso - il comportamento asintotico del processo.

Proposizione 2.12. Sia S : Ry — R, la funzione strettamente crescente definita da
S(t) = fgds e = (20) 71 [e*M — 1]. Siano inoltre X7 il processo di Ornstein—Uhlenbeck
(in cui evidenziamo nella notazione la dipendenza dal dato iniziale x € R) e W un moto
browniano standard. Allora, per ogni x € R,

XE M oM W] >0 (2.31)

(questa identita va intesa come identita tra processi: i due processi, pur essendo definiti
su diversi spazi di probabilita, hanno le stesse distribuziont finito dimensionali e quindi la
stessa legge).

Dalla precedente proposizione segue in particolare che le proprieta locali (come la non
differenziabilita P—q.s.) delle traiettorie browniane e del processo di Ornstein—Uhlenbeck
sono le stesse: nell’equazione stocastica (2.18) per tempi “piccoli” conta solo il termine di
diffusione.

Dimostrazione. Per la gaussianeita dei due processi e sufficente verificare 'identita della
media e della funzione di covarianza. Poiche E(WsyWsay) = S(t) AS(H) = St AY) si
conclude subito che la funzione di covarianza del secondo membro in (2.31) coincide con
quella ottenuta in (2.30). O

Armati di proposizione 2.12, siamo ora in grado di calcolare la probabilita di tran-
sizione per il processo di Ornstein—Uhlenbeck, ovvero vogliamo calcolare la funzione
a(z,y), (t,r,y) € Ry x R? tale che per un qualunque B € B(R), z € Ret > 0 si
ha

P(X{ € B) = /de q:(2,y)

Quando “scopriremo” il legame tra soluzioni di equazioni stocastiche e operatori dif-
ferenziali del second’ordine identificheremo ¢ con la soluzione fondamentale dell’equazione

1
Owu(t,z) = §a§mu(t, x) — Axdul(t, x) (2.32)
Vedremo inoltre come, attraverso un cambio di variabili (trasformazione dello stato fonda-
mentale), il precedente operatore differenziale sia unitariamente equivalente all’operatore
1/202x + Az?/2. In questo senso il processo di Ornstein-Uhlenbeck ¢ uno dei modi di
“risolvere” l'oscillatore armonico in meccanica quantistica.

Ricordando che
(2.) = —— exp | (y—x)Q}
X
P T,y 5t p o
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t:ovvio

e la probabilita di transizione del moto browniano, vedi (1.1), abbiamo, grazie alla propo-
sizione 2.12 (qui sotto P ¢ la legge del browniano W ovvero la misura di Wiener)

P(X; € B) = P(e—” [z + Ws@)}) = / Mde psw (T, y)

VA My — e‘”:c)2
[ { - T
B 7r(1 — e*”‘t)
che conclude il calcolo.

Verificare “a mano” che la soluzione dell’equazione (2.32) con dato iniziale ug(x) am-
mette la rappresentazione

ult,z) = / dy (. y)uoly)

Il seguente lemma “ovvio” ci sara utile nella prossima sezione.

Lemma 2.13. Sia X, il processo di Ornstein—Uhlenbeck con dato iniziale x = 0. Allora
per ogni T > 0
lim sup |Xt| =0 P q.s.
A—+o00 t€[0,7)
Dimostrazione. La dimostrazione non ha nulla di probabilistico. Si tratta di analizzare
I’equazione

t
X, = —)\/ ds X + wy
0

dove w; € una funzione continua assegnata. Dimostriamo che, detto My := sup,cp ) Xt
si ha limy_,o My = 0. Sia 7, tale che M, = X, (possiamo supporre M, > 0); preso ora
un ¢ € (0, M,) introduciamo o) < 7 tale che per t € [o), )] si abbia 6 < X; < M,. (Ex.
oy e Ty sono tempi di arresto?) Abbiamo

A

X
M)\zé—)\/ dt Xi+ Wy, — Wy, <0 —ON(T\ — 0)) + Wr, — W,

A

Supponiamo ora che limy My =: M > 0 e ricaviamo un assurdo. Dichiariamo ¢ :=
lim, A(7\ — 0,); passsando ad opportune sottosuccessioni possiamo supporre My — M
e M1y — o)) = £. Se { = +oco troviamo, per la limitatezza di wy, il palese assurdo
M < —o0. Se invece ¢ € [0, 00) necessariamente 7 — o, — 0 e quindi, per la continuita
di wy, troviamo M < §(1 — ¢), ovvero M < 0 per 'arbitrarieta di 6. Ripendo lo stesso
argomento per il minimo concludiamo la dimostrazione. ]

2.6. Approssimazione di Smoluchowski

Ritorniamo al fenomeno fisico che c¢i ha motivato I'introduzione del moto browniano,
vedi sezione 1; cerchiamo di fare un modello un po’ piu raffinato (realistico?). Consideri-
amo una particella in un fluido viscoso (e.g. olio) soggetta ad un campo di forze assegnato
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b ed agli urti delle molecole del fluido in agitazione termica. Scriviamo ’equazione di
Newton indicando con X; la posizione della particella:

th =b(t, X;) — Xt + fi

dove m & la massa della particella, b(t, X;) il campo di forza esterno, —X, Dattrito e
f+ la forza dovuta agli urti delle molecole del fluido. Scriviamo 1’equazione di Newton
come un sistema del prim’ordine e schematizziamo f; come un termine impulsivo (cambia
istantaneamente la velocita della particella) che modelliamo come 1wy, ove w; ¢ il moto
browniano. Otteniamo allora

?dYt = b(t, Xt)dt — Y,dt + dwy (2‘33)
0 = T
Yo =y

Ove, nell’applicazione considerata, X, Y; sono processi a valori in R3. Per complicare ul-
teriormente la terminologia il processo (X, Y;) viene alle volte detto processo di Ornstein—
Uhlenbeck!

In questa sezione vediamo come nel limite m — 0 la soluzione di (2.33) converga
all’equazione aristotelica

X(] = T
Proposizione 2.14. Supponiamo che il campo vettoriale b sia globalmente Lipschitz (sod-
disfi cioé la condizione (2.22)). Poniamo m = 1/X\ e denotiamo con (X*,Y?*) lunica
soluzione di (2.33) e con X la soluzione di (2.34). Allora per ogni x,y € R® ¢ T > 0 si
ha

lim sup ‘X)‘ Xt| =0 P q.s.
A=00 4210,T]

Dimostrazione. Dimostriamo la proposizione con l'ipotesi aggiuntiva che campo vettoriale
b sia limitato, rimandando a [11] per il caso generale.
Per la variazione delle costanti possiamo scrivere la seconda equazione in (2.33) come

¢ ¢
Y =e My + / ds e AE=9p(s, X2 + / Ae A=) gy,
0 0

che inserita nella prima equazione in (2.33) produce

X?::c—l—/dse y—i—/ds/du)\e s"uX’\ /ds/)\e s“dwu

= )\(1—6 My /0 u (1 — e M) b(u, X)) + /0(1—6 =) dy,.

Scrivendo I'equazione (2.34) in forma integrale e sottraendo membro a membro trovi-
amo

1 t t t

X)X, = X(l—e_)‘t)y—/ e_)‘(t_s)dws—/ dse_)‘(t_s)b(s,X;\)—l—/ ds [b(s,X;\)—b(s,Xs)].
0 0 0

(2.35)
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In virtu della limitatezza di b e del lemma 2.13 abbiamo

t t
lim sup U / e M= | + ‘ / ds e M=9p(s, X } =0 P gq.s.
A=ooefo,1) L Jo 0
Pertanto la dimostrazione si conclude utilizzando il lemma di Gronwall in (2.35). O

2.7 Limite di McKean-Vliasov

Consideriamo N diffusioni in R? con interazione di campo medio descritta da un
potenziale a due corpi V: RY — R, ovvero il sistema di equazioni stocastiche

N
i 1 i ‘ i
dX; = I ;:1 VV (X, — Xj)dt + dw; (2.36)
dove w’, i =1, ..., N sono browniani indipendenti in R?. Vogliamo descrivere tale sistema

nel limite di infiniti gradi di liberta N — oo. Nel caso in cui non ci sia perturbazione
stocastica, tale limite e descritto dall’equazione di Vlasov.

Per prima cosa dobbiamo decidere quale sia l'osservabile rilevante: non vogliamo
conoscere la posizione della singola particella, ma solo le proprieta ‘medie’ del sistema.
Definiamo quindi la misura empirica ©: R¥®™ — P(R?) come la mappa che a x =
(zt, ..., 2) € R¥ associa la probabilita 7V su R? definita da

N 1 a
T = NZ(SIZ
=1

Dato T' > 0, con lieve abuso di notazioni chiamiamo anche misura empirica la mappa
Vo C([0, T);R¥Y) —: C([0, T]); P(RY)) definita da (7V)(x.) := 7 (z;), t € [0,T]. Nel
seguito consideriamo P(R?) con la topologia indotta dalla convergenza debole (convergono
integrali di funzioni continue e limitate). Con tale topologia P(R?) & uno spazio polacco,
i.e. metrizzabile completo e separabile. Una possibile metrica che descrive la convergenza
debole e quella definita dalla distanza di Levy.

Sia XV = (X1 ..., XNN) la soluzione di (2.36) con una successione di dati iniziali
(deterministici o aleatori) 2 = (x3"',...,25"") per (2.36) organizzati in modo che la
successione di probabilita su R? data da 7V (z)) converga (in probabilita nel caso di
dati aleatori) a po(r)dr (dr & la misutra di Lebesgue in R?) per un’opportuna densita di
probabilita po: R? — R,. Ad esempio cid accade se z'¥, i sono variabili i.i.d. con legge
po(r)dr.

Vogliamo dimostrare che tale proprieta si mantiene nel tempo, ovvero esistere una
famiglia di densita di probabilita p;, t € [0,T] per cui, dato ¢t € [0,T], la successione di
variabili aleatoria a valori in P(R?) data da 7V(X}Y) converge in probabilita a p;(r)dr.
Vogliamo anche scoprire come calcolare p; in funzione di py: risolvendo ’equazione di
McKean-Vlasov

{Otpt -V (Pt Pt * VV) = %Apt

Pt=0 = Po
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dove px VV(r) := [dr’ p(r')VV (r —r") & la convoluzione. L’interpretazione di (2.7) ¢ la
seguente: nel limite N — oo la misura empirica evolve come un equazione di trasporto
nel campo di forza “efficace” —p * VV e con un termine di viscosita.

L’enunciato che dimostreremo e in effetti lievemente diverso.

Teorema 2.15. Sia V € C?(R%) con VV Lipshitz. Sia inoltre XN la soluzione di (2.36)
con dati iniziali come sopra e tali che

1o g2
s%pE(N;hév | ) < +00.

Dato T > 0 sia PN, probabilita su C([0, T]; R¥), la legge di XN. La successione di prob-
abilita su C([0, T); P(R?)) definita da PN o (7)1 (ovvero la legge della misura empirica)
converge debolmente alla probabilita concentrata su ™ ove T(r) = py(r)dr con p = p(r)
unica soluzione debole di (2.7).

La formulazione debole di (2.7) & semplicemente ottenuta moltiplicando per una fun-
zione di prova liscia e intergrando per parti. Rimandando ai corsi di equazioni alle derivate
parziali, assumeremo qui che tale formulazione ammette un’unica soluzione. L’esistenza
si puo invece ottenere come corollario del precedente teorema.

La strategia di dimostrazione di Teorema 2.15 € canonica: prima dimostriamo la com-
patezza di {P" o (7V)71}, poi facciamo vedere che i suoi punti di accumulazione sono
supportati sulle soluzioni deboli di (2.7) ed infine ci appelliamo all’unicita.

Per dimostrare la compatezza, applicando Prohorov allo spazio C([0,T]; P(R%)), &
sufficente il seguente lemma in cui @ = (m)seo.r] ¢ un elemento di C([0, T); P(RY)) e si
indica con (m, ¢) la dualita tra probabilita e funzioni.

Lemma 2.16. Sia {P,} una successione di probabilita su C([0,T]; P(R%)). Supponiamo
esistere una successione di compatti K, CC P(R?) per cui

lim sup P, (3t € [0,T]: m & K;) = 0. (2.37)

l—=00 p

Supponiamo inoltre che per ogni ¢: RY — R liscia (C*) a supporto compatto e per ogni
n > 0 valga

lim sup Pn<|t8151|125 (71, 6) — (75, 9)| > 77) = 0. (2.38)

Allora la successione {P,} é tight.

I1 punto essenziale & che in (2.37) abbiamo lo stesso compatto K, per tutti i tempi,
questo ci permette di guardare in (2.38) il modulo di continuita solo integrando una
funzione alla volta. Tralasciando la dimostrazione del lemma vediamo come si usa nel
nostro caso.

Per il teorema di Prohorov per le probabilita su R?, la stima (2.37) segue dalla seguente
affermazione.
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Lemma 2.17. Sia ¢: R? — R, data da o(x) = |z|?/2. Allora

lim lim PN< sup (¥, ) >€> = 0.

f—o00 N—o0 te [O T]

Dimostrazione. Per la formula di Ito,

, , t 1 , . 1 , ;
PX) = 00 + [ ds [~ 5 D0 V(XD - VX - X2+ S Ap(XD)] + M7
J

0

dove M#% i =1,..., N sono martingale con “angoletto”

t
(M4, M), = 51-,1/0 ds | V(X[

Osserviamo che, per la definizione della misura empirica, 7V *VV (r) = % > i VV(r—X N,

sommando su ¢ e dividendo per N ricaviamo

t
(o) =)+ [ ds[ - (Tp w2 9V) 4 5] +

dove M¥ e una martingala con variazione quadratica
© 1 ! i |2 1 ! N 2
[M?], = WZ/O ds |[Vo(XD)|" = N/o ds (x| V|,

Per la diseguaglianza di Doob,

]E( sup }Mf|2> <A4E[M?],.

t€[0,T]

D’altra parte, poiché VV e Lipshitz,

V() - 7« WV ()| < Clrl 5 S [9VO) + I = X

J

<o(ieirP+ % ST < C(1+ () + (7, 9)).

J

(2.39)

Per ipotesi sui dati iniziali, E(<7T(]]V , g0>) ¢ limitato uniformemente in N. Prendendo quindi
in (2.39) lestremo superiore in ¢ ed utilizzando il lemma di Gronwall ¢ immediato ricavare

]E( sup <7T,fv,gp>> < 400
te[0,7

che implica la tesi.

]

Come per la convergenza della passeggiata aleatoria al moto browniano, la stima (2.38)

si ricava dall’affermazione seguente.
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t:dc2| Lemma 2.18. Sia ¢ € C%(R?). Allora per ognin > 0
K

— 1
lim lim  sup —PN< sup WN,d) - 7T£V7¢ > 77) =0.
0J0 N—oo s€[0,T—4) ) te[s,s+6] ’< ¢ > < >|

Dimostrazione. Fissato s € [0, 7], applichiamo la formula di Ito nell’intervallo [s, ¢],

i i ! 1 i i j 1 i s,y

O(X) = o(XD) + [ du| =D Vo(XL) - V(X = X))+ 586(X))| + M
5 J
dove M*" i=1,... N, te [s, T] sono martingale con “angoletto”
[M#' M*] =6, / ds [Vo(X0)|™.
Sommando su ¢ e dividendo per N ricaviamo
! 1

750 = (0) = [ du[— Y.V nY « V) + S, A0)] + M

dove M*? & una martingala con variazione quadratica

1 t
017, = [ du(m Vo)

che si annulla per N — oco. Utilizzando la diseguaglianza di Doob ed il lemma precedente
per controllare VV & ora facile concludere la dimostrazione. O

Lemma 2.19. Sia P, probabilita su C([0, T]; P(R?)), un punto di accumulazione di {P™o
(7#N)=1}. Allora, con P probabilita uno, per ognit € [0,T] e ¢ € C%(RY),

t

(70:6) = (70, + [ ds{(m, V972 9V) 4 5(m B0,

ove To(dr) = po(r)dr.

Dimostrazione. Per contuita e densita basta verificare I'affermazione per una ¢ fissata.
Sia N — oo una sottosuccessione (non rinominata) per cui P¥ o (7V)~! — P. In virtu
dei precedenti calcoli, con PV probabilitd uno vale

! 1
(w.0) = (' o)+ [ ds{(x V6.7 « TV} 4 im¥ A | + M7
0
dove M? e un martingala con variazione quadratica
¢ I N 2
(M), = N/gds(ws AVoP).
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Sia
Bu(r.0) = (m0.0) = (o,0) = [ ds{(m, V07,5 V) = 5(m 80W) |

Poiché PV o (7V)~! — P, per ogni n > 0

P( sup [E(r.¢)| >n) < lim PY( sup |E(x",0)] > n)
te[0,7 N—o0 te€[0,7
= lim PN< sup ‘Mt‘z’} >n) =0
N—oo t€[0,7)

grazie (ancora!) alla diseguaglianza di Doob. Concludiamo per 'arbitrarieta di 7.

In realta ¢’¢ una minima truffa, se VV non ¢ limitato la funzione 7 +— (r, VV') non
¢ continua in P(R?) e quindi Iisieme {r: |Ey(7,¢)| > 1} non ¢ aperto (o meglio non
sappiamo esserlo). Poiché VV ha crescita lineare la stima in Lemma 2.17, che controlla
funzione con crescita quadratica, e piu che sufficente ad emendare la truffa. Si omettono
i dettagli. O

Il limite di McKean-Vlasov si puo formulare il modo diverso, forse piu evocativo, che
si discute brevemente senza dettagli. Consideriamo il caso con dati iniziali i.i.d. Allora
le diffusioni X?, i = 1,..., N sono scambiabili, ovvero la legge congiunta & invariante per
permutazioni. Fissamo l'attenzione su una di queste, diciamo X! e cerchiamo di capire
come sia la sua legge. Per N finito dipende dalle altre e non possiamo dire nulla in pit,
nel limite N — oo accade invece che converga alla legge della seguente diffusione “non
lineare”

dXt = — (7Tt * VV) (Xt)dt + dwt
m = Legge di X;

che si interpreta naturalmente come una condizione di punto fisso: a 7 data la prima
equazione determina X, la seconda impone che 7 al tempo ¢ sia proprio la legge di X al
tempo t. Evidentemente 7, t € [0, T] evolve con I'equazione di McKean-Vlasov (2.7).

2.8. Tempr locali di un browniano e rappresentazione del browniano riflesso

Introduciamo l'isieme degli zeri di un moto browniano:
Z(w):={teR; : w(w)=0}

che risulta un sottoinsieme aleatorio di R, . La seguente proposizione afferma che Z ha,
con probabilita uno, una struttura tipo insieme di Cantor.

Proposizione 2.20. Per P quasi tutti gli w € ), l'insieme Z(w) ¢é chiuso, ha misura di
Lebesgue zero e non ha punti isolatu.

Dimostrazione (incompleta). Essendo l'insieme degli zeri di una funzione continua P-
q.s.,Z(w) e chiuso. Per vedere che, P-q.s., ha misura di Lebesgue zero basta scrivere

E/Ooodt I(t) = /Ooodt]P’(wt =0)=0
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Poiché wy = 0 si ha 0 € Z, dalla legge dei logaritmi iterati (vedi [9, Thm. 2.9.23] o [12,
Thm. I1.1.9]) segue che {0} ¢ un punto di accumulazione di Z. Dato che l'incremento
di un browniano, w1+ — wy,, con ¢ fissato e ¢ > 0, € ancora un browniano, il risultato
segue. O

Vogliamo ora costruire una misura (aleatoria) su Ry il cui supporto sia proprio Z; tale
misura descrivera quindi il tempo che il browniano ha trascorso in zero. Formalmente tale
misura dovrebbe essere §(w;)dt con §(z) la “funzione” di Dirac. Non possiamo sperare di
dare senso direttamente a 0(w;), ma riconoscendo in 24(x) la derivata seconda di |z| la
formula di Ito ci direbbe

¢ ¢
|w| :/ sgn(ws)dws—f—/ds d(ws)
0 0

Il problema & diventato quindi di dare senso alla formula di Ito per funzioni non C?. La
convessita di |z| ci aiutera.

Sia f € C(R) una funzione convessa e indichiamo con f’ la derivata sinistra (che
esiste per tutti gli x € R). Il seguente risultato, noto come formula di Tanaka, estende la
formula di Ito a tali funzioni.

Teorema 2.21. Data f convessa, esiste un processo continuo e crescente A{ tale che

f(wy) :f(w0)+/0 f(wy)dw, + Al

Osservazione. 11 risultato & vero (con la stessa dimostrazione) per una qualunque semi-
martingala continua (ovvero un processo X; tale che dX; = ¢,dt + ¢;dw;). Diversamente
da Tto, la formula di Tanaka & perd speciale per processi unidimensionali (solo in una
dimensione le funzioni convesse hanno derivata monotona).

Dimostrazione. Se f € C*(R) Tanaka si riduce ad Ito, approssimiamo quindi f con una
funzione C?(R) come segue. Sia 73 € C*°(R) positiva con supporto in ( 00, 0] tale che
[dz y(x) = 1. Per & > 0 definiamo j.(z) := e 1y(e ) e fo(x) == ge x f(z) = [dy 3c(x —
y)f(y). Evidentemente f.(z) — f(x) per ogni z € R e fli(z) T f.(z). Ne segue che
fe(wy) = f(wy) fo fiws)dws — fo f-(ws)dwg in probabilita rispetto a P. Applicando
la formula di Ito a f. possiamo allora definire

A?I%A%WK%)‘MM /fz%m%

che risulta continuo e crescente (per la convessita di f.). Per quanto detto prima possiamo
passare al limite per € | 0; definendo A{ = lim. A} completiamo allora la dimostrazione

della formula di Tanaka. ]
Considerando la funzione convessa f,(z) = |z — a|, con a € R abbiamo

, B N 1 se x> a
i) =sete—a) = { L) 2
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Chiamiamo allora tempo locale del browniano in a il processo continuo crescente L{ tale
che

t
|wy — a| = |a —I—/ sgn(ws — a)dws + Lf
0
Vediamo ora che la misura dL* descrive effettivamente il tempo passato dal browniano
in a.
Proposizione 2.22. La misura dL} ha supporto contenuto in {t € Ry : w; = a}.

Dimostrazione. Applicando la formula di Ito al processo w; ed alla funzione (z — a)?
troviamo

¢
(wt—a)2:a2—|—2/(ws—a)dws—|—t
0

Applicando invece la formula di Ito al processo |w; — a| (qui stiamo leggermente barando,
non P’abbiamo veramente dimostrata in questa generalitd) ed alla funzione z? troviamo

t t t
(w, — a)* = a® + 2/ lws — a| sgn(ws — a)dws + 2/ |lws — a| dL¢ +/ ds [sgn(w,s — a)]?
0 0 0

che confrontata con la precedente fornisce fot lws — a|dL? = 0. [
Con qualche sforzo in piu si puo dimostare (vedi [12, VI, Cor. 1.9]) che, P-q.s.

1 [t

L} = laig)l -/, ds Tjg q1e(w;) (2.40)
il che conferma l'affermazione che il tempo locale L{ misura il tempo passato in a dal
browniano.

Utilizzando il corollario 1.29, non & difficile verificare, vedi [12, Thm. VI.1.7] che si
puo scegliere a — L{ continuo con probabilita uno, in particolare misurabile. Come
corollario della formula di Tanaka si arriva facilmente alla seguente formula del tempo di
occupazione; per ogni f : R — [0, 00) boreliana

/ s fw,) = o r@r

che conferma l’idea che L% misuri il tempo passato dal browniano in a.
t

Non abbiamo nessuna difficolta a definire un moto browniano riflesso in zero: basta
dichiararlo |w;|. Vorremo pero definire la riflessione per una qualunque equazione stocas-
tica (unidimensionale) e trovare una diversa caratterizzazione del browniano riflesso. Il
risultato essenziale e il seguente Lemma di Skorohod in cui la probabilita non appare.

Lemma 2.23. Sia y € C(R,) tale che y(0) = 0. FEsiste un’unica coppia di funzioni
continue z,a € C(Ry) tali che:

(1) per ognit >0 si ha z(t) = y(t) + a(t);
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(i) si ha z(t) > 0;

(#i) la funzione a é crescente, a(0) = 0 e la misura da(t) ha supporto contenuto in
{te R, : 2(t) =0}.
L’idea ¢ che, dato y, la funzione a fornisce la spinta necessaria per mantenere z positivo,
ma nulla in pit: appena z > 0 a non agisce piu.

Dimostrazione. L’esistenza della coppia (z, a) viene dimostrata per esibizione: detto y_ :=
max{0, —y} poniamo

a(t) = sup (y(s))_,  z(t) =y(t) +a(t)

Si verifica immediatamente (Sugg. fare il disegno) che soddisfa le richieste del lemma.

Per dimostare 'unicita ci diamo un’altra coppia (Z, a) che soddisfa (i)—(4ii). Abbiamo
che z—Z = a—a ¢ a variazione limitata (come differenza di due funzioni crescenti), poiché
z(0) = 2(0) abbiamo, per il teorema fondamentale del calcolo,

[2(t) — 2(15)]2 = 2/0 [2(s) — Z(s)]d[a(s) — a(s)] = —2/0 z(s)da(t) — 2/0 Z(s)da(t) <0

in cui abbiamo usato le proprieta di supporto di a,a e z,z > 0. O]

Possiamo ora definire cosa sia la soluzione di un’equazione stocastica dX; = b(X;)dt +
o(Xy)dw, con dato iniziale x > 0 e riflessione in zero: ¢ la coppia (X, ¢;) di processi
adattati continui P—q.s. tale che, P—q.s.,

(i) per ogni t > 0 si ha
t t
X,=z+ / ds b(Xs) + / o(Xs)dws + 4
0 0

(ii) si ha X; > 0;

(iii) il processo ¢; € crescente, {y = 0 e la misura ¢; ha come supporto un sottoinsieme di
{tER+ : Xt:O}

In tal caso di dice che (X, ¥¢;) € soluzione del problema di Skorohod. Con appropriate
condizioni su b e ¢ si pud dimostare 'esistestenza e unicita della soluzione, vedi [4, §23]
per i dettagli.

Teorema 2.24. Sia w un moto browniano e poniamo S; = supejo ws. Allora i processi
(S¢, St —wy) € (Ly, |wy|) (in cui Ly € il tempo locale in zero di w) hanno la stessa legge.

Dimostrazione. Poniamo B, := — fot sgn(ws)dw, e notiamo che, grazie al teorema di Levy
(teorema 1.21), B, ¢ - in legge - ancora un moto browniano. La formula di Tanaka dice
allora

t
|wy| = / sgn(ws)dws + Ly = =By + Ly
0
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grazie al lemma 2.23 abbiamo allora

Lt = sup (Bs) ]wt\ = —Bt + sup (Bs)

s€[0,] s€[0,1]
che conclude la dimostrazione. ]

2.9. Approssimazione del browniano riflesso

In questa sezione vediamo come, se mettiamo il campo vettoriale b(z) sufficentemente
forte per < 0, la soluzione dell’equazione stocastica (unidimensionale) dX = b(X;)dt +
dw; converga al moto browniano riflesso in zero. Ricordando che z_ := max{0, —z}, dato
il solito spazio di probabilita filtrato (2, F, F;,[P) con un moto browniano w e A > 0
chiamiamo X* 1'unica soluzione dell’equazione stocastica

{dXtA = A(X})_dt + dw, (2.41)

Xy =0
Teorema 2.25. Sia X* la soluzione di (2.41) e

X, := wy + sup (—wy)
s€[0,t]

(notiamo che, grazie al teorema 2.24, X, ha la legge di un browniano riflesso in zero).
Allora per ogni T > 0
lim sup ’Xt)‘ — Xt| =0 P—q.s.

A—00 te [O,T]

Cominciamo con un lemma generale che, come caso particolare, garantisce la mono-
tonia di X* rispetto a \.

Lemma 2.26. Siano b',b? funzioni globalmente Lipshitz da R a R. Sia inoltre X', 1 =1,2
la soluzione di

X, =

Se b!(z) < V*(x) per ogni x € R e z' < x? allora
P(th < X}, per ognit > 0) =1

Questo lemma fornisce un esempio di accoppiamento, ovvero costruiamo due processi
stocastici nello stesso spazio di probabilita. In questo caso, poiché X! e X? sono costruiti
in funzione dello stesso browniano w; ’accoppiamento e banale (usiamo lo stesso rumore),
vedremo poi esempi di accoppiamenti un po’ piu astuti.

Il risultato del lemma rimane vero se supponiamo che i processi X* soddisfino ’equa-
zione dX; = b'(X;)dt + o(X})dw; (i.e. con lo stessa diffusione), vedi [9, Prop. 5.2.18].
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Dimostrazione. Per la continuitd di X7 ¢ sufficente mostrare che per ogni t € R, vale
P(th > th) = 1. Ricordando che per x € R la parte positiva & definita da x, :=
max{0, 2}, abbiamo

t
E(X, - X7?), = (¢! —2®), + E/O ds Tjp o) (Xy — X2)[b' (X)) — b*(X2)]
t
= (¢! —2%)y + E/O ds Mo o) (Xg — X2)[D(X5) — 07(X5) + 0°(X;) — 0°(X7)]

t t
gLE/ds To (X! — X?) (X! — X?) :L/dsE(Xj—X§)+
0 0

in cui abbiamo usato che, per ipotesi, (z! — 2*); = 0. Applicando il lemma di Gronwall

nella precedente diseguaglianza troviamo ]E(th — Xf) L =0 O

Dimostrazione teorema 2.25. Per la monotonia di A — Az_ ed il lemma 2.26 abbiamo
che \; < )y implica X* < XM P-q.s. Affermiamo che vale inoltre X' < X, per ogni
t > 0. Questo si verifica come segue. Osserviamo che X > 0; preso t > 0, se X} < 0 non
dobbiamo fare nulla, altrimenti introducendo 7 = sup{s € [0,#] : X2 = 0} troviamo

t
X{\:X{\—XT)‘:wt—wT—{—/ds)\(XS)‘)_:wt—wT§Xt

T

dove abbiamo usato (Xj)i =0 per s € [1,t].

Grazie alla monotonia e limitatezza, esiste un processo Y;, t € R, tale che X* 1Y per
A — o0. Per completare la dimostrazione faremo vedere che P—q.s.: Y ¢ continuo, Y > 0
ed esiste un processo continuo crescente ¢ per cui Y; = w; + £; con fooodﬁ (t) Y, = 0. Dalle
precedenti proprieta, grazie al lemma 2.23, concludiamo che ¥ = X
Continuita di Y;. Ricordiamo che per f € C(R;), d >0e T > 0, il modulo di continuita
di f nell'intervallo [0, 7] ¢ definito come

wsr(f) == sup |f(t) — f(s)].
e

Cominciamo con il mostrare la stima a prior:

inf X} > —2wsr(w) —4e™ sup |w(t)]. (2.42)
t€[0,7] te[0,T]

che ci mostra come X} non possa diventare “troppo” negativo.

Sia 7 € [0,7] tale che inf;cor) X} = X?. Se X2 = 0 non ¢t nulla da dimostrare,
altrimenti sia 0 = sup{t € [0,7] : X} = 0}. Per t € [0, 7| abbiamo

t
X?:X(?—)\/dsXsA—l—wt—wg

g
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che possiamo integrare facilmente ottenendo
T
X = w, —w, — / ds Ae M=) [ws — w,]
g

= e M) w, — w, +/ ds \e T [w, — wy)

g

V(T=9)
= e M w, —w,] + / ds \e*™ ™) [w, — w,]

+ / ds e 27 [w, — w,]
oV(T—9)

> —4e™ sup |wy| — 2wsr(w).
te[0,T

Possiamo ora stimare il modulo di continuita di X*. Affermiamo che

w(;,T(XA) < 8|wsr(w) + e sup |wt|}. (2.43)
t€[0,T]

Siano t,s € [0,7] con |t — s| < §. Consideriamo prima il caso in cui X} < 0 per ogni
€ [s,t]. Come prima possiamo integrare I’equazione e troviamo

t
X;‘ — X? = (e’)‘(t’S) — 1)XS)‘ + wp — ws — / du Ne M) [wu - ws],
cosicché, grazie a (2.42),

| X} — X2 < —X2 + 2wsr(w) < 4[w5,T(w) +e ™ sup ]wt\] (2.44)
te[0,7)

Se invece X;' > 0 per ogni u € [s,t] troviamo subito | X} — X}| < wsr(w). Gli altri casi
si riconducono facilmente ai precedenti; vediamo come funziona se X < 0, X} < 0. Sia
o=inf{u>s: X} =0} er=sup{u<t: X)) =0} Basta allora scrivere

X7 = X7 = [0 = X7+ X5 = X7

ed utilizzare (2.44) negli intervalli [s, o] e [, t] per ottenere (2.43).

Prendendo il limite A — oo in (2.43) troviamo che il processo limite Y ¢ P—q.s.
continuo. Per la convergenza monotona di X* a Y abbiamo allora che X* converge a
Y uniformemente per ¢ in compatti.

Conclusione della dimostrazione. Per verificare che Y > 0 osserviamo che

t
1
/Ods (X2)_ = 5 [x ],

che nel limite A — oo implica fooods (Y;)i =0, ovvero Y > 0 P—q.s. per la continuita di
Y.
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Introduciamo il processo crescente
t
o / dsA(XY) = X} —w,
0

Grazie alla convergenza di X* al processo continuo Y

(= lim £} =Y, — w,
A—00
¢ un processo continuo crescente. In particolare la misura di Lebesgue-Stieltjes d¢* con-
verge debolmente a d¢ per A — co. Rimane da mostrare che fooodfth = 0; osserviamo
che il supporto della misura df* ¢ un sottoinsieme di {t > 0 : X;* < 0}. Grazie alla

convergenza uniforme di X* a Y e la convergenza debole di df* a d¢, troviamo, per ogni

T>0
T

T
/ de, Y, = lim [ df} X} <0,
0 A—00 0

che conclude la dimostrazione poiché Y > 0. O]

Note bibliografiche

Una teoria abbastanza completa delle equazioni stocastiche si puo trovare in [9, Ch. 5],
per ulteriori dettagli vedi [8] in cui vengono anche considerate equazioni stocastiche su
varieta. Per un punto di vista meno astratto e invece consigliato [4]; in particolare vi si
possono trovare i teoremi di continuita rispetto ai dati inizili e condizioni che sostituiscono
I'ipotesi (di gran lunga troppo restrittiva nelle applicazioni) di crescita lineare per x — oo
di b(z) e o(x). La formulazione delle equazioni stocastiche come problema alle martingale
¢ dovuta a Stroock e Varadhan [15], vedi anche [9, §5.5.4] in cui non sono pero dimostrati
i risultati di equazioni alle derivate parziali utilizzati. Vedi [9, §5.5.6] per il processo di
Ornstein—Uhlenbeck n-dimensionale. La sezione 2.6 ¢ una soluzione di [9, Ex. 5.2.26],
vedi [11] per una discussione pit ampia (compresa la motivazione fisica). Nel caso in cui
la diffusione ¢ non costante 'approssimazione di Smoluchowski non ¢ cosi facile, vedi [7].
I tempi locali per il moto browniano sono stati introdotti da Levy. La teoria sviluppata
in [9, § 3.6] definisce il tempo locale mediante (2.40), qui si € invece seguito ’approccio
in [12, Ch. VI]. La dimostrazione del teorema 2.25 (suggerita da L. Zambotti) & tratta da

[1].
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3. Processi di Markov

I processi di Markov sono un modello matematico per un evoluzione aleatoria in cui lo
stato del sistema al tempo ¢ (futuro) dipende dalla storia dal tempo 0 al tempo s (passato)
solo tramite lo stato del sistema al tempo s (presente). Sono quindi esculsi tutti i fenomeni
con “isteresi”. Per specificare un processo di Markov basta assegnare la probabilita delle
possibili transizioni da uno stato x al tempo s allo stato y al tempo t. Considereremo
solo il caso di processi di Markov omogenei in cui tale probabilita dipende solo da t — s.
Come vedremo, il moto browniano e, piu in generale la soluzione di equazioni stocastiche
sono esempi di processi di Markov. Un esempio pit elementare ¢ dato dalla passeggiata
aleatoria. Cominciamo dal caso di catene di Markov (tempo discreto) con spazio degli
stati finito o numerabile.

3.1. Catene di Markov

Sia S un insieme finito o numerabile. Un’evoluzione (a tempo discreto) deterministica
su S e semplicemente un’applicazione F' : S — S con cui costruiamo, data una condizione
iniziale x € S, la successione X, .1 = F(X,,), n > 0, con Xy = z. Un esempio di processo
di Markov e ottenuto aggiungendo un po’ di stocasticita al modo seguente. Sia U, n > 0
una successione di variabili i.i.d. con distribuzione uniforme in [0,1] ed F': S x [0,1] — S
un’applicazione misurabile. Dato € S consideriamo la successione di variabili aleatorie
(a valori in S) definita da

X1 = F(X,,,Uy), Xo=ux (3.1)

appare allora evidente che lo stato al tempo n 4+ 1 (ovvero X, dipende dalla storia
passata (le U, rappresentano rumore “fresco”) solo tramite X,,. Vedremo come questo
esempio rappresenti in realta la generica catena di Markov.

Vediamo ora come si costruisce una catena di Markov con probabilita di transizione
data. Sia v € P(S) una probabilita su S, ovvero una successione di numeri v(z), z € S
conv(z)>0e) v(r)=1ep . :SxS5—|0,1] una probabilita di transizione, ovvero

Puy >0 VzyelS pr =1 VreSs (3.2)
y
che rappresenta la probabilita di andare (in tempo 1) da x a y.

Sia 2 := SM la collezione delle traiettorie (a tempo discreto) a valori in S. Chiamiamo
Xy, n > 0 la coordinata canonica in 2, ovvero X, (w) = wy, w = {wp}n>o € Q. Conside-

riamo 2 equippaggiato con la o—algebra dei cilindri 0{Xy, -+, X, -} e costruiamo la
probabilita P, su €2 tale che sul cilindro { Xy = x¢,--- , X,, = 2, } valga
P, (XO =g, "+, Xp = xn) = V(Z0) Puoz1 * " Pan_1,2m (3.3)

chiamiamo P, il processo di Markov con probabilita di transizione p e stato iniziale v. Se
v = 0, con z € S scriviamo P, invece di Py, .
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Con una piccola ambiguita, diciamo anche che una successione di variabili aleatorie
X = {Xo, X1, -} (definite su un qualunque spazio di probabilita con valori in S) la cui
legge sia P, € un processo di Markov con con probabilita di transizione p e stato iniziale
v. Piu propriamente la definizione (3.3) si dovrebbe chiamare realizzazione canonica del
processo di Markov; per il momento non facciamo pero troppa differenza tra un processo
di Markov e la sua realizzazione canonica.

Un semplice calcolo mostra come dalla definizione (3.3) segua la proprieta di Markov,
ovvero per ogni y € S

P, (Xn-‘rl = y}XO, T 7Xn) =P, (Xn-i-l = y‘Xn) = DPXny (34)

che formalizza il fatto che lo stato al tempo n+ 1 (futuro) dipenda dalla storia precedente
(passato) solo attraverso X,, (presente).

Nelle definizione assiomatica di catena di Markov (qui si & privilegiato I’aspetto costrut-
tivo) ¢ data una successione X = { Xy, X3, -} di variabili aleatorie a valori in S per cui
vale (con probabilita uno) la prima uguaglianza in (3.4). La seconda uguaglianza diviene
allora la definizione della probabilita di transzione p, , e, detta v la legge di Xy, la legge
di X soddisfa (3.3).

La proprieta di Markov nella forma (3.4), cosi come la costruzione (3.3), privilegia una
direzione del tempo; in realta proprieta di Markov si puo formulare in modo simmetrico
tra passato e futuro. Siano n > 1 (il presente), A € o{Xo, -+, X1} (un evento nel
passato) e B € 0{X,,;1,---} (un evento nel futuro). La proprieta di Markov si puo allora
enunciare in modo equivalente (verificare) dicendo che, dato il presente, passato e futuro
sono indipendenti, ovvero

P,(ANB|X,) =P,(A|X,) -P,(B|X,)

Vediamo come ogni catena di Markov, nel senso di (3.3), si possa rappresentare nella
forma (3.1) per un’opportuna F.

Teorema 3.1. Sia X una catena di Markov con probabilita di transizione p e stato iniziale
v; allora esiste F': S x [0,1] — S per cui X si puo rappresentare come in (3.1) ove x é
una variabile aleatoria, indipendente dalle U, con legge v.

Dimostrazione. Lo stato iniziale v ¢ gia stato incorporato in (3.1), dobbiamo ora costruire
la funzione F' a partire dalla probabilita di transizione p. Chiamiamo (2, F,P) lo spazio
di probabilita ove sono definite le v.a. z, con legge v, e U, con legge uniforme in [0, 1];
tutte indipendenti. Dato x € S, possiamo costruire una partizione I, ,, y € S di [0, 1]
in modo che Leb([,,) = ps,. Poiché S & numerabile lo possiamo identificare con N, si
puo allora prendere I,; = [0,p;1), o2 = [Pr1,DPz1 + Dz2) € cosl via. A questo punto

dichiariamo
F(z,u) := Z y 1, (u)
y

Si tratta ora di verificare che la catena X definita da (3.1) ¢ Markov (ovvio) con probabilita
di transizione p. Si ha

P(Xni1 =y|X, =) =P(F(z,U,) =y) =P(U, € I,;) = Leb(I,y) = pa,y
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che conclude la dimostrazione. O

Data una catena di Markov X gli associamo naturalmente un semigruppo (marko-
viano) sulle funzioni su S (osservabili) ed il semigruppo duale sulle probabilita su S.
Per f : S — R introduciamo l'operatore lineare

Pf(x):=) peyf(y)

Consideriamo ora f,,(z) := E,(f(X,)) ovvero il valore medio di f per la catena al tempo
n. Qui E, ¢ il valore di attesa rispetto a IP,, grazie alla proprieta di Markov troviamo
subito

Fl@) =) Pa(X1 = y)Be (F(X0) | X1 = 4) = ) payBy (f(X0o1)) = Pfoca () (3.5)

e quindi f, = P"f.
Indichiamo con P anche I'operatore aggiunto che agisce su v € P(S) come

vP(y) =) v(@)pey

x

Prendiamo ora la catena di Markov con stato iniziale v € P(S) ed indichiamo con v, la
legge di X,,, ovvero della stato al tempo n. Allora, sempre per la proprieta di Markov,

v(y) = P(X,=vy)= ZPV(Xn—1 = x)IP’I,(Xn = y‘Xn_l = x)
= Y b1 (@)poy = Va1 P (y) (3.6)

Notiamo come per ottenere I’evoluzione di valori medi di funzioni abbiamo condizionato
rispetto X; mentre per I’evoluzione delle misure rispetto a X,,_;. Per questo motivo ci
si riferisce a (3.5), rispettivamente a (3.6), come equazioni di Kolmogorov in indietro,
rispettivamente in avanti. Se avessimo considerato probabilita di transizione dipendenti
dal tempo, tale terminologia sarebbe stata piu chiara.

Osserviamo infine come (3.5)e (3.6) siano ottenibili I'una dall’altra per dualita:

Vn(f) = Zyn(y)f(y) = Eu(f(Xn)) = ZV(I)Em(f(Xn)) = Zl/(:l:)fn(x) = V(fn)

x x

Nel contesto delle dinamiche deterministiche sono rilevanti le soluzioni stazionarie (po-
sizioni di equilibrio); nel constesto delle catene di Markov, se la probabilita di transizione
non degenera, non vi € modo di rimanere sempre sullo stesso stato; definiamo allora una
misura invariante p richiedendo che, qualora lo stato iniziale sia p allora la legge di X ri-
mane f e quindi, per la proprieta di Markov X, avra legge p per ogni n > 0. Formalmente
diciamo che p € P(S) € una misura invariante (o misura stazionaria) sse u = pP.

Il primo problema naturale riguarda l’esistenza di misure invarianti, facciamo vedere
che a questo fine e sufficente una proprieta di compatezza.
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Lemma 3.2. Sia S un insieme finito e X una catena di Markov, allora esiste una misura
mvariante per X.

Dimostrazione. Prediamo v € P(S) e, dato N > 1, consideriamo la somma ergodica

. 1 N1 1 N1 §
= ¥ Z v, = N Z vP
n=0 n=0

poiche S & compatto, possiamo estrarre una sottosuccessione convergente da V) € P(S)
(visto che S & un insieme finito tutte le nozioni di convergenza coincidono). Sia pu € P(S)
un punto limite, passando al limite lungo la sottosuccessione convergente nella relazione

1= 1
vy p = N ; P =) 4 N [Vo - VN]

troviamo P = p, che dimostra 'invarianza di u. O

Stabilita I'esistenza di misure invarianti, discutiamo 'unicita e le proprieta di conver-
genza di X,, alla misura invariante nel limite n — co. Nel caso di spazio degli stati finiti,
|S| < oo vediamo come si ottiene, suppondo abbastanza aleatorieta nella catena, una
risposta completa. Diciamo che una catena di Markov ¢ irriducibile se esistono m > 1 e
e > 0 tali che

inf (P™ >c 3.7

Jnf (P7),, 2 (3.7)

ovvero possiamo andare da uno stato ad ogni altro in m passi con probabilita strettamente

positiva. Vediamo allora il teorema ergodico per catene di Markov su spazio degli stati
finiti. Per v, u € P(S) introduciamo la norma in variazione totale come

e = vllvy == u(z) — p(x)| = 2sup |1(A) = v(A)] (3.8)

z€S
Esercizio: dimostrare la seconda identita in (3.8).

Teorema 3.3. Sia X,,, n > 0 una catena di Markov irriducibile. Allora esiste un’unica
misura invariante p € P(S). Inoltre p(x) > 0 per ogni x € S ed esiste v = y(m, ) € (0,1)
tale che per ogni v € P(S) vale

[vP" = llry < 7" (3.9)

Osserviamo come la stima (3.9) dica che, uniformemente nello stato iniziale v, la
legge della variabile aleatoria X,, converga, in modo esponenziale, in variazione totale alla
misura invariante p.

Il teorema precedente ha un interpretazione puramente analitica, ¢ allora noto come
torema di Perron—Frobenious. Data una matrice stocastica p, ,, soddisifacente cioe (3.2),
irriducibile allora uno e autovalore sinistro e I’autovettore corrispondente puo essere scelto
con tutte le componenti strettamente positive.
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Dimostrazione. Dimostreremo la seguente stima: esiste v € (0, 1) tale che per ogni y,y’ €
S si ha
16, P" = by P" |7y <" (3.10)

La precedenze diseguaglianza mostra che partendo da due stati diversi, y e 3’ la dis-
tribuzione del corrispondente stato al tempo n differisce di poco; € questa perdita di
memoria il meccanismo per 'ergodicita in catene irriducibili.

Vediamo prima come le affermazioni del teorema seguano da (3.10). Introduciamo
p (x) = inf,(P"), . e [, (z) = supy(P”)yx E immediato verificare che p () & una
successione crescente mentre fi, (x) ¢ descrescente. Esiste quindi il limite di entrambe che
indichiamo con g e @. In virtu di (3.10) abbiamo ora p =71 =: p e vale lim,,_,oo(P"), » =
p(z) uniformemente in y; & ora facile verificare che y & 'unica misura invariante della
catena, soddisfa u(x) > 0 per ogni z € S. Infine la stima (3.9) segue da (3.10).

Per dimostrare la perdita di memoria codificata dalla stima (3.10), l'idea ¢ di con-
siderere insieme le due catene di Markov con stati iniziali y e 3’ (ovvero costruirle sul
medesimo spazio di probabilita) in modo che si mettano insieme con buona probabilita.
In modo pitt formale, date le due catene P, e P, (due probabilita su SV), consideriamo
lo spazio prodotto S x S; diciamo che un accoppiamento delle misure P, e P, ¢ una
probabilitda @, su (S x S)¥ i cui marginali sono P, e P,,. Vediamo come costruendo
un’accoppiamento si ha naturalmente una stima sulla distanza in variazione totale. Chi-
amiamo (X,,,Y,) la coordinata canonica per (S x S)N

|6,P"(x) = 0, P"(z)| = |(P")ya — (P")ya| = |Py(Xp = 2) — Py (X, = )|
= ‘Qy,y’(Xn =12) = Quy(Y, = x)‘
= ‘Qy,y’(Xn:xyyn#x>_Qy,y’(Xn7éx7Yn:x>‘

da cui
H5yp" - 5y/PnHTV - Z ‘Qy,y/(Xn =2,Y, # 1) — Quu(X, #1,Y, = x)‘

< 2Qu (X0 £ V) (3.11)

Si tratta ora di costruire la misura @Q, ,» in modo che la probabilita che X,, =Y, tenda
a uno per n — oo. L’idea & abbastanza semplice. Costruiamo (X,,Y,,), n > 0 come una
catena di Markov su S x S con la seguente regola: X e Y si muovono indipendentemente
(e quindi ognuno con probabilita di transizione p) finché sono diversi, quando sono uguali
si muovono invece insieme. Formalizziamo quest’idea nella definizione

Ay . JPya Py SCY #y
(yry )7($7x) . py’x 517:0/ se y — yl

¢ immediato verificare che ¢ ¢ una probabilita di transizione su S x S. [ marigali di ¢ sono
inoltre Y ). (@a)) = Pya € Dy Ayy) (wa’) = Py 2~ S€ dichiariamo Q,,, come la catena
con dato iniziale (y,y’), segue che € un accoppiamento tra P, e P,.. Infatti, ad esempio,

@yy )(1—‘r ZQ(yy (z,2') = Py,z
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L’ipotesi di irrudicibilita (3.7) ci garantira che la catena Q,, ha, uniformemente nei
dati iniziali, probabilita maggiore di ¢ di far attaccare X e Y in m passi; useremo poi
la proprieta di Markov e (3.11) per dedurre da cio la stima (3.10). La morale ¢ che se
un’evento ha probabilita strettamente positiva di capitare in tempo finito allora prima o
poi capita di certo. Qui non sono pero variabili indipendenti (in cui ¢ quasi ovvio), ma
catene di Markov: sara essenziale l'uniformita rispetto al dato iniziale in (3.7). Vediamo
i dettagli.

Rispetto alla catena congiunta introduciamo il tempo di arresto 7 come il primo tempo
in cui le due copie finiscono nello stesso stato, i.e. 7:=inf{n >0 : X, =Y, }. E facile
verificare che (3.7) implica

Qyy(r<m) > ZQy,y’(Xm =Y, =x)=> Z(Pm>y,w (P™)ya =€

xT

Utilizzando la proprieta di Markov troviamo allora
Quy (7> b+ 1)m) = Qo (Quuy (7 > (b + V| (Xiom, Yim)) )
Qy:y/ (kawuykm (T > m))

@y,y’ (][ka7’5Ykaka7Ykm (T > m))
SUI? Qx,x’ ((T > m) @y,y’ (ka 7é Ykm)

IN

da cui troviamo
Quy (7> (k+1)m) < (1 —¢e)Qyy (7 > km)
che implica la stima esponenziale (3.10). O

Vediamo un altro esempio in cui puo essere utile costruire un accoppiamento tra due
catene di Markov con dati iniziali diversi. Consideriamo il caso in cui S sia numerabile.
Diciamo che una funzione f : S — R ¢ armonica per la probabilita di transizione p sse si
ha Pf = f, ovvero

S pey[fy) -~ f2)) =0  Vaes (3.12)

Se pensiamo alla passeggiata aleatoria semplicie su Z¢, definita da p,, = 1/(2d) se |[z—y| =
1 e py,y = 0 altrimenti, I'equazione (3.12) si riduce all’equazione di Laplace discreta e
giustifica il nome datole.

Vogliamo trovare delle condizioni che implichino un analogo del teorema di Liouville
che dice che le sole funzioni armoniche limitate sono le costanti. Vedremo come l'esistenza
di un accoppiamento “riuscito” garantisca tale proprieta. Chiamiamo accoppiamento
(markoviano) della catena una probabilita di transizione gy ) s,y Su S xS i cui marginali
siano ripsettivamente p, , e p, .. Diciamo inoltre che ¢ un accoppiamento con successo
sse per ogni y,y" € S si ha, con le stesse notazioni introdotte in precdenza,

Qyy (X, =Y, definitivamente) = Q, < U ﬂ{Xk = Yk}) =1

n k>n
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Teorema 3.4. Sia p una probabilita di transizione per cui esiste un accoppiamento con
successo, allora ogni funzione armonica limitata e costante.

Dimostrazione. Se f € una funzione armonica limitata, per ogni n > 0 abbiamo

Indicando con IEM/ il valore di attesa rispetto all’accopiamento Q,, e con 7 := inf{n >
0: X, =Y, Vk>n}il tempo in cui ha successo, otteniamo subito

F@) = F)] = |Ba(f(X0) = B (F(X0)
= B (F0X) = F(4)| < 250p [ /(@) Qoo (7 > )

e prendendo il limite n — oo concludiamo la dimostrazione. O

Utilizzando la ricorrenza della passeggiata aleatoria semplicie in una o due dimensioni
¢ immediato verificare che I'accoppiamento costruito nella dimostrazione di teorema 3.2 &
con sticcesso in questo caso. Per la passeggiata aleatoria semplicie in Z4, con d > 3, una
piccola variante di tale accoppiamento funziona: basta scegliere prima una coordinata a
caso, se il valore di tale coordinata e diverso la si cambia indipendentemente per X e Y
altrimenti tale coordinata cambia allo stesso modo per X e Y. Esercizio: scrivere per
bene questo accoppiamento e verificare che ha successo.

Consideriamo una probabilita di transizione p su S numerabile e consideriamo il cor-
rispondente probelma di Dirichlet. Dato D C S ed un dato al bordo ¢ : Db — R vogliamo
trovare f : .S — R tale che

(3.13)
f@)=¢(x) x¢D

Notiamo come nel caso della passeggiata aleatoria semplicie in Z¢ questa sia proprio

I’equazione di Laplace discreta. Se consideriamo il caso di ¢ limitata, possiamo immedi-

atamente scrivere una soluzione di (3.13) in termini della catena di Markov X.

{Pf(w) =f(x) z€D

Teorema 3.5. Sia 7 := inf{n > 0 : X, & D} il tempo di uscita da D e p : D" - R
limitata; allora la funzione

¢ una soluzione di (3.13).

La rappresentazione (3.14) mostra come possiamo ottenere f(z) facendo partire la
catena da z, guardare dove esce da D e mediare (sulle tutte possibili traiettorie) il cor-
rispospondente valore di ¢. Vediamo inoltre come il dato al bordo ¢ vada assegnato solo
laddove la catena ha probabilita strettamente positiva di arrivare. E altresi chiaro che in
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questa generalita non abbiamo alcuna informazione su 7 la catena potrebbe uscire da D
(prima o poi) con probabilita uno oppure rimanervi intrappolata indefinitivamente.
Dimostrazione. La dimostazione consiste in un calcolo diretto. Cominciamo con lo stabilire
precisamente cosa si intende per X, ¢ definito solo sull’evento {7 < oo} come

Z Ly ZX ) TT 10 (5 () oo (Xa(w))

Il fatto che f definita da (3.14) soddisfi il dato al bordo in (3.13) ¢ ovvio, vediamo
che soddisfa anche I'equazione per x € D. Condizionando rispetto a X; ed utilizzando la
proprieta di Markov troviamo (se z € D allora 7 > 1)

flx) = ZE( n) Tjre n}>
- Zsz,yEz<s@(Xn) | .

= ZPWZE ( n—1) Lgren— 1})
= pr,yfy = Pf(z)

X1:y>

che conclude la verifica. O
Un calcolo analogo a quello fatto in precedenza mostra coma la funzione

u(z) =P, (7 = 00) (3.15)

risolva il problema (3.13) con ¢ = 0. In particolare se accade che P, (T = oo) > ( per
qualche = € D non ci puo essere unicita nel problema di Dirichlet.

Se, al contrario, per ogni x € D accade che la catena esce da D con probabilita
uno, l'ottimismo ci fa pensare che esista un unica soluzione di (3.13) che si rappresenti
come in (3.14). Vediamo che questo succede effettivamente, almeno per soluzioni limitate.
Esercizio: costruire un esempio in cui vi € un unica soluzione limitata, ma non c’¢ unicita
in quelle non limitate.

Teorema 3.6. Sia P, (7’ = oo) = 0 per ogni x € D; allora l'unica soluzione limitata di

(8.13) ¢ data da (3.14).

Premettiamo il seguente lemma generale, che mostra come sia possibile esibire delle
martingale a partire da una catena di Markov.

Lemma 3.7. Sia X una catena di Markov con probabilita di transizione p e g una fun-
zione limitata su S; allora la successione

n—1
M = g(Xn) = 9(Xo) = ), [Pg (Xx) — g(Xy)]
k=0
¢ una martingala (rispetto alla filtrazione naturale F,, = c{Xo,--- , X }).
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Dimostrazione. Si deve verificare che per ogni n > m accade (l'itegrabilita & garantita
dalla limititatezza di g)

n—1

0=E(M!— MI|F,) = E(g(Xn) —9(Xm) = > [Pg(X) — g(Xx)] )Fm)

=m

Dalla proprieta di Markov segue che per ¢ > m si ha E(g(Xg)‘}"m) = Pmg(X,,).
Pertanto I'ultimo membro nell’equazione precedente e dato da

o

P g (Xm) - g(Xm) - Z [P}H_l_mg (Xm) - Pk_mg (Xm)} =0

n—m—
k=m

in quanto somma telescopica. [

Dimostrazione del teorema 3.7. Consideriamo la martingala costruita come nel lemma
precedente a partire da f, soluzione limitata di (3.13), e la arrestiamo al tempo 7. Poniamo

OvVvero
(r—1)A(n—1)

M7 = f(Xonn) = F(Xo) = Y [Pf(Xk) = F(X0)]
k=0
e notiamo che la somma a secondo membro e identicamente nulla poiche per k < 7 —1
si ha Xy € D e quindi Pf(Xy) = f(Xx). Prendendo il valore di attesa rispetto a P, con

x € D (verificare che E, (M,(LT)) = 0 anche per la martingala arrestata) troviamo allora

f(z) =E, (f(XT/\n))
Passando al limite per n — oo, notando che l'ipotesi 7 < oo con P, probabilita uno
implica X, = X, € D ed usando f(z) = ¢(x) per x € D, la formula (3.14) segue. [

Consideriamo il caso in cui D non e limitato, X esce con probabilita uno da ogni
insieme limitato, ma puo rimanere in D con probabilita strettamente positiva. Se consid-
eriamo ¢ > 0 la formula (3.14) definisce allora la soluzione minimale di (3.13), nel senso
che ogni altra soluzione positiva e pit grande di quella definita da (3.14). Si capisce: le al-
tre si ottengono sommando la w in (3.15). Esercizio: dimostare I'affermazione precedente
(sugg. il lemma di Fatou puo essere utile).

Una formula di rappresentazione analoga a quella ottenuta per il problema di Dirichlet
si puo ottenere per ’equazione di Poisson. La dimostrazione del teorema seguente ¢ da
considerarsi un esercizio.

Teorema 3.8. Sia D C S per g: D — R limitata si consideri il problema

{me — f(z)=—g(z) z€D
f(z)=0 v & D

Sia 7 il primo tempo in cui la catena X esce da D. Se B, (1) < oo per ogni x € D, 'unica

soluzione limitata € data da .
f(@) = Ba (D ()
n=0
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Nel caso particolare in cui g = 1 troviamo ’equazione soddisfatta dal valore di attesa
del tempo di uscita. Puo essere utile per calcolare esplicitamente tale valore risolvendo
I’equazione.

3.2. Processi di Markov

Cominciamo nel dare le definizioni rilevanti nel caso di tempo continuo, R, invece di
N, e spazio degli stati S dato da uno spazio polacco (metrico, completo e separabile). Per
le applicazioni a processi di diffusione (soluzioni di equazioni differenziali stocastiche) lo
spazio degli stati sara R, ma per un po’ consideriamo un caso piu generale.

Definizione 3.9. Una probabilita di transizione p;(x, B) cont € R., x € S e B € B(S)
¢ una funzione (a valori in [0, 1]) tale che:

(Z) p()(x’ ) = 51‘;‘
(ii) per ognit € Ry, B € B(S) la funzione x — p(x, B) é B(S) misurabile;
(iii) per ognit € Ry, x € S pi(x,-) é una probabilita su B(S);

(iv) wvale lequazione di Chapman—Kolmogorov
s B) = [ (o, dy) a0 B)

L’interpretazione dell’equazione di Chapman—Kolmogorov ¢ ovvia: la probabilita di
andare da (0, x) a (t+s, B) la posso ottenere integrando su tutti i possibili modi di andare
prima da (0,z) a (t,dy) e poi da (t,y) a (t + s, B).

Diciamo che la probabilita di transizione ¢ submarkoviana se p,(z,S) < 1 per qualche
t e x. Contempliamo cioe la possibilita che il processo “sparisca” da S.

Data una probabilita di transizione p; gli associamo il semigruppo P; che agisce sulle
funzioni limitate f : S — R misurabili (o positive misurabili) come

Pf(x) = / pi(z, dy) £(y) (3.16)

Dato il solito spazio di probabilita filtrato (2, F, F;, P) diciamo che il processo adattato
X, t >0 (ovvero X; € F;) ¢ Markov (o submarkov) con probabilita di transizione p sse
per ogni f € B(S) positiva e ogni s,t € R, accade che

E(f(XtJrs)‘-Fs) = Ptf(Xs) ]P_Q'S (317)

Osserviamo che se introduciamo la filtrazione naturale F* = o{X,,s < t} C F
(poiché X ¢ adattato) e X ¢ Markov (rispetto a F;) lo & anche rispetto alla sua filtrazione
naturale F;*. La verifica ¢ un esercizio (basta usare le proprieta delle attese condizionali).

Dire che un processo ¢ Markov rispetto alla sua filtrazione naturale equivale ad asse-
gnare le sue distribuzioni finito dimensionali. Vedi [12, Thm. III.1.4] per la dimostrazione
(facile) del seguente risultato.
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Proposizione 3.10. Un processo X ¢ Markov rispetto a F;* con probabilita di transizione
p e stato iniziale v € P(S) sse per ogni 0 =tg < t; < --- <t, e f; € B(S) positive

E(ﬁf(Xt)) = /V(dI0> fo(zo) /ptl_to(a:g,dxl)fl(xl) . "/ptn—tnl(ﬂcn—hdxn) Fuln)

In altri termini, con notazioni poverine,

]P’(XtO € drg, Xy, € dxy, -+, Xy, € d:cn) = v(dxo) pry—ty (o, dx1) - Dty 1, (Tp—1, dy)
31

Mediante il teorema di estensione di Kolmogorov menzionato in sezione 1.2, a partire
dalla probabilita di transizione p e la legge iniziale v possiamo costruire la realizzazione
canonica P, del processo X sullo spazio 2 = S®+. Il vantaggio di tale realizzazione &
che possiamo introdurre l'operatore di traslazione. Dato ¢ > 0 definiamo ¢; : Q@ —
come (hw)(s) := w(t + s). Palesemente X (Yw) = X, 5(w). Utilizzando la proposizione
precedente ¢ facile verificare (vedi [12, Prop. I11.1.7] in caso di dubbio) che possiamo for-
mulare, equivalentemente, la proprieta di Markov dicendo che per ogni variabile aleatoria
Z € F :=\,5 Fi* limitata (o positiva) si ha

E,(Z 09| F*) = Ex,(2) (3.19)

che ¢ la forma piu conveniente della proprieta di Markov. Nella sezione precedente
I’abbiamo quasi sempre usato Markov in questo modo.

Soluzione di equazioni stocastiche

Siano b, o funzioni Lipschitz su R™ a valori campi vettoriali, rispettivamente matrici,
e Xfw), t > 0 (in cui evidenziamo la dipendenza dal dato iniziale nella notazione) la
soluzione di

t t
X =t [asnx) + [ o5, (3.20)
0 0

Notiamo, che rispetto alla teoria svolta in sezione 2.3, abbiamo considerato il caso in
cui non vi e dipendenza esplicita dal tempo nei coefficienti, questo per avere un processo
di Markov omogeneo nel tempo, ovvero la probabilita di transire da x al tempo s a B al
tempo t (con t > s) dipende solo ¢ — s.

Vediamo che Xt(x), soluzione di (3.20), & un processo di Markov con probabilita di

transizione
pi(z, B) :=P (Xt(‘”) e B) (3.21)

Comiciamo con il verificare la proprieta di Markov. Evidentemente
t+s t+s
xX¥ = 4 / du b(X ™) + / o (X dw,
0 0
t+s t+s
= X®+ / du b(X) + / o (X dw,
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Per y € R™ introduciamo il processo Y, come I'unica soluzione di

t t
YO =yt [duby®) + [ avyia,
0 0

dove w, := wy,1s — ws, v > 0 ¢ un moto browniano rispetto alla filtrazione ]?u = Fstu
In virtu dell'unicita della soluzione di (3.20), confrontando le due precedenti equazioni

troviamo

(=)
Xt(—:f-) Y; (XS )

s —

e quindi
(x) CEONE .

E(f(xS7) )| Fo) = Pif (x19)

in cui abbiamo usato che il moto browniano w e indipendente da .7::0.

Rimangono da verificare le altre proprieta richieste in definizione 3.9. Vediamo che
per ogni B € B(R”) e t > 0 'applicazione x +— p;(z, B) € misurabile. Poiché possiamo
approssimare boreliani con aperti e sufficiente verificare che per ogni f : R®™ — R limitata
e continua e t > 0, l'applicazione z — P, f(x) ¢ continua. Scrivendo l'equazione (3.20)
con y al posto di z, utilizzando la lipshizianeita di b, o, la diseguaglianza di Doob ed il
lemma di Gronwall troviamo

F) =E(f(v,

lim sup ]E< sup |Xt(x) —Xt(y)‘2> =0
N0 z—y|<s te[0,7]

Grazie a tale stima ¢ facile verificare la continuita enunciata in precedenza.

Il fatto che per ogni ¢ > 0 e x € R™ l'applicazione B(R") > B — p(z, B) sia una
probabilita e ovvio, rimane quindi da verificare ’equazione di Chapman—Kolmogorov. In
virtu della proprieta di Markov, abbiamo

pes(z, B) = P(XﬁileB)=EE(1IB(X§11>\FS):EE(EB(K(W)))\%)
= E(n(x1.5)) = [nle.dy) (s B)

che conclude la dimostrazione della markovianeita di Xt(x).

Nelle applicazioni discusse in sezione 3.1 abbiamo spesso usato la proprieta di Markov
(3.17) non ma tempi deterministici, ma per tempi stocastici (di arresto). Nel caso di
catene di Markov (tempo discreto) cio e sicuramente lecito, nel caso di tempo continuo
invece una richiesta piu forte (proprieta di Markov forte). Vedremo come tale proprieta
sia implicata da una proprieta analitica sul semigruppo P;.

3.3. Semigruppi di Feller
Nel contesto di spazio degli stati S polacco, introduciamo lo spazio delle funzioni

continue che si annullano all’infinito come Cy(S) := Ck(S) ove Ck(S) denota l'insieme
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delle funzioni continue su S a supporto compatto e la chiusura e nella norma uniforme,

|f| = sup,eg|f(z)|. Ovviamente nel caso in cui S sia compatto abbiamo Cy(S) =
C(S). Indichiamo con || - || la norma di un operatore lineare su Cy(S); ovvero ||A] :=
SUPf. =1 |Af].

Definizione 3.11. Un semigruppo di Feller su Cy(S) é una famiglia ad un parametro
{P;}+>0 di operatori lineari su Co(S) tali che

(i) per ognit,s >0 si ha Py s = PP, (P, & un semigruppo);
(i1) ||P|] <1 per ognit >0 e Py =1 (P; ¢ una contrazione);
(iii) se f >0 allora P,f > 0 per ogni t > 0 (P, preserva la positivita);
(i) per ogni f € Co(f) si halimyyo |P.f — f| =0 (P ¢ fortemente continuo).

In questo contesto non siamo in grado di distinguere (ancoral!) tra Markov e sub-
markov; a livello del semigruppo la conservazione della probabilita ¢ espressa da P11 =1
(ove 1 ¢ la funzione constante uguale ad uno), ma in generale 1 € Cy(.S). In ogni caso,
qualora avessiamo una probabilita di trasizione submarkoviana possiamo sempre ricon-
durci al caso markoviano aggiungendo il cimitero. Introduciamo cioeé un punto in piu in
S ponendo S := S U {A}; poniamo inoltre B(Sa) := o {B(S),{A}} ed estendiamo ogni
funzione su S ad una funzione su Sa dichiarando f(A) = 0.

Se abbiamo una probabilita di transizione p, submarkoviana su S la possiamo allora
estendere ad una p; markoviana su Sa dichiarando pi(x, B) = pi(z,B) con z € S e

B e B(S), pi(x,{A}) =1 —pi(x,5) con z € Se p({A}, {A}) = 1.

Utilizzando il teorema di rappresentazione di Riesz possiamo associare ad un semi-
gruppo di Feller una probabilita di transizione.

Lemma 3.12. Sia P, un semigruppo di Feller, allora esiste un’unica probabilita di tran-
sizione (submarkoviana in generale) tale che

() = / Pl dy) () (3.22)

Dimostrazione. Per x € S et > 0 fissati, 'applicazione f +— P, f(x) ¢ un funzionale lineare
continuo e positivo su Cy(.S). Per il teorema di rappresentazione di Riesz esiste allora una
misura positiva p;(z, -) tale che (3.22) vale. Inoltre, poiché || P|| < 1, troviamo anche che
pi(z, -) € una subprobabilita ovvero py(z,S) < 1.

Rimangono da verificare le altre richieste in definizione 3.9. L’unica non immediata-
mente ovvia ¢ la misurabilita di  — pi(z, B). Per f € Cy(S) abbiamo che z — P, f(x)
¢ un’applicazione continua e quindi anche misurabile; d’altra parte con f € Cy(S) si puo
approssimare Iz con B € B(S) e verificare la misurabilita richiesta. n

Vediamo ora quando il semigruppo costruito a partire da una probabilita di transizione
risulta di Feller. Ovviamente servira che P,Cy(S) C Cy(.S). Il seguente risultato mostra
come la continuita forte del semigruppo sia in realta implicata dalla semplicie continuita
puntuale.
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Teorema 3.13. Sia p; una probabilita di transizione e Py, il semigruppo associato. 1l
semigruppo P, é Feller sse P,Cy(S) C Cy(S) e per ogni f € Cy(S), x € S si ha

lim Puf () = () (323)

Dimostrazione. L'unica affermazione da dimostrare ¢ la continuita forte a partire da (3.23).
Poiché ||P|| < 1 ¢ inoltre sufficiente verificarla per un insieme D denso in Cy(S); per
costruire tale insieme abbiamo bisogno di introdurre il risolvente. Fissata f € Cy(S)
abbiamo che per t > 0 l'applicazione z +— P,f(x) € continua; d’altra parte, in virtu di
(3.23) e la proprieta di semigruppo, si ha la continuita da destra di ¢t — P, f(x)

13{51 Prysf(x) = Pif(z)

Concludiamo che (t,z) — P,f(x) ¢ misurabile; possiamo quindi definire il risolvente R,

A > 0 come -
Raf(a)i= [ dte Rif( (3.24)
0

Poiché || P|| < 1, per convergenza dominata segue che Ry f € Cy(S), inoltre

MRg1s/‘wAaWaﬂsnﬂ
0

ovvero |[AR,]| < 1.
Vediamo che per ogni « € S si ha limy o AR\ f(2) = f(x). Per 6 > 0 scriviamo

é 00
)\R)\f(x)_f(x):/ dt AeAt[Ptf(x)—f(ﬁﬂ)H/ dt \e [P, f(x) — f(x)]

0 1)

e troviamo
lim [AR\f(2) = f(2)] < sup [Pf(z) — f(z)
o0 t€[0,9]
e concludiamo grazie a (3.23).
Un semplicie calcolo (esercizio) mostra infine che vale l'identita del risolvente, ovvero
per ogni A, i > 0 si ha

Ry— R, = (— NR\R, = (A — )R, Ry

Introduciamo ora D := R,Cy(S), per quanto mostrato prima D C Cy(S) e, per
I'identita del risolvente, D non dipende da A. Per concludere la dimostrazione facciamo
vedere che D ¢ denso e che P; e fortemente continuo su D. Grazie al teorema di Riesz, per
verificare che D ¢ denso basta mostrare che ogni misura limitata nulla su D e identicamente
nulla. Sia m una misura limitata nulla su D, grazie a quanto dimostrato in precedenza
per f € Cy(S) abbiamo Ry f € D e ricaviamo

/dmf-/\lggo dm AR, f =0
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ovvero m ¢ identicamente nulla.
Per mostrare la continuitd forte di P, su D cominciamo con l'osservare come

PR, f = / ds e PP, f(z) = e’\t/ dse P, f
0

t

Per g € D esiste f € Cy(95) tale che g = R, f; abbiamo quindi
|Pg—g|l = |[PRAf—Raf|= ‘ekt/ dse ™ P,f — RAf‘
t
t
< (e =1)|Raf| + e’\t/ ds e |P,f| < (e¥ = 1)|Ryf| + te|f]
0

e concludiamo prendendo il limite ¢ | 0. O

3.4. Processi di Feller e proprieta di Markov forte

Diciamo che un processo di Markov ¢ di Feller se il semigruppo associato ¢ di Feller.
Pitt precisamente dato uno spazio filtrato (Q,]—" , ]:t), una collezione di probabilita P,

v € P(S) ed un processo X; : Q@ — S, t > 0 diciamo che & un processo di Feller se per
ogni v € P(S) e f € Cy(9) si ha che

EV (f(XH-s)}JT_.s) = Ptf (Xs) ]P)qu's'

per un semigruppo di Feller F;.

Mentre per processi di Markov non abbiamo nessuna regolarita delle traiettorie ¢t — X3,
i processi di Feller hanno traittorie continue da destra. Piu precisamente vale il seguente
risultato.

Teorema 3.14. Sia X, un processo di Feller. Allora esiste un processo X, (una modifica
di X;) tale che: per ogni v € P(S) si ha

P,(X,=X)=1 V¥Yt>0
con traittorie continue da destra con probabilita uno, ovvero
Py(li{gf(m — X, Vit> 0) —1

Idea della dimostrazione. Rimandando a [12, Thm. IIL.2.7] per la dimostrazione completa,
accenniamo l'idea base. Dato X vogliamo costruire X con traiettorie continue da destra.
Il programma & questo: ci prendiamo un Q denso in R, e vorremmo porre

X = i X 2
t sitl,gle(@ y (3 5)

se riusciamo a verificare che il limite sopra esiste con probabilita uno e poi abbastanza
ragionevole credere che X abbia le proprieta volute. Per dimostare I’esistenza del limite in
(3.25) esibiremo delle supermartingale ed usiamo una versione del teorema di convergenza,
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vedi teorema 1.17. Invece di guardare X possiamo guardare h(X;) per opportune h :
S — Ry; basta dimostare l'esistenza del limite s | ¢ per “abbastanza” (sufficienti a
separare i punti) h. Scegliamo h della forma h = R, f ove f > 0 e R, ¢ il risolvente di F;.
Utilizzando il fatto che P; e Feller si puo verificare che queste h bastano.

Utilizzando la proprieta di Markov, vediamo ora che, dati A > 0 e f > 0, il processo
Y, := e M Ry f(X;) & una supermartingala, i.e. per 0 < s < t abbiamo E, (Yt‘]—'SX) <Y..
Qui F¥ & la filtrazione generata da X,. Ricordando che il risolvente & stato definito in
(3.24), grazie alla proprieta di Markov otteniamo

E, (Y| F\) = e MEx, (Baf(Xi—s)) = e M Py / du e P, f(X,)
0

= e / due ™ P, f(X,) < e MRyf(X,) =Y,
t

—S

E anche possibile trovare una condizione sul semigruppo P; sufficiente a garantire la
continuita delle traiettorie e non la sola continuita da destra. Vale infatti il seguente
risultato, vedi [12, Ex. I11.2.27]. Ricordiamo che B,(z) :={y € S : d(y,x) < r} indica la
palla di raggio r centrata in x.

Proposizione 3.15. Sia P, un semigruppo di Feller con probabilita di transizione p; che
soddisfi la sequente condizione. Per ogniec >0 e K C S compatto risulta

1 C

lim sup — ps(z, B-(z)") =0
t10 ;r:elg tpt( o ))

allora esiste un processo di Feller con probabilita di transizione p; e traiettorie continue

con probabilita uno.

Esercizio. Sia p; il nucleo del calore su R", ovvero

1 _ (x—y)?
pe(z, dy) = ( dy

2mt )/ ‘

Verificare che ¢ il corrispondente semigruppo ¢ di Feller su Cy(R™) e che le traiettorie
del processo associato (il moto browniano n—dimensionale) sono continue con probabilita
uno.

Osserviamo come nell’esercizio precedente (o per soluzioni di equazioni stocastiche)
non abbiamo in realta bisogno di evocare proposizione 3.15 (non dimostrata) per la rego-
larita delle traiettorie in quanto I’abbiamo gia dimostrata per altra via.

Il prossimo passo consiste nel dimostrare la proprieta di Markov forte per processi
di Feller. Questa si puo enunciare in diversi modi, la piu conveniente ¢ utilizzando la
versione canonica del processo ed introducendo 'operazione di traslazione (nel tempo)
direttamente sullo spazio di probabilita 2. Prima di enunciare la proprieta di Markov
forte dobbiamo decidere la filtrazione di riferimento. In molti dei risultati discussi e
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cruciale avere una filtrazione JF; che soddisfi la condizione usuale, sia cioe completa e
continua da destra; non e affatto ovvio come soddisfare queste condizioni conservando
la proprieta di Markov, tanto piu che vorremmo JF; completa non solo rispetto ad una
probabilita P fissata, ma rispetto a tutta la famiglia Markoviana P,, v € P(S).

Vediamo come organizzare una filtrazione che soddisfi la condizione usuale. Abbiamo
un semigruppo di Feller P, vogliamo costruire la versione canonica del corrispondente
processo sullo spazio (di Skorohood) © := D(Ry,S) delle funzioni su R, a valori S
continue da destra. Come al solito chiamiamo X; la coordinata canonica su tale spazio,
cioe X;(w) := w(t), ed introduciamo la filtrazione canonica F; := o{Xj, s € [0, ]} insieme
a FY :=\,5o F. Fissata v € P(S) chiamiamo P, la probabilita su §2 la cui distribuzione
sui cilindri ¢ data da (3.18). Introduciamo ora F% come il completamento di F2, rispetto
a P,

Fr=Fo\[{NcQ:3IMeFLM>N, P,(M) =0}

Definiamo inoltre la filtrazione F} aggiungendo a F; gli insiemi di P, probabilita zero in
FL,, ovvero

Fro=FR\{NeF, : P(N)=0}

Introduciamo infine
For= () Foo  Fo= () F
veP(S) veP(S)
e notiamo che F; ¢ la filtrazione “massimale” per avere la proprieta di Markov per ogni
P,.

Fino a questo punto non abbiamo fatto nulla di straordinario: ci siamo presi la fil-
trazione canonica F; ed abbiamo fatto il completamento massimale, 'aspetto quasi mira-
coloso e che dopo questa operazione troviamo anche una filtrazione continua da destra; in
relta non e poi cosl miracoloso se teniamo conto che le traittorie di un processo di Feller
sono continue da destra.

Proposizione 3.16. Per ogni v € P(S) la filtrazione F; e la filtrazione F; sono continue
da destra: Fir := ﬂs>0 Fips =Fp e Ffi = ﬂ5>0 Flos = F¢-

Idea della dimostrazione. Rimandando a [12, Prop.I11.2.10] per la dimostrazione completa,
acceniamo l'idea base. Fissiamo v € P(S). Poiché sia F} sia F}. sono complete rispetto

a P, non e difficile verificare che se per ogni variabile aleatoria Z € FZ limitata abbiamo
EI/<Z‘~EV> — Ey (Z‘ tVJ,-) ]:P)qus

allora F} = F/.. Possiamo predere Z della forma Z = f1(Xy,)--- fi(Xy,); utilizzando
la proprieta di Markov, il fatto che semigruppo e di Feller e la continuita da destra delle
traiettorie si riesce a verificare la precedente identita. Nella dimostrazione della proprieta
di Markov forte (teorema 3.18) vedremo un argomento analogo.

La proprieta di Markov (normale) ’abbiamo enunciata nella forma (3.17), ma come
gia osservato in sezione 3.2 possiamo introdurre l'operatore di traslazione 6, : Q@ — Q e
formularla come in (3.19). Nel contesto di processi di Feller non c¢’¢ alcuna difficolta a
passare a completamento della filtrazione, in caso di dubbio vedi [12, Prop. 111.2.14].
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Proposizione 3.17. Sia X; la realizzazione canonica di un processo di Feller e Z una
variabiale aleatoria (limitata o positiva) in Fu, allora

E,(Z o 0,|F) =Ex,(Z), P,~¢s. (3.26)

Enunciamo ora la proprieta di Markov forte e vediamo come sia garantita per processi
di Feller. Ricordiamo che un tempo di arresto ¢ una variabile aleatoria 7 : Q — [0, +00]
tale che {7 < t} € F; (¢ la filtrazione completata che soddisfa la condizione usuale!).
Definiamo la filtrazione arrestata come

Fri={BeFs: Bn{r<t}ekF}

il cui significato intuitivo e il seguente: JF, e fatta dagli eventi che possiamo decidere
guardando la traiettoria X; per t < 7.
Defiamo naturalmente il processo arrestato al tempo 7 come

Xo(w) = Xrw(w) w: 7(w) < +o0
! A w: T(w) + +00

in cui ricordiamo che A ¢ il cimitero. Anche 'operatore di traslazione 6, per un tempo
di arresto 7 € definito naturalmente come

0, (w) == {w<3+t>(w) W T(w) =t

A w: T(w) =+00

Esercizio. Verificare che F, € una o—algebra e che X, € F..

La propreta di Markov forte si enuncia come in (3.26) sostituendo al tempo detemi-
nistico ¢ un tempo di arresto 7. Mostriamo ora che vale per processi di Feller.

Teorema 3.18. Sia X; la realizzazione canonica di un processo di Feller, T un tempo di
arresto e Z una variabiale aleatoria (limitata o positiva) in Fu, allora

IEV(Z o 97}]-"7) =Ex. (Z) , P,—q.s. sull’evento { X, # A} (3.27)

Dimostrazione. La dimostrazione consiste in tre passi. Nel prima facciamo vedere che
(3.27) vale se 7 ha valori in un insieme numerabile (in particolare Markov equivale a
Markov forte per processi a tempo discreto). Nel secondo facciamo vedere che (3.27)
vale se Z € FO: & questo il passo cruciale in cui utilizzeremo la proprieta di Feller del
semigruppo associato. Infine facciamo vedere che vale anche per il completamento di F2..

Passo 1. Supponiamo 7 : @ — @ ove () & un sottoinsieme numerabile di [0, +00].
Dobbiamo far vedere che se B € F, allora

E, (]I{XﬁéA}]IBZ o 97> =E, (ﬂ{XﬁéA} IpEx, (Z))
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Il primo membro ¢ uguale a

> E (H{T:q}ﬁ{xq;éA}]IBZ ° 9q> = ) E (][{T=q}]I{Xq¢A} I5Ex, (2 ))
q€Q q€Q

_ E, <]I{XT¢A}]IBIEXT (Z))

dove abbiamo usato {X, # A} N{r = ¢} N B € F, e la proprieta di Markov tout court
(3.26).
Passo 2. Supponiamo Z € F2 e Z > 0 (il caso Z limitato segue immediatamente).

Sia 7, 1= 2*”([2"7'} + 1); assume valori in un insieme numerabile e 7,, | 7 per n — oc.
Poiché Z € F2 & sufficiente considerare il caso Z = [[r, fi(Xy,) con 0 <ty < -+ < t,
fi € Co(S) con f; > 0. Per il passo 1 abbiamo, sull'insieme X, # A,

Ey(f[fxxti) °0,,|F,) =Ex, (f[fi(Xti)) = 9(X,)

evidentemente

@) = [pulode)iten) - [ouu (o do) o)

e, grazie alla proprieta di Feller di P;, abbiamo g € Cy(S). Utilizzando la continuita
da destra delle traiettorie X; e della filtrazione F;, possiamo ora prendere il limite per
n — oo nell’espressione precedente dimostrando la proprita di Markov forte per Z € F2..

Passo 3. Caso generale Z € F, e Z > 0 (il caso Z limitato segue immediatamente).
Introduciamo

ST P(X, £ A)

ed osserviamo che le probabilita P, e @V condizionate a F, coincidono sull’evento {X, #
A} (verificare). Basta pertanto dimostare (3.27) per P, omettendo “sull’evento {X, #
A},

Sia pu(B) = P, (XT € B) la legge di X,.. Per definizione del completamento F,
possiamo trovare due variabili aleatorie Z’, 2" € F2 positive tali che Z' < Z < Z" e
P,(Z" — Z' > 0) = 0. Grazie al passo 2 abbiamo allora

]PV(Z// o 07_ _ Zl o 97_ > 0) — Ey(IEXT]I{Z”*Z’>O}) = O

e quindi, per la completezza di F,, e Iarbitrarieta di v, troviamo Z o 0, € F,. A questo
punto ~ _ B
B, (7 06,) < B, (Z00,) <B,(2"00,)

e concludiamo utilizzando nuovamente il passo 2. O
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Se consideriamo un processo di Feller X; con dato iniziale x € S, evidentemente
sappiamo tutto degli eventi che dipendono solo da X,. A priori gli eventi che dipendono
solo da X; per t € [0,¢) ed € > 0 arbitrariamente piccolo potrebbero essere meno banali,
ma la continuita da destra della filtrazione F; implica che questo non succede. E sbagliato
pensare che la continuita da destra della filtrazione sia una condizione puramente tecnica:
dice che non guadagniamo alcuna informazione in pitt guardando il processo ad un tempo
successivo purché infinitesimo.

Teorema 3.19. Legge 0-1 di Blumenthal.
Sia x € S e P, la realizzazione canonica di un processo di Feller con dato iniziale x. Se
B € For = (\osg Fe allora Py(B) = 0 oppure P,(B) = 1.

Dimostrazione. Per la continuita da destra della filtrazione F; abbiamo Fy+ = Fy, il
teorema ¢ allora ovvio. Una possibile dimostrazione formale ¢ la seguente

P,(B) = E, (15 15) = E, (I3 15 0 6p) = E,(15Px,(B)) = [P.(B)]”

in cui abbiamo usato la proprieta di Markov. La precedente uguaglianza implica che
P,(B) = 0 oppure P,(B) = 1. O

3.5. Generatori di semigruppi di Feller

Nella costruzione di un processo di Feller siamo partiti dal semigruppo corrispondente
P,. Tale procedura non ¢ affatto pratica, solo in pochi esempi (come il moto browniano)
conosciamo esattamente la probabilita di transizione p;. Vorremmo riuscire a construire
un processo partendo da una descrizione della dinamica per un intervallo di tempo in-
finitesimo, come accade per i sistemi dinamici in cui costruimao il flusso di fase associato
ad un dato campo vettoriale. Tale desiderio si realizza nel modo seguente. Sia P, un
semigruppo di Feller su Cy(S). Formalmente il generatore di P, ¢ 'operatore lineare L
per cui P, = et*. Se S ¢ un insieme finito L ¢ una matrice e non ¢ difficile verificare che
ogni semigruppo continuo si puo scrivere in tal modo per un opportuno L. In generale L
sara pero un operatore non limitato e non e completamente chiaro cosa intendiamo per
e’ dobbiamo pure dichiarare quale sia il dominio di L.

Dato un semigruppo di Feller P, dichiariamo D(L) I'insieme delle funzioni f € Cy(S)
per cui esiste il limite per ¢t | 0 di ¢! [Pt f— f]. A questo punto definiamo il generatore
L con dominio D(L) come

Lf :=1lim m
t}0 t

Vediamo ora che in che senso il generatore L descriva la dinamica in un tempo in-
finitesimo. Sia P, un processo di Feller e f € D(L), dalla proprieta di Markov ricaviamo
immediatamente

E, (f(Xern) = f(X)|F) = Puf(Xe) = f(Xo) = hLf (X;) + o(h)

(3.28)

ove abbiamo usato (3.28). Identifichiamo quindi Lf(X;) come l'incremento aspettato di

f(X0).

7

gsg



Le seguenti due proposizioni identificano alcune proprieta analitiche di semigruppi
di contrazione fortemente continui su spazi di Banach (la proprieta di Markov non ha
alcun ruolo), per la dimostrazione si veda, ad esempio, [12, Prop. VII.1.2-1.4]. La prima

stabilisce in che senso abbiamo P, = e'f: la funzione f(t) = P, f risolve I'equazione

differenziale < f(t) = Lf(t) con dato iniziale f(0) = f. La seconda indentifica il risolvente
di P, (che abbiamo introdotto nella dimostrazione di teorema 3.13) come l'inverso di A— L.

Proposizione 3.20. Sia f € D(L) allora:
(i) per ognit € Ry, P,f € D(L);
(it) Uapplicazione t — P,f ¢ fortemente differenziabile e &P, f = LP,f = P,L;
(iii) wvale
Hf=f+/tdsPst=f+/tdsLPsf
0 0

Proposizione 3.21. L’insieme D(L) é denso in Cyo(S) e loperatore (L, D(L)) é chiuso
(nella norma del grafico). Inoltre l'operatore Ry := fooodte_MPt ¢ 1l risolvente di L, ovvero
per ogni X > 0 Uapplicazione D(L) > f+— Af — Lf € Cy(S) ¢é biunivoca e l'inversa é data
da R)\f

L’enunciato seguente dipende invece dalla struttura probabilistica (P, preserva le fun-
zioni positive) ed individua la condizione corrispondente sul generatore L come un principo
del massimo.

Proposizione 3.22. [l generatore L soddisfa il principio del massimo positivo, ovvero
per ogni f € D(L), se z € S é tale che 0 < f(Z) = sup,cg f(x) allora Lf (z) < 0.

Dimostrazione. Poiché un semigruppo di Feller si rappresenta in termini di una probabilita
di transizione p;, abbiamo

Pf(z) - f(2) = / pi(E, dy) F(y) — F(7) < F@) [pu(7.8) = 1] <0

ricordando (3.28) I'enunciato segue. O

Analogamente a lemma 3.7 € possibile construire una famiglia di martingale partendo
da un semigruppo di Feller.

Teorema 3.23. Sia X; un processo di Feller, v € P(S) e f € D(L) allora

Ml = 5000 - 5050 - | s Lf (X))

e una martingala rispetto a P, .
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Dimostrazione. Poiché f € D(L) osserviamo che f,LF € Cy(S), in particolare sono
limitate e pertanto Mtf e integrabile. Grazie alla proprieta di Markov, per 0 < s < ¢t
abbiamo

F)

= Bx () - 100 - [ )

B (M) - MJ|7) = B, (1(X) - £00) - [ duif(x)

s

D’altra parte, per proposizione 3.20, per ogni y € S

0= Proof) = F) — [ i) =By (5K = FX0) - [y (6)

che conlude la dimostrazione. O

Soluzioni di equazioni stocastiche come processi di Feller.

In sezione 3.2 abbiamo visto come la soluzione di un’equazione stocastica sia un pro-
cesso di Markov, mostriamo adesso che, previe ipotesi aggiuntive sui coefficienti b e o,
risulta anche un processo di Feller e caratteriziamo il corrispondente generatore.

Proposizione 3.24. Siano b e o funzioni da R™ a valori campi vettoriali, rispettivamente

matrici, globalmente lipshiziane e limitate. Allora Xt(x), soluzione di (3.20), é un processo
di Feller.

Dimostrazione. Abbiamo gia mostrato che Xt(x) soddisfa la proprieta di Markov, il semi-
gruppo associato P; ha nucleo integrale come in (3.21). Dobbiamo ora mostrare che ¢ un
semigruppo di Feller su Cy(R™). Abbiamo gia mostrato che P,Cy(R") C C(R™), invirtu
di teorema 3.13 basta verificare che lim;_,oc P f(x) = 0 e che (3.23) ¢ soddisfatta.

Poiché b e o sono funzioni limitate da (3.20) segue (verificare) che esiste C' < oo tale
che per ogni z € R" e t € R, abbiamo

E sup |X8($) — :)3|2 < C(t+1?) (3.29)

s€[0,¢]

Per r > 0 scriviamo allora

}Ptf(fv)\SE(\f(Xt(x))![]I}Xgm_x}ng]I|Xt<z>_x|>7jS sup | f()|+|FIP(| X7 — ] > 7)

y:ly—z|<r

Grazie alla stima (3.29) e la diseguaglianza di Chebyschev, possiamo maggiorare, uni-
formemente in z, il secondo termine con C(t + t*)r—2. D’altra parte, poiché f € Cy(R™),
per ogni r > 0 il primo termine si annulla per |z| — co. Cid conclude la dimostrazione
che PtC()(S) - C()(S)

Per verificare (3.23) ¢ sufficiente osservare che da (3.29) segue X" = z in probabilita
per t | 0. Per convergenza dominata (f ¢ limitata) troviamo allora

limE(f(Xt(x)) - f(x)) )

t10
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che, per (3.21), equivale a (3.23). O

Come abbiamo osservato in sezione 2.4, la formula di Ito ci dice se introduciamo L
come 'operatore differenziale

Lu(z) := % Z a(z); ;0;0;u(x) + sz(x)@u(x)

1<i,j<n

ove a; j(z) = D01, oir(x)ojk(x), allora la formula di Ito implica che per ogni f € C%(R™)
il processo

M= ) - () - / ds Lf(xX)
0

€ una martingala.

Se confrontiamo tale risultato con teorema 3.23 possiamo trarre le seguenti conclusioni.
Da una parte la formula di Ito fornisce una realizzazione della martingala ]\th in termini
di integrali stocastici. Dall’altra il generatore L di Xt(x) (ogni processo di Feller ha il
suo generatore) deve essere un’estensione di L. Infatti L definito su C%(R™) non & un
operatore chiuso (nella norma del grafico), mentre, per proposizione 3.21, L lo & sempre.

Note bibliografiche.

Il teorema 3.1 ¢ tratto da [6], a cui si fa riferimento per una brillante esposizione
delle catene di Markov. La dimostrazione, via accoppiamento, del teorema ergodico per
catene di Markov su spazio degli stati finito ¢ tratta da [10, Thm. II.1.2] a cui si fa
riferimento (capitolo II) per ulteriori esempi di accoppiamento e per la dimostrazione che
una funzione limitata e armonica rispetto alla passeggiata aleatoria in Z? & costante. Vedi
ad esempio [14, Ch. VIII] per il teorema ergodico per catene di Markov su spazio degli
stati numerabile e per la corrispondente decomposizione ergodica. Vedi [16, §13.1] per il
problema di Dirichelet con spazio degli stati numerabile. Per i cenni della teoria generale
dei processi di Markov e di Feller si ¢ seguito [12, Chap. III, VII] a cui si fa riferimento per
ulteriori sviluppi e per le dimostrazioni omesse. A tale proposito € anche utile I’esposizione
in [16] e in [9, § 2.5-2.7].
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4. Processi di diffusione e PDE

4.1.  Problema di Dirichlet e moto browniano

In questa sezione fissiamo la realizzazione canonica del moto browniano n-dimensiona-
le, n > 2. Ovvero su Q = C(R,;R") con la filtrazione canonica F_ := o{w(s),s € [0,t]}
introduciamo la famiglia di misure P,, z € R"” come P,(B) := P(x +w(-) € B) ove P ¢ la
misura di Wiener n-dimensionale; evidentemente P, (w(0) = x) = 1. Come in sezione 3.4
chiamiamo F; il completamento “massimale” di FP. In virti di quanto fatto prima,
possiamo dire che vale la proprieta di Markov forte come enunciata in teorema 3.18. Per
ricordarci che si tratta di un brownianiano chiamiamo pero wy(w) := w(t) la coordinata
canonica in §2. Sotto P, il processo w ha allora la legge di un browniano con dato iniziale
z. Se A & un aperto di R” dichiariamo infine 74 := inf{t > 0 : w, € A%} il tempo di
uscita da A che risulta un tempo di arresto. Come al solito chiamiamo A la chiusura di A
e 0A la sua frontiera. Poiché sappiamo che il browniano esce da ogni palla con probabilita
uno, basta guardare un componente ed usuare e.g. proposizione 1.7, se A e limitato allora
T4 < 00 con probabilita uno.

Sia D un aperto di R” ricordiamo che una funzione v : D — R si dice armonica in
D se u € C*(D) e vale Au(x) = 0 per ogni x € D, ovviamente A = Y  9? & il Lapla-
ciano. Un’altra possibile definzione di funzioni armoniche (senza ipotesi di derivabilita) &
otteneuta richiedendo che u soddisfi la proprieta del valor medio.

Sia B.(z) :={y € R" : |z —y| < r} la palla di R™ (qui ¢ importante che | - | sia la
norma euclidea). Introduciamo la misura p, su 0B, (x) come

pp(A) =Py (wry, , € A)

Utilizzando I'invarianza per rotazioni del moto browniano n-dimensionale e facile verificare
che u!, ¢ la misura di superficie normalizzata su 0B, (z).

Definizione 4.1. Diciamo che una funzione Boreliana v : D — R soddisfa la proprieta
del valor medio in D sse per ogni x € D ed ogni r > 0 tale che B,(x) C D si ha

u(z) = / o)) (4.1)

La seguente proposizone ¢ un risultato classico di analisi (via teorema della divergenza),
ma la dimostrazione proposta (che usa invece il moto browniano) ¢ di un certo interesse.

Proposizione 4.2. Sia u armonica in D allora u soddisfa la proprieta del valor medio
m D.

Notiamo che il principo del massimo (le funzioni armoniche assumo massimo sulla
frontiera) ¢ un corollario immediato.
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Dimostrazione. Consideriamo il processo arrestato Winrp, (o) € scriviamo la formula di Ito
(ci & concesso poiché u € C%(D))

1 [tNBr@) tATB,.(2)
UW(Winry, () = w(wo) + 5/ dsAu(ws) + / Vu(wy) - dws
0 0

Ora Vu(z) € limitata in B,(z) e quindi 'integrale stocastico ¢ una martingala. Prendendo
il vaolre di attesa rispetto a P, e usando che Au = 0 in D troviamo quindi

u(@) = Eq (u(wy)) = By (u(wins, )

Passando ora al limite per ¢ 7 oo ed usando che 7 () < oo P,—q.s. troviamo

u(@) = Eq (u(wn, ) = / o ) )

cioe la proprieta del valor medio. O

Con un po’ di pazienza (convoluzioni) si mostra che se u soddisfa la proprieta del valor
medio allora u € C*°(D) ed ¢ ivi armonica, vedi e.g. [9, Prop. 4.2.5].

Come ben noto in elettrostatica, per problema di Dirichlet si intende il seguente prob-
lema. Dati un dominio D ed una funzione continua f : 0D — R trovare una funzione
u:D — Rin C(D)NC?*(D) tale che

Au(x) =0 reD
{ ww) = f(r) weaD (42)
Utilizzando il moto browniano abbiamo un candidato naturale per una soluzione.

Proposizione 4.3. Sia f tale che per ogni x € D
Eﬂx(]f(wm)‘) < 00

allora la funzione
u(z) :=E, (f(wTD)) (4.3)

e armonica in D.

N.B. Non stiamo dicendo che la u definita in (4.3) & continua su D (non abbiamo nemmeno
assunto f continua), solo che soddisfa '’equazione differenziale in (4.2).

Dimostrazione. Per quanto detto sopra, basta verificare che la u definita in (4.3) soddisfa
la proprieta del valor medio. Siano x € D e r > 0 tale che B,(x) C D; evidentemente
Tp 2 Tg,(z)- Per la proprieta di Markov forte (in versione sofisticatissima, con due tempi
di arresto! Convicersi che ¢ legale) troviamo

u@) = Ba(f(wry)) = Eu(Ea(f ()| Py ) )
= B (E“’Térm (f (wry ))>
= Ex(u(w@rm)) :/ o (dy) u(y)

8B, ()
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che conclude la dimostrazione. O

D’altra parte vediamo come ogni soluzione limitata del problema di Dirichlet (con
qualche ipotesi aggiuntiva su D e f) possa scriversi nella forma (4.3).

Proposizione 4.4. Siano f limitata e D tale che per ogni x € D valga P,.(tp < o0) =1
(in particolare basta D limitato). Se u ¢ una soluzione limitata del problema di Dirichlet
allora w si rappresenta come in (4.3).

Dimostrazione. Si tratta semplicemente di scrivere la formula di Ito e prendere il valore
di attesa rispetto a IP,. Siccome dobbiamo garantirci che il pezzo di integrale stocastico
ha media nulla, servono un paio di troncature. Introduciamo D,, := {x € D : d(z,0D) >
1/n} e B, := B,(0), consideriamo il processo arrestato winz, rr € scriviamo Ito per la
funzione u. Troviamo

tATD, NTBy,
Wy nrg. ) = ulto) + / V1 (w,) - duw,
0

prendendendo ora il valore di attesa rispetto a IP,, notando che u € C’Z(Dn N Bn) cosicché
Vu ¢ limitato, troviamo allora

w(z) =B, (w(wiprp, ars, )

Passiamo infine al limite per n — oo e poi t — oo. Usando la continuita e limitatezza di
u e l'ipotesi P, (7p < 00) = 1, per convergenza dominata troviamo (4.3). O

Le proposizioni 4.3 e 4.4 risolvono quasi complemente il problema di Dirichlet, o meglio
fanno capire che il cuore di tutta la faccenda e la continuita di u fin sul bordo. Nella
precedente formulazione dipende dalla funzione al bordo f che ci e stato data; vogliamo
ora riguardarlo come un problema di regolarita del solo D. Dato un dominio D vogliamo
cioe capire per quali punti a € dD capita che

lim_ E(flwny) = (@) (4.4
per ogni f : D — R limitata e continua. Se tutti i punti di 0D sono siffatti vuol dire
che (4.3) e I'unica soluzione limitata del problema di Dirichlet (supponendo che P,(7p <
o0) = 1). Se vi sono degli a € 0D per cui (4.4) fallisce vuol dire che abbiamo formulato
male il problema: non dobbiamo dare il dato al bordo in tali punti, ma Isciar decidere a u
quello che deve valere. Si puo considerare il seguente esempio facile supponiamo D sia la
palla “bucata” di R? i.e. D ={z € R* : 2 #0, |z| < 1}. Poiché vi & un unica soluzione
del problema di Dirichlet sulla palla, visto il dato al bordo su 9B (0), la soluzione u decide
di suo quanto deve valere nell’origine, ¢ assai buffo predentere di assegnare pure il valore
di u nell’orgine. In n > 3 ci sono esempio dello stesso fenomeno non cosi banali, ovvero
per un D connesso.

Discutiamo qui I'interpretazione dei punti regolari (ovvero vale (4.4)) in termini del
browniano. Introduciamo il tempo di arresto op = inf{t > 0 : w; € DC}. A priori e
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diverso da 7p: se wg € 0D abbiamo 7p = 0, ma potrebbe succedere che w; entra subito
in D cosicché op > 0. E facile esibire degli w € €2 per cui questo succede il problema sara
capire se questo puo capitare con probabilita positiva.

Dato il dominio D, diciamo che a € 9D ¢ un punto regolare sse P,(c, = 0) = 1, cioe
il browniano entra subito in D\ dD. La rilevanza di tale definizione nel contesto del
problema di Dirichlet ¢ chiarita dal seguente risultato, si veda [9, Thm. 4.2.12] per la
dimostrazione.

Teorema 4.5. Le sequenti affermazioni sono equivalenti:
1. (4.4) vale per ogni f : 0D — R misurabile, limitata e continua in a;
2. a € D e un punto regolare;
3. per ogni e >0 st ha lim,_,q zep Py (TD > 5) =0.

Usando la precedente caratterizzazione ed il fatto che il moto browniano entra imme-
diatamente in ogni cono si ricava il criterio di “cono esterno”. Dato a € dD, se esiste un
cono con vertice in a contenuto in D allora a ¢ un punto regolare.

4.2. Formula di Fenyman-Kac
Dato V: R" — R, consideriamo il problema, con (t,z) € R, x R"

{atu(t, ) = §Au(t, x) = V(x)u(t,z) (4.5)

u(0,z) = f(x)

che modellizza la diffusione del calore (u rappresenta la temperatura) con pozzi descritti
da V.

Con opportune ipotesi, la soluzione ammette la rappresentazione
ult,2) = By (e~ 54V f(wy) ) (4.6)

osservando che proprieta di monotonia ed principo del massimo, si ricavano direttamente.

Proposizione 4.6. Siano f: R" — R e V: R" — [0,00) continue. Sia inoltre u €
CH2((0,+00) x R™) N C([0,+00) x R™) una soluzione di (4.5) tale che per ogni T > 0
esistono K >0 o < 1/(2nT) per cui

sup |u(s,z)| < Ketlel, (4.7)
s€[0,t]

Allora u amette la rappresentazione (4.6), in particolare é unica.

Dimostrazione. Fissato t > 0 consideriamo il processo

u(t — s, w;) exp{ — /Osdu V(wu)}
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al variare di s € [0,7] per r < t. Introduciamo inotre il solito tempo di arresto 7, :=
inf{t > 0: |w;| > y/nl}. Applicando la formula di Ito (& legale poiché abbiamo supposto
u € CH?) ricaviamo

AT
u(t — r, Wenr, ) €XP { - / du V(wu)} = u(t, wp)
0

ATy 1 R
+ / ds[ — Osu(t — s, ws) + §Au(t — s, w5) — u(t — s, wy)V (w,) | e JoduVwe)
0

+ M}

ATy

dove M"' & una martingala. Facendo il valore di attesa ed utilizzando 1'equazione (4.5)
ricaviamo (grazie all’arresto il termine di martingala ha attesa nulla)

u(t,z) =E, <u(t — ', Wyar,) €XP { - /OMTZdu V(wu)})

Vogliamo ora passare al limite per ¢ — oo e r 1 ¢ utilizzando l'ipotesi (4.7). Poiché V' > 0
basta dimostrare che

lim E, (‘u(t -, mee)|][TZ>T) =0.

E?TCEO

Per il principio di riflessione, ponendo w = (w?, ..., w"),

]Px(n > 7“) = IP’I( sup |wy| > \/ﬁ€> < in‘f( sup |wi| > f)
i=1

te(0,r] te[0,r]

<QZ (Wi > 0) + P (—wi > 0)]

e concludiamo utilizzando la condizione di crescita (4.7) e stime gaussiane. ]

Si discute ora la formula di Fenyman-Kac nel contesto generale di semigruppi di Feller.
Sia S uno spazio polacco e Py, t > 0 un semigruppo di Feller su Cy(S) con generatore
(L,D(L)). Sia inoltre V: S — R continua e limitata. Indicando con (X});>o il processo
associato, per t > 0 e f € Cy(S) definiamo

(PY f)(2) i= By (hV X9 £(X,)). (4.8)

Proposizione 4.7. La famiglia PV, t > 0 & un semigruppo fortemente continuo su Co(S)
con generatore L +V (qui V indica l'operatore di moltiplicazione: (V f)(z) := V(z)f(x),
f € Cy(S)) con dominio D(L).

Per la teoria generale di semigruppi fortemente continui, PY f ¢ quindi la soluzione
“semigruppale” del problema di Cauchy

Ou = Lu+Vu
u(0) = f.
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Osserviamo inoltre che, avendo supposto V' continua e limitata, ’operatore di moltipli-
cazione per V' & un operatore limitato su Cy(.S); coerentemente il dominio di L + V' & lo
stesso del dominio di L.
Dimostrazione. Cominciamo verificando che PY ¢ un semigruppo. Dati ¢, s > 0, per la
proprieta di Markov,

7))

PLS (@) = B (7O f(Xy,) ) = By [Ba (7O £(01)
—E, ef duV(X)| (efH'sduV X“)f(Xt+s) ]_-tﬂ
B, [efanvixog, (eimmvina fx,))]

— E, [efia v (pv f)(Xt)} = PPV f(2).

Mostriamo ora che P ¢ fortemente continuo. Evidentemente,
F'f=f=P'f-Pf+Rf-f

Per la continuita forte di P, il secondo termine si annulla per ¢ | 0. D’altra parte, per la
definizione di PV,

[PY f(@) = B ()] = [Ba  [eh®V ) —1] p(x)) | < etV

che per t | 0 converge a zero uniformemento per x € S.
Rimane infine da verificare che L+ V ¢ il generatore di PY'. Dobbiamo dimostrare che
se f € D(L) allora

P
ltlgl = Lf+Vf.
Poiche L ¢ il generatore di P, e sufficente
PYf—
tim S =By
tl0 t
A tal fine,
PV f(x) — P,f(z elodsV(Xs) _ 1
IR v ) = B (S 00)) - V) )

& <efgdsV(Xs) -1

—E, -
Poiché ¢! (efot dsV(Xs) 1) e limitato, il secondo termine si annulla per ¢ | 0, uniformemente
per x € S, grazie alla forte continuita di P,. Analizziamo ora il primo termine. Poiché

f € Cy(S) possiamo considerare il caso in cui z € in un compatto. Di nuovo grazie alla
continuita forte di P;, per ogni compatto K CC S ee > 0,

lim sup P, (dist(X;, z) > ) = 0.

t0 zeK
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Usando la continuita e la limitatezza di V' concludiamo quindi la dimostrazione. O

4.3. Legge dell’arcoseno

Sia w il moto browniano unidimensionale con wy = 0, fissato t > 0 vogliamo scoprire
quale sia la frazione del tempo in [0,¢] in cui il moto browniano ¢ positivo. Ovvero
introduciamo la variabile aleatoria reale A; (in realta a valori in [0, 1]) definita da

1

t
A= ;/ ds Lo 400)(ws) (4.9)
0

di cui vogliamo ottenere la distribuzione.

Si osserva che l'invarianza di scala del moto browniano implica (verificare!) che la
legge di A; non dipende da ¢t. Poiché —w € un browniano tanto quanto w, la legge di A,
sara simmetrica rispetto a 1/2. Si potrebbe pensare che la situazione piu probabilie sia
A; =~ 1/2, ma in effetti i valori pitt probabili di A; sono quelli vicini a 0 0 a 1. Il seguente
risultato ¢ noto come legge dell’arcoseno.

Teorema 4.8. Sia Py la misura di Wiener e A; la variabile aleatoria definita in (4.9).
Per ognit >0 ewu € [0,1],

2
= — arcsin /u. (4.10)

u 1
dy ———
o  my(l—-y) 7

Dimostrazione. Consideriamo il moto browniano con dato iniziale wy = z, per § > 0
introduciamo la funzione

u(t,z) :=E, (e—ﬁtAt> —E, (e—ﬁ Jids 1[(0,+Oo>(ws)>‘

Po(At S U) =

Grazie alla formula di Fenyman-Kac (con truffa: T 4y non e esattamente una funzione
continua), u risolve ’equazione

Ou = 20%u — Lo 100y
u(0,-) = 1.

Osservando che, al variare di 3, u(t,0) identifica la legge di A;, dimostreremo il risultato

risolvendo esplicitamente 1’equazione precedente.
In effetti € conveniente passare alla trasformata di Laplace, ovvero per A > 0 introdurre

2(2) ::/ dt e ult, x) =/ dte—“EEL,(e—ﬁtAt)_
0 0

Con calcolo diretto si verifica che z € C*(R) e risolve

)\z,\:%zﬁ\’—ﬁzA—l—l x>0
)\Z)\:%



Poiché z e limitata, troviamo

—z/2(A+B) 4 _1
ZA(x)_{C’oe +>\+ﬁ x>0

B Cle””m—l—% r <0

e determiniamo le costanti Cy e C; imponendo z € C*'(R). Ricaviamo

1
RV Te v}

Poiché la trasformata di Laplace identifica univocamente la distribuzione, per conclu-
dere la dimostrazione ¢ sufficente assumere che (4.10) sia giusta e verificare che

/Ooodt e ME, <€_’8t‘4t> = \/ﬁ

Tale calcolo diretto € lasciato al lettore. O
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5. Misure invarianti per processi di diffusione

5.1. FEsistenza di misure invarianti

Sia S uno spazio polacco e P; un semigruppo di Feller su Cy(.S). Come in sezione 3.1,
diciamo che p € P(S) ¢ invariante (o stazionaria) per P; (o per il processo associato) sse
= uP;, t > 0. Diamo una caratterizzazione infinitesima dell’invarianza in termini del
generatore.

Lemma 5.1. Sia P, un semigruppo di Feller con generatore L con dominio D(L). La
probabilita p € P(S) é invariuante se e solo se for ogni f € D(L)

/d[sz = 0. (5.1)

Diciamo che D C D(L) ¢ un core per L se la chiusura (nella norma del grafico) della
restrizione di L a D restituisce L con dominio D(L). Evidentemente per dimostrare che
@ € invariante basta verificare (5.1) per ogni f in un core per L.

Dimostrazione. Se u & invariante, per ogni t > 0 e f € Cy(95),

[auta) §[Psta) = 1) o

Se ora f € D(L) abbiamo che [P, f(z) — f(z)]/t converge a Lf(z) uniformemente per
x € S. Passando al limite ¢ | 0 ricaviamo quindi p(Lf) = 0.
Per dimostrare 'implicazione inversa, osserviamo che per A > 0 e f € D(L), da (5.1)

p((A=L)f)) = Aulf).

Fissata g € Cp(S) e detto Ry = (A — L)~! il risolvente di L scegliamo ora f = Ryg.
Troviamo

N(g) = )‘N(R)\g) = ,u((l — /\71L>71g) [ N((l _ )\flL)fng)
Per semigruppi fortemente continui possiamo recuperare il semigruppo dal risolvente,

ovvero per ogni t > 0 e f € Cy(95)

lim (1 _ %L)” _PJ.

n—o0

Scegliendo A = n/t e passando al limite per n — oo concludiamo la dimostrazione. O
Consideriamo il processo di diffusione che risolve I’equazione stocastica

dXt = b(Xt)dt + U(Xt)dwt

dove w € un moto browniano in R™, b un campo vettoriale in R" e ¢ un campo a valori
matrici n x m. Come al solito chiamiamo a = oo la matrice n x n di diffusione.
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Proposizione 5.2. Sia a limitata e b tale che esistono R, > 0 tali che se |x| > R (qui

| | & la norma euclidea in R™)
T

b(x)  — < —a.

|z]

Allora esiste una misura invariante per il processo X .

Dimostrazione. Fissata v € P(R") sia vT la probabilita definita da

1 T
vl = f/o dtvP,.

Come in Lemma 3.2, ¢ sufficente mostrare che la famiglia {v”}7-o ¢ tight. A tal fine
scegliamo v = 4y ed esibiremo una funzione ¢: R™ — [0, 400) divergente all'infinito per

cui
supv’ (¢) < +o0. (5.2)

T>0

Sia L il generatore di X. Per verificare (5.2) basta mostrare che esistono v > 0 e

K < 400 per cui
Lo < =6+ K. (5.3)

Dalla formula di Ito ricaviamo infatti

(X)) = ¢(Xo) + /0 ds Lo(X,) + MY

dove M? & una martingala locale. Prendendo il valore di attesa (introducendo prima un
tempo di arresto) ed utilizzando (5.3) ricaviamo

Ba (X)) < 0(0) + [ ds [~ Ea(9(X.)) + K]

che implica
sup Eo(¢(X;)) < +o00.

t>0

Si tratta ora di costruire la funzione ¢ con le properieta desiderate. Scegliamo v €
C?*(R;R,) tale che per r > R si abbia ¢(r) = r e poniamo

¢(x) == exp {M(|z])}

con A > 0 scelto strada facendo. Via calcolo diretto, dalle ipotesi ricaviamo che esiste una
costante C' > 0 per cui, se |z| > R

Lo(x) < —Aag(z) + C[N* 4 |%|] o(x)

¢ ora facile concludere la dimostrazione. OJ

90



Osservazione 5.3. La precedente dimostrazione implica invero (esercizio) che la misura

invariante costruita ju ha momenti esponenziali: esiste v > 0 per cui p( exp{7y|z|}) < +o0.

Supponiamo di scegliere un dato iniziale con distribuzione assolutamente continua
rispetto a Lebesgue, v = podx, e vediamo come evolve, assumendo che rimanga assolu-
tamente continua a tutti i tempi: vP, = p,dx. Presa f nel domonio di L e derivando
rispetto al tempo l'identita [dz po(z) P, f(x) = [dx pi(x)f(z) troviamo

[0 @) = [depi@PLie) = [depoLs

Indicando con LT I’aggiunto di L rispetto alla misura di Lebesgue, ovvero
1
Lig(x) =3 > 0:0;(as(x)g(x)) = > 0 (bi()g(x))
Y] i

“ricaviamo” (& tutto formale) che p; evolve secondo I'equazione di Fokker-Planck
8tpt = LTpt. (54)

Supponiamo ora che L sia uniformemente ellittico: esiste ¢ > 0 tale che per ogni z € R"
e ogni v € R™ si ha v - a(z)v > cv|*>. In tal caso (5.4) ¢ un evoluzione uniformemente
parabolica che alliscia il dato inziale. Anche se prendiamo v singolare (per esempio la delta
in un punto) appena t > 0 la probabilita v P, diventa assolutamente continua, con densita
strettamente positiva e liscia. In particolare scegliendo v la misura invariante troviamo che
la misura invariante ¢ assulutamente continua rispetto a Lebesgue, ha densita strettamente
positiva e liscia. Tale densita ¢ infine soluzione stazionaria di (5.4). In questa situazione

(L uniformemente ellittico) si puod dimostrare che in effetti la misura invariante ¢ unica,
vedi 7777

5.2. Misure reversibili

Consideriamo un processo di Feller con misura invariante p. In tal caso il semigruppo
associato P; estende ad un semigruppo di contrazione fortemente continuo su L?(.S, u).
Infatti, per f € Cy(S) abbiamo, indicando con || - || la norma in L?(S, p),

1B = [ (Pr = [duto) [B(500)] < [auta) BL(F0002) = 1718

dove abbiamo usando l'invarianza di p nell’ultimo passaggio. Poiché Cy(S) & denso in
L*(S, 1), possiamo estendere P; ad un operatore limitato (di norma minore o uguale a 1)
su L?(S, u). Dalla continuita forte di P, ricaviamo immediatamente la continuita forte di
P, come semigruppo in L?(S, i). Con lieve abuso di notazione, indichiamo con L anche il
generatore di P, come semigruppo in L*(S, p).
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