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Esercizi settimanali

Settimana 11

Esercizio 1. Sia L il generatore di un processo di Feller. Ricordando che Γ(f, g) := 1
2

[
L(fg) −

fLg − gLf
]
sia

Γ2(f, g) :=
1

2

[
LΓ(f, g)− Γ(Lf, g)− Γ(g, Lf)

]
.

Calcolare Γ2 quando Lf = ∆f −∇V · ∇f .

Esercizio 2. Si consideri l'equazione stocastica unidimensionale

dXt = b(Xt)dt+ σ(Xt)dBt.

Sia m la funzione de�nita da

m(x) =
2

σ2(x)
exp

{
2

∫ x

0

dy
b(y)

σ2(y)

}
.

Veri�care che sotto opportune condizioni (da capire) la misura m(x)dx è invariante per Xt.

Esercizio 3. Sia Xt il moto browniano bidimensionale e D la corona circolare tra le due circon-
ferenze γ := {|x| = r} e Γ := {|x| = R}, con r < R, e τ il tempo di prima uscita da D. Veri�care
che

Px(Xτ ∈ γ) =
logR− log |x|
logR− log r

Mediante passaggio al limite per R → ∞ trovare la probabilità di colpire γ. Mediante passaggio
al limite per r → 0 trovare la probabilità di colpire {0}.

Esercizio 4. Sia Xt il moto browniano bidimensionale.

1) Sia A un aperto di R2. Dimostrare che per ogni x ∈ R2 si ha Px(∃t : Xt ∈ A) = 1

2) Dimostrare che se x 6= y allora Px(∃t : Xt = y) = 0

Suggerimento. Utilizzare l'esercizio precedente.

Esercizio 5. Calcolare le stesse probabilità dell'esercizio 1 per il moto browniano tridimensionale.

Esercizio 6. Calcolare il valore di attesa del tempo di uscita del moto browniano bidimensionale
dall'angolo {(x1, x2) : |x2| ≤ x1 tan(α/2)}.


