
ALGEBRA I — CAMPI E TEORIA DI GALOIS

ALESSANDRO D’ANDREA

1. RICHIAMI SUGLI ANELLI

1.1. Anelli, sottoanelli, ideali. Un anello (A,+, ·) è un insieme A, su cui sono definite operazioni asso-
ciative + di somma e · di prodotto o moltiplicazione, tali che (A,+) è un gruppo abeliano, e · distribuisce
rispetto alla somma. Un anelloA è commutativo se l’operazione · è commutativa, ed è un anello con unità se
esiste un elemento 1 ∈ A, 1 6= 0, tale che 1 · a = a · 1 = a per ogni a ∈ A; pertanto, un anello commutativo
con unità ha sempre almeno due elementi: 0 e 1. Gli anelli che utilizzeremo saranno tutti commutativi
con unità, e in seguito per anello intenderemo sempre anello commutativo con unità a meno di esplicita
affermazione contraria.

Un anello è un dominio di integrità, o semplicemente un dominio1, se il prodotto di elementi diversi non
nulli è diverso da 0; è un campo se ogni elemento non nullo possiede un inverso moltiplicativo. Ogni
campo è chiaramente un dominio. L’anello Z dei numeri interi è un esempio di dominio che non è un
campo, in quanto i suoi soli elementi invertibili sono ±1.

Se A è un anello, un sottoinsieme B ⊂ A è un sottoanello se contiene 1, è un sottogruppo additivo di
A, ed è chiuso rispetto al prodotto2; ad esempio, l’unico sottoanello di Z è Z stesso. Un sottoanello di un
campo che sia esso stesso un campo è un sottocampo: ad esempio, Q,R,C sono sottocampi, e quindi anche
sottoanelli, di C; anche Z è un sottoanello di C, ma non ne è un sottocampo.

Un ideale di A è un sottogruppo additivo I ⊂ A tale che ai ∈ I non appena a ∈ A, i ∈ I . {0} e A sono
sempre ideali di A, e sono detti ideali banali; gli unici ideali di un campo sono quelli banali. Se d ∈ A, il
sottoinsieme (d) = dA = {dk | k ∈ A} è sempre un ideale di A, ed è detto ideale principale generato da d;
gli unici ideali di Z sono principali.

1.2. Omomorfismi di anelli ed anelli quoziente. Se A,B sono anelli, un’applicazione φ : A→ B si dice
omomorfismo di anelli3 o più semplicemente omomorfismo se φ(1) = 1 e φ(a + a′) = φ(a) + φ(a′), φ(aa′) =
φ(a)φ(a′) per ogni scelta di a, a′ ∈ A. In tal caso, l’immagine di φ è un sottoanello Imφ ⊂ B, e se J è un
ideale di B, allora φ−1(J) è un ideale di A. In particolare, il nucleo kerφ = {a ∈ A |φ(a) = 0} = φ−1{0}
è un ideale proprio di A: non coincide con A in quando φ(1) = 1 6= 0. Inoltre φ è iniettivo se e solo
se kerφ = {0}. Come conseguenza, ogni omomorfismo da un campo in un anello è necessariamente
iniettivo.

Se I ( A è un ideale proprio, allora a ∼I a
′ ⇔ a′ − a ∈ I definisce una relazione di equivalenza su

A, e quindi un insieme quoziente A/I = A/ ∼I . Esiste un’unica struttura di anello su A/I che renda la
proiezione canonica πI : A→ A/I un omomorfismo; il nucleo kerπI coincide con I .

1.3. Ideali primi e massimali. Domini e campi. Un ideale I ( A si dice primo se il prodotto di elementi
che non stanno in I non appartiene ad I ; si dice massimale se da I ( J segue J = A. Equivalentemente,
I ⊂ A è primo quando A/I è un dominio, ed è massimale quando A/I è un campo. Pertanto, {0} è un
ideale primo di A se e solo se A è un dominio, e ogni ideale massimale è anche primo, dal momento che
ogni campo è un dominio d’integrità. Gli ideali massimali di Z sono tutti e soli quelli generati da numeri
primi; l’unico ideale primo non massimale di Z è {0}.

Ogni omomorfismo φ : A → B determina un isomorfismo — cioè un omomorfismo invertibile — tra
A/ kerφ e l’immagine Imφ ⊂ B. In particolare, se J è un ideale diB, il nucleo di πJ◦φ : A→ B/J coincide
con φ−1(J), ed il quoziente A/φ−1(J) è allora isomorfo ad un sottoanello di B/J ; di conseguenza, se J è
un ideale primo di B, e quindi B/J è un dominio, allora ancheA/φ−1(J) è un dominio, e perciò φ−1(J) è
un ideale primo di A. In altre parole, la controimmagine di un ideale primo attraverso un omomorfismo
è ancora un ideale primo.

1In generale, quando si usa il termine “dominio” non si richiede nemmeno la commutatività dell’anello. Tuttavia noi abbiamo a
che fare solo con anelli commutativi con unità, e quindi non c’è rischio di confusione.

2In altre parole, consideriamo soltanto sottoanelli con unità.
3Quando si ha a che fare con anelli con unità, è costume richiedere che gli omomorfismi mandino 1 in 1. Questo non è stretta-

mente necessario, e soprattutto non segue dalle altre proprietà di omomorfismo. Ad esempio, l’applicazione che manda tutto in 0

soddisfa le richieste di additività e moltiplicatività, ma certamente non manda 1 in 1.
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1.4. Caratteristica di un dominio. Comunque sia scelto l’anello A, un omomorfismo Z → A deve neces-
sariamente mandare 0 in 0, 1 in 1, ogni numero positivo n nella somma di n copie di 1 ed ogni numero
negativo −n nell’inverso additivo di tale somma; si vede inoltre facilmente che queste assegnazioni de-
finiscono effettivamente un omomorfismo. Pertanto esiste un unico omomorfismo ηA : Z → A; questo
fatto si esprime talvolta dicendo che Z è un oggetto iniziale nella categoria degli anelli commutativi con
unità.

QuandoA è un dominio d’integrità, il nucleo di tale omomorfismo è controimmagine dell’ideale primo
{0}, ed è pertanto un ideale primo (d), d ≥ 0, di Z: d è la caratteristica del dominioA, e si scrive charA = d.
Si noti che se d 6= 0, allora d è necessariamente un numero primo. L’immagine di ηA : Z → A è un
sottoanello di A isomorfo a Z quando charA = 0 e a Fp := Z/(p) quando charA = p > 0.

1.5. Campo delle frazioni e omomorfismi tra campi. Da ciascun dominio d’integrità D si può costruire
il corrispondente campo delle frazioni F (D), i cui elementi sono della forma a/b, dove a, b ∈ D e b 6= 0.
Il dominio D si immerge nel suo campo delle frazioni, nel senso che esiste un omomorfismo iniettivo
D → F (D) dato da d 7→ d/1. Ogni omomorfismo φ : D → B, tale che φ(d) sia invertibile per ogni d 6= 0,
si estende ad un omomorfismo Φ : F (D) → B ponendo Φ(a/b) = φ(a)φ(b)−1. In particolare, se D è
contenuto in un campo K , anche il suo campo delle frazioni si immerge in K . Con parole meno precise,
F (D) è il più piccolo campo nel quale D si immerga; pertanto, se D è un campo, allora F (D) è isomorfo
a D.

Il campo delle frazioni di Z è Q. Se K è un campo, il sottocampo generato da 1, cioè l’intersezione di
tutti i sottocampi diK , è detto campo primo diK , ed è isomorfo a Q se charK = 0 e a Fp se charK = p 6= 0.
In particolare, ogni campo di caratteristica 0 è infinito.

Abbiamo già visto che un omomorfismo φ : K → F tra campi è sempre iniettivo; poiché l’omomor-
fismo ηF : Z → F deve coincidere con φ ◦ ηK , allora ηF e ηK hanno lo stesso nucleo. In altre parole,
charK = charF e φ identifica le immagini di Z in K ed F , e passando al campo delle frazioni, anche i
campi primi di K ed F .

1.6. Anelli di polinomi. L’anello dei polinomi nelle indeterminate x1, . . . , xn a coefficienti nell’anello
A si indica con A[x1, . . . , xn]: contiene un sottoanello isomorfo ad A dato dai polinomi costanti, che
identificheremo con A. Per ogni scelta di un omomorfismo φ : A → B e di elementi b1, . . . , bn ∈ B esiste
un unico omomorfismo Φ : A[x1, . . . , xn] → B tale che Φ(a) = φ(a) e Φ(xi) = bi; tutti gli omomorfismi
Φ : A[x1, . . . , xn] → B si ottengono in questo modo.

Esempio 1.1. QuandoA = B e φ = idA, l’omomorfismo Φ =: evb1,...,bn è detto omomorfismo di valutazione,
ed il suo nucleo è l’ideale (x1 − b1, . . . , xn − bn).

Esempio 1.2. Se φ : A→ B è un omomorfismo di anelli, indichiamo con φ∗ : A[x1, . . . , xn] → B[x1, . . . , xn]
l’omomorfismo Φ ottenuto mandando A in B ⊂ B[x1, . . . , xn] tramite φ e ciascun xi ∈ A[x1, . . . , xn]
nel corrispondente xi ∈ B[x1, . . . , xn]. Allora, se φ : A → B e ψ : B → C sono omomorfismi di
anelli, si ricava subito (ψ ◦ φ)∗ = ψ∗ ◦ φ∗. Poiché chiaramente (idA)∗ = idA[x1,...,xn], si deduce che
φ∗ : A[x1, . . . , xn] → B[x1, . . . , xn] è un isomorfismo esattamente quando φ : A→ B è un isomorfismo.

1.7. Domini a ideali principali e fattorizzazione unica. Un elemento non invertibile p 6= 0 di un domi-
nio D si dice primo se p|ab ⇒ p|a oppure p|b ed irriducibile se, quando p = ab, uno tra a e b è invertibile.
L’ideale (d) è un ideale primo se e solo se d è primo. Tuttavia, un anello può contenere ideali primi non
principali — e quindi non generati da un elemento primo.

Un dominio è un dominio a fattorizzazione unica (UFD = Unique Factorization Domain) se ogni suo
elemento non nullo si scrive (a meno di invertibili) come prodotto — finito — di elementi primi, e se
due tali fattorizzazioni coincidono (a meno di moltiplicare ciascun primo per un invertibile) dopo averne
permutati gli elementi. In un dominio a fattorizzazione unica, ogni elemento primo è anche irriducibile,
e viceversa. Inoltre, due elementi possiedono sempre un massimo comun divisore, che è unico a meno di
invertibili.

Un dominio è un dominio a ideali principali (PID = Principal Ideal Domain) se ogni suo ideale è princi-
pale. Ogni dominio a ideali principali è anche un dominio a fattorizzazione unica. I suoi ideali massimali
sono tutti e soli quelli generati da elementi primi; il suo unico ideale primo non massimale, sempre che il
dominio non sia un campo, è (0). In un dominio a ideali principaliD vale l’identità di Bézout: se a, b ∈ D,
e d = MCD(a, b), allora esistono h, k ∈ D tali che d = ha+ kb.

Sono domini a ideali principali: Z,Z[i], e anche K,K[x],K[[x]] quando K è un campo. Sono domini a
fattorizzazione unica, ma non a ideali principali: Z[x1, . . . , xn] e in generale D[x1, . . . , xn] quando D è un
campo e n > 1; o anche quando D è un dominio a fattorizzazione unica ma non un campo.

1.8. Sottoanelli e sottocampi. L’intersezione di una famiglia di sottoanelli di un anello è ancora un sot-
toanello; allo stesso modo, l’intersezione di una famiglia di sottocampi di un campo è ancora un sot-
tocampo. Pertanto, fissato un sottoinsieme X di un anello R (rispettivamente, di un campo K), esiste
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un più piccolo sottoanello di R (risp. sottocampo di K) contenente X , detto sottoanello generato (risp.
sottocampo generato) da X .

Se A è un sottoanello dell’anello B e γ1, . . . , γn ∈ B, allora A[γ1, . . . , γn] indica il sottoanello di B
generato da A∪{γ1, . . . , γn}. In modo simile, se K è un sottocampo del campo F , e γ1, . . . , γn ∈ F , allora
K(γ1, . . . , γn) indica il sottocampo di F generato da K ∪{γ1, . . . , γn}. Ad esempio, come sottoanelli di C,
abbiamo Q[i] = Q(i), mentre Q[π] ( Q(π).

2. ESTENSIONI DI CAMPI

Siano K,L due campi contenuti uno nell’altro4: K ⊂ L. Questa è un’estensione di campi e sarà l’oggetto
principale del nostro interesse nel resto del corso. Si dice che K è il campo base dell’estensione, e che L
estende K . Facciamo subito alcune ovvie osservazioni preliminari.

Definizione 2.1. Sia K ⊂ L un’estensione di campi. Allora L è uno spazio vettoriale su K , la cui
dimensione si indica con [L : K] e si chiama grado dell’estensione.

Poiché L contiene K , ha almeno dimensione 1 come K-spazio vettoriale. Pertanto [L : K] > 0 e
[L : K] = 1 ⇐⇒ K = L.

Lemma 2.2. Siano K ⊂ L campi finiti, [L : K] = n < +∞. Allora |L| = |K|n.

Dimostrazione. L è isomorfo, come K-spazio vettoriale, a Kn e ogni isomorfismo di spazi vettoriali è una
corrispondenta biunivoca. �

Corollario 2.3. Il numero di elementi in un campo finito K è pn, dove p è la caratteristica del campo e n = [K :
Fp] > 0 è il grado di K come estensione del suo campo primo.

Proposizione 2.4. Se F ⊂ K ⊂ L sono campi, allora [L : F ] = [L : K][K : F ]. In particolare, se F ⊂ K e
K ⊂ L sono estensioni finite, allora F ⊂ L è anch’essa finita.

Dimostrazione. E’ sufficiente mostrare che se αi, i ∈ I è una base di L come K-spazio vettoriale e βj , j ∈ J
è una base di K come F -spazio vettoriale, allora gli elementi αiβj , i ∈ I, j ∈ J costituiscono una base di
L su F .

Vediamo innanzitutto che generano F -linearmente L. In effetti, se x ∈ L, allora x =
∑

i∈I ciαi, dove
ci ∈ K e solo un numero finito dei ci è diverso da 0. Ciascuno di tali ci può essere espresso come
ci =

∑

j∈J dijβj , dove dij ∈ F e solo un numero finito di essi è diverso da zero. In conclusione

x =
∑

i∈I

∑

j∈J

dijαiβj ,

e quindi x è una F -combinazione lineare (finita) degli elementi αiβj .
Mostriamo adesso che gli elementi αiβj sono anche F -linearmente indipendenti. Supponiamo che

∑

i∈I,j∈J dijαiβj = 0, dove dij ∈ F . Poiché

0 =
∑

i∈I,j∈J

dijαiβj =
∑

i∈I

(

∑

j∈J

dijβj

)

αi,

e gli αi sono K-linearmente dipendenti, otteniamo che
∑

j∈J

dijβj = 0

per ogni i ∈ I . Ma gli elementi βj , j ∈ J sono F -linearmente indipendenti, e quindi dij = 0 per ogni
i ∈ I, j ∈ J . In conclusione, una F -base di L è in corrispondenza biunivoca con I × J mentre una K-base
di L (rispettivamente una F -base di K) è in corrispondenza biunivoca con I (risp. J). �

2.1. Estensioni finite ed elementi algebrici. Un’estensione K ⊂ L si dice finita se ha grado [L : K]
finito. Se [L : K] = n e α è un elemento di L, allora le n + 1 potenze 1, α, α2, . . . , αn sono sicuramente
K-linearmente dipendenti. Questo vuol dire che, per un’opportuna scelta di ci ∈ K , non tutti nulli,
avremo

cnα
n + cn−1α

n−1 + ...+ c2α
2 + c1α+ c0 = 0.

In altre parole, α soddisfa un polinomio 0 6= c(x) = cnx
n + ... + c1x + c0 a coefficienti in K . Quando

questo succede, α si dice algebrico su K . Riassumendo:

Lemma 2.5. Ogni elemento contenuto in un’estensione finita di K è algebrico su K .

Vedremo tra poco, nel Teorema 2.10, che è vero anche il viceversa.

4Più precisamente, K ed L sono entrambi campi e K è un sottoanello di L.
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Lemma 2.6. Sia K ⊂ L un’estensione di campi, α ∈ L. Allora gli elementi contenuti in K[α] sono tutte e sole le
combinazioni K-lineari di potenze di α.

Dimostrazione. Sia R un sottoanello di L che contenga α. Allora contiene α2 = α · α, e induttivamente
ogni altra potenza di α. Se R contiene anche gli elementi di K , dovrà allora contenere anche i prodotti di
elementi di K con potenze di α, nonché tutte le loro somme. In conclusione, un sottoanello R di L che
contenga sia K che α deve contenere tutte le combinazioni lineari a coefficienti in K di potenze di α, cioè
le espressioni polinomiali in α a coefficienti inK . Questo deve essere vero in particolare per il più piccolo
tra tali anelli: K[α].

Per mostrare che tali espressioni sono i soli elementi di K[α], basta mostrare che costituiscono un
sottoanello di L. Ma moltiplicando o sommando due espressioni polinomiali in α a coefficienti in K si
ottiene ancora un’espressione dello stesso tipo. La dimostrazione è allora conclusa. �

Lemma 2.7. Sia K ⊂ L è un’estensione di campi, α ∈ L. Allora gli elementi di K(α) ⊂ L sono tutti e soli quelli
del tipo p(α)q(α)−1, con p(x), q(x) ∈ K[x], e q(α) 6= 0.

Dimostrazione. Come nel lemma precedente, si mostra che un sottocampo di L che contenga K e α deve
contenere anche il sottoanello K[α]. Essendo tuttavia un campo dovrà contenere anche gli inversi degli
elementi non nulli di K[α].

Non è difficile mostrare, a questo punto, che gli elementi del tipo p(α)q(α)−1, con p(x), q(x) ∈ K[x], e
q(α) 6= 0 formano un sottocampo di L. �

Il sottoanello K[α] è ovviamente contenuto nel sottocampo K(α). Quando K[α] è esso stesso un
sottocampo, allora necessariamente K[α] = K(α).

Supponiamo che α ∈ L sia algebrico su K ⊂ L. Il nucleo dell’omomomorfismo di valutazione evα :
K[x] → L, f(x) 7→ f(α) è allora un ideale non banale di K[x]. Sappiamo che gli ideali di F [x] sono
principali, ed esiste quindi 0 6= q(x) ∈ K[x] tale che ker evα = (q(x)). Questo polinomio è detto polinomio
minimo di α, e può essere scelto monico, a meno di moltiplicarlo per una costante non nulla di K .

Proposizione 2.8. Sia K ⊂ L un’estensione di campi, α ∈ L un elemento algebrico su K . Allora il polinomio
minimo q(x) di α su K è irriducibile su K e K[α] = K(α) è isomorfo all’anello quoziente K[x]/(q(x)).

Dimostrazione. L’immagine dell’omomorfismo di valutazione evα è data dalle espressioni polinomiali in
α a coefficienti inK , e quindi Im evα = K[α]. EssendoK[α] un sottoanello del campo L, è necessariamen-
te un dominio d’integrità. Per il Teorema di omomorfismo, sappiamo che K[α] ≃ K[x]/ ker evα e quindi
(0) 6= ker evα = (q(x)) è un ideale primo non nullo del dominio a ideali principali K[x].

Questo mostra che q(x) è un elemento irriducibile di K[x]; pertanto (q(x)) è un ideale massimale, e
K[α] è isomorfo all’anello quoziente K[x]/(q(x)), che è un campo. In conclusione K[α] è un sottocampo
di L, e quindi K[α] = K(α). �

Proposizione 2.9. Sia K ⊂ L un’estensione di campi, α un elemento di L. Le seguenti affermazioni sono
equivalenti.

(1) α è algebrico su K .
(2) K[α] = K(α).
(3) K[α] è un campo.
(4) K(α) è un’estensione finita di K .

Dimostrazione. (1)⇒(2). Abbiamo già visto che se α è algebrico, allora K[α] = K(α).
(2)⇒(3). K(α) è per definizione un campo.
(3)⇒(1). Se l’omomorfismo evα : K[x] → L fosse iniettivo, la sua immagine K[α] sarebbe isomorfa a

K[x], che non è un campo. Pertanto α è annullato da un polinomio 0 6= f(x) ∈ K[x] ed è quindi algebrico
su K . �

Proposizione 2.10. Sia K ⊂ L un’estensione di campi. Se α ∈ L è algebrico su K , allora K(α) è un’estensione
finita di K e [K(α) : K] è il grado del polinomio minimo di α su K .

Dimostrazione. Se α è algebrico, indichiamo con q(x) ∈ K[x] il suo polinomio minimo, diciamo di grado
n > 0. Ogni elemento di K[α] è della forma f(α) per qualche f(x) ∈ K[x]. Possiamo trovare h(x) ∈ K[x]
in modo che f(x) = h(x)q(x) + r(x) con r(x) ∈ K[x] di grado minore di n. Allora f(α) = r(α) e quindi
ogni elemento di K[α] è K-combinazione lineare degli n elementi 1, α, . . . , αn−1.

Tali elementi devono inoltre essere K-linearmente indipendenti, perché ogni loro combinazione linea-
re nulla a coefficienti non banali fornirebbe un polinomio non nullo di grado inferiore a n che annulla α,
contro la minimalità del grado di q(x). In conclusione, K(α) = K[α] è un’estensione di K di grado n che
contiene α. �
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Corollario 2.11. Sia K ⊂ L un’estensione di campi. Se α1, . . . , αn ∈ L sono algebrici su K , allora K ⊂
K(α1, . . . , αn) è un’estensione finita.

Dimostrazione. Ogni polinomio a coefficienti inK che annulla αk è anche a coefficienti inK(α1, . . . , αk−1).
Pertanto ciascun αk è algebrico su K(α1, . . . , αk−1) e K(α1, . . . , αk−1) ⊂ K(α1, . . . , αk−1, αk) è un’esten-
sione finita per ogni k = 1, . . . , n. Di conseguenza

K ⊂ K(α1) ⊂ · · · ⊂ K(α1, . . . , αn−1) ⊂ K(α1, . . . , αn)

è una catena di estensioni finite e per la Proposizione 2.4 estensioni finite di estensioni finite sono esten-
sioni finite. �

Corollario 2.12. Siano F ⊂ K ⊂ L estensioni di campi. Se F ⊂ K e K ⊂ L sono algebriche, allora F ⊂ L è
algebrica.

Dimostrazione. E’ sufficiente mostrare che ogni γ ∈ L è algebrico su F . Sappiamo già che γ è algebrico su
K e soddisfa quindi un polinomio non nullo

p(x) = pnx
n + · · ·+ p1x+ p0

a coefficienti in K . Per il Corollario 2.11 l’estensione F ⊂ F (p0, p1, . . . , pn) è finita, e α soddisfa chiara-
mente un polinomio a coefficienti in F (p0, p1, . . . , pn). Ma allora l’estensione

F (p0, p1, . . . , pn) ⊂ F (p0, p1, . . . , pn, γ)

è finita. La Proposizione 2.4 ci garantisce allora che F ⊂ F (p0, p1, . . . , pn, γ) è finita e γ è allora algebrico
su F in quanto appartiene alla sua estensione finita F (p0, p1, . . . , pn, γ). �

I mantra da tenere a mente sono finito su finito è finito e algebrico su algebrico è algebrico. Il Corollario 2.11
si esprime talvolta dicendo che algebrico è localmente finito.

Esempi.

• Il campo Q(
√
2) è un’estensione di Q. L’elemento

√
2 soddisfa il polinomio x2−2, ma non soddisfa

nessun polinomio di grado 1 a coefficienti in Q, in quanto
√
2 non è razionale. Quindi x2 − 2 è il

suo polinomio minimo.
Avremmo potuto mostrare questo fatto direttamente verificando che x2−2 è irriducibile, il che

segue dal criterio di Eisenstein. Il grado [Q(
√
2) : Q] è uguale al grado del polinomio minimo

dell’algebrico che aggiungiamo, ed è quindi 2.
• La costante di Nepero e non è un numero algebrico5, anche se questo risultato è troppo complesso

per mostrarlo qui. Pertanto, Q(e) non può essere un’estensione finita di Q, perché in quel caso
ogni suo elemento sarebbe algebrico. In altre parole [Q(e) : Q] = ∞.

• Sebbene l’esistenza di numeri reali trascendenti su Q si ricavi facilmente per motivi di cardinalità
(gli algebrici formano un insieme numerabile, mentre R è più che numerabile), è più complesso
esibire esplicitamente anche uno solo di tali numeri. Tra i primi esempi di numeri reali dimo-
strabilmente trascendenti su Q vi sono i cosiddetti numeri di Liouville. Un esempio è la costante di
Liouville

L =

∞
∑

k=1

10−k!.

Esercizi.

(a) Calcolare il grado dell’estensione Q ⊂ Q(
√
2 +

√
5).

(b) Calcolare il grado dell’estensione R ⊂ C.
(c) Qual è il polinomio minimo di

√
3 + i? E di

√
3 + i?

(d) Sia K ⊂ L un’estensione di campi e α ∈ L algebrico su K di polinomio minimo q(x) ∈ K[x].
Mostrare che se f : L→ L è un omomorfismo che si restringe all’identità su K , allora anche f(α)
è radice del polinomio q(x).

3. COSTRUZIONI CON RIGA E COMPASSO

3.1. Costruibilità con riga e compasso. DA COMPLETARE.

5Gli elementi che non sono algebrici si dicono trascendenti.
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3.2. Duplicazione del cubo. Mentre oggi per combattere le epidemie cerchiamo di sviluppare vaccini,
circa 2400 anni fa i cittadini di Delo avevano ben pensato di rivolgersi agli oracoli per arrestare una
pestilenza6. L’oracolo di Delfi aveva suggerito un salvifico intervento di Apollo per invocare il quale
sarebbe stato sufficiente raddoppiare il suo altare, perfettamente cubico. Alla costruzione di un altare
cubico di dimensioni lineari esattamente doppie, grande fu la sorpresa nell’osservare il perdurare della
pestilenza.

Il problema della duplicazione del cubo consiste nella costruzione, con riga e compasso, di α = 3
√
2.

Il numero reale α soddisfa il polinomio x3 − 2 ∈ Q[x] che è irriducibile, ad esempio, per il Criterio
di Eisenstein. Pertanto [Q(α) : Q] = 3 non è una potenza di 2, e per interrompere la pestilenza sono
necessari strumenti più raffinati della riga e del compasso7.

3.3. Rettificazione della circonferenza, quadratura del cerchio. I problemi della rettificazione della cir-
conferenza (unitaria) e della quadratura del cerchio (unitario) richiedono di costruire con riga e compasso
un segmento di lunghezza 2π o

√
π rispettivamente.

Tuttavia π è trascendente, come è stato dimostrato da Lindemann nel 1882. Poiché la metà e il quadrato
di un numero algebrico sono anch’essi algebrici, ne segue immediatamente la trascendenza di 2π e

√
π,

che non possono quindi essere costruiti con riga e compasso8.

3.4. Non costruibilità di poligoni regolari.

3.4.1. Estensioni ciclotomiche di Q. Se n > 0 è intero, il numero complesso ζn = e2π/n ∈ C risolve l’equa-
zione xn = 1 ed è pertanto detto radice n-esima complessa dell’unità. Inoltre ζn ha ordine esattamente n nel
gruppo moltiplicativo C× ed è quindi una radice n-esima primitiva complessa dell’unità; le altre radici
n-esime primitive complesse dell’unità sono le potenze ζin, dove MCD(i, n) = 1.

Poiché ζn annulla il polinomio xn − 1 ∈ Q[x], è allora un elemento algebrico su Q. L’estensione
Q ⊂ Q(ζn) è detta n-esima estensione ciclotomica di Q.

3.4.2. L’estensione ciclotomica Q ⊂ Q(ζp) quando p è primo. In questo paragrafo p > 0 è un numero primo
dispari. Poiché ζp è diverso da 1, deve annullare il polinomio

Φp(x) =
xp − 1

x− 1
= xp−1 + xp−2 + · · ·+ x+ 1

che si mostra facilmente essere irriducibile in Z[x]. In effetti, una fattorizzazione Φp(x) = a(x)b(x) in Z[x]
produrrebbe un’analoga fattorizzazione Φp(x+ 1) = a(x+ 1)b(x+ 1). Tuttavia

Φp(x+ 1) =
(x+ 1)p − 1

x
= xp−1 +

(

p

1

)

xp−2 +

(

p

2

)

xp−3 + · · ·+ p

è irriducibile per il Criterio di Eisenstein. Di conseguenza, Φp(x) è il polinomio minimo di ζp ∈ C su Q e
quindi [Q(ζp) : Q] = p− 1.

3.4.3. Grado su Q di cos(2π/p). Il campo Q(ζp) contiene l’elemento

cos(2π/p) =
ζp + ζ−1

p

2

che è anch’esso automaticamente algebrico su Q.

Proposizione 3.1. Si ha [Q(cos(2π/p)) : Q] = (p− 1)/2.

Dimostrazione. Il campoQ(cos(2π/p)) ⊂ Q(ζp) ⊂ C contiene solo elementi reali e pertanto ζp /∈ Q(cos(2π/p)),
da cui [Q(ζp) : Q(cos(2π/p))] > 1. Inoltre ζp = cos(2π/p) + i sin(2π/p) è radice del polinomio

x2 − 2 cos(2π/p)x+ 1 ∈ Q(cos(2π/p))[x]

e quindi [Q(ζp) : Q(cos(2π/p))] ≤ 2. Riassumendo, [Q(ζp) : Q(cos(2π/p))] = 2, da cui

[Q(cos(2π/p)) : Q] =
[Q(ζp) : Q]

[Q(ζp) : Q(cos(2π/p))]
=
p− 1

2
.

�

Corollario 3.2. Il grado su Q del numero algebrico cos(2π/p) è una potenza di 2 se e solo se p è un primo di
Fermat.

6A ben vedere, questa usanza non si è ancora del tutto interrotta.
7Menecmo risolse il problema intersecando una parabola e un’iperbole, ma non è dato sapere se la pestilenza si fosse già

arrestata da sola, o se la costruzione di Menecmo abbia comunque avuto alcun effetto.
8Senza particolari conseguenze di salute pubblica, tra l’altro.
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Dimostrazione. Si ha (p− 1)/2 = 2k esattamente quando p = 1+2k+1. Se n = k+1 ha un divisore dispari
positivo d 6= 1, allora p = 2n + 1 = 2hd + 1 = (2h)d + 1 possiede 2h + 1 ≥ 3 come divisore proprio e non
può essere primo. Pertanto la fattorizzazione di n non contiene primi dispari, ed n è quindi una potenza
di 2. �

Teorema 3.3. Sia p un numero primo dispari che non è un primo di Fermat. Allora il p-agono regolare inscritto
nella circonferenza unitaria non è costruibile con riga e compasso.

Dimostrazione. La costruibilità con riga e compasso del p-agono regolare è equivalente alla costruibilità
del numero algebrico cos(2π/p), il cui grado su Q non è però una potenza di 2. �

3.5. Costruibilità di alcuni poligoni regolari.

3.5.1. Costruibilità del pentagono regolare. Abbiamo appena visto che ζ5 ∈ C è algebrico su Q di grado 4, e
che pertanto il polinomio minimo di cos(2π/5) su Q ha grado 2. Più precisamente, ζ = ζ5 soddisfa

ζ4 + ζ3 + ζ2 + ζ + 1 = 0

che si può riscrivere come
ζ2 + ζ + 1 + ζ−1 + ζ−2 = 0.

Ricordando che α := 2 cos(2π/5) = ζ + ζ−1, otteniamo α2 = ζ2 + 2 + ζ−2 da cui

α2 + α− 1 = 0.

Allora α è una radice positiva di x2 + x− 1, che non può che essere α = (−1 +
√
5)/2. Di conseguenza

cos(2π/5) =

√
5− 1

4
.

La normale procedura per disegnare il pentagono regolare si limita a costruire
√
5 per mezzo del Teorema

di Pitagora e a ricavarne facilmente la quantità appena descritta.

3.5.2. Costruibilità dell’eptadecagono regolare. La costruibilità del poligono regolare di 17 lati inscritto nella
circonferenza unitaria non è esclusa dai ragionamenti visti precedentemente e venne ricavata da Gauss9.

Sia ω = e2π/17 ∈ C. Allora
∑16

i=1 ω
i = −1 e cos(2π/17) = (ω + ω16)/2. La costruibilità dell’eptadecago-

no è equivalente alla costruibilità di tale numero algebrico.

Lemma 3.4. Si ha

α = ω + ω2 + ω4 + ω8 + ω9 + ω13 + ω15 + ω16 =

√
17− 1

2
;

β = ω3 + ω5 + ω6 + ω7 + ω10 + ω11 + ω12 + ω14 =
−
√
17− 1

2
;

Dimostrazione. Innanzitutto, α = 2(cos(2π/17)+cos(4π/17)+cos(8π/17)+cos(16π/17)) > 0 — verificatelo
con una calcolatrice! — e poiché α+ β =

∑16
i=1 ω

i = −1, necessariamente β = −1− α è negativo.
Inoltre (α−β)2 = 17 — il conto è lungo ma non presenta particolari difficoltà — e quindi α−β =

√
17.

L’enunciato segue ora facilmente. �

Lemma 3.5. Se

γ1 = ω + ω4 + ω13 + ω16

γ2 = ω2 + ω8 + ω9 + ω15

γ3 = ω3 + ω5 + ω12 + ω14

γ6 = ω6 + ω7 + ω10 + ω11

allora

γ1 =

√
17− 1 +

√

34− 2
√
17

4

γ2 =

√
17− 1−

√

34− 2
√
17

4

γ3 =
−
√
17− 1 +

√

34 + 2
√
17

4

γ6 =
−
√
17− 1−

√

34 + 2
√
17

4

9A 19 anni!!!
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Dimostrazione. Innanzitutto, γ1 = 2(cos(2π/17)+cos(8π/17) è positivo. Si vede facilmente che γ1+γ2 = α
e γ1 · γ2 = −1 e quindi γ1 > 0, γ2 < 0 soddisfano il polinomio t2 − αt− 1, le cui radici sono

α±
√
α2 + 4

2
=

√
17− 1±

√

34− 2
√
17

4
.

Si procede analogamente per γ3 > 0 e γ6 < 0 osservando che γ3 + γ6 = β e γ3 · γ6 = −1. �

Lemma 3.6. Si ha

2 cos(2π/17) = ω + ω16 =

√
17− 1 +

√

34− 2
√
17

8
+

√

17 + 3
√
17 +

√

170− 26
√
17− 4

√

34 + 2
√
17

4
.

Dimostrazione. Se δ = ω + ω−1 e ǫ = ω4 + ω−4, allora sicuramente δ > ǫ > 0 e si ha

δ + ǫ = γ1, δ · ǫ = γ3.

Pertanto δ e ǫ soddisfano il polinomio t2 − γ1t+ γ3 = 0 le cui radici sono

γ1 ±
√

γ21 − 4γ3
2

=
γ1
2

±
√

4γ21 − 16γ3
4

.

La più grande delle due, cioè quella con il segno +, è δ. Sappiamo già che

γ1
2

=

√
17− 1 +

√

34− 2
√
17

8
.

Per quanto riguarda la quantità sotto radice, ricordiamo che γ1 è radice del polinomio t2−αt−1 e quindi
γ21 = 1+ αγ1. Di conseguenza

4γ21 = 4+ 4αγ1

= 4+ 4 ·
√
17− 1

2
·
√
17− 1 +

√

34− 2
√
17

4

= 4 +
(
√
17− 1)2

2
+

(
√
17− 1)

√

34− 2
√
17

2

= 4 + (9 −
√
17) +

√

(
√
17− 1)2(34− 2

√
17)

2

= 13−
√
17 +

√

(18− 2
√
17)(34− 2

√
17)

2

= 13−
√
17 +

√

(9−
√
17)(17−

√
17)

= 13−
√
17 +

√

170− 26
√
17.

Ma allora

4γ21 − 16γ3 = 4γ21 − 4(−
√
17− 1 +

√

34 + 2
√
17)

= 13−
√
17 +

√

170− 26
√
17 + 4

√
17 + 4− 4

√

34 + 2
√
17

= 17 + 3
√
17 +

√

170− 26
√
17− 4

√

34 + 2
√
17.

Possiamo finalmente concludere che

2 cos

(

2π

17

)

= δ =

√
17− 1 +

√

34− 2
√
17

8
+

√

17 + 3
√
17 +

√

170− 26
√
17− 4

√

34 + 2
√
17

4
.

�

La costruibilità con riga e compasso di cos(2π/17) segue dal fatto che l’espressione ottenuta utiliz-
za esclusivamente le normali operazioni algebriche e quella di radice quadrata. Se volete vedere una
costruzione esplicita dell’eptadecagono regolare, sulle pagine di Wikipedia si trovano alcune animazioni.

Osservazione 3.7. L’espressione che si trova più frequentemente in giro è la seguente:

cos

(

2π

17

)

=

√
17− 1 +

√

34− 2
√
17

16
+

√

17 + 3
√
17−

√

34− 2
√
17− 2

√

34 + 2
√
17

8
,
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che si può facilmente ricavare da quella precedente osservando che
(

2

√

34 + 2
√
17−

√

34− 2
√
17

)2

= 170− 26
√
17.

4. CAMPI DI SPEZZAMENTO

Quando 0 6= p(x) ∈ F [x] è un polinomio irriducibile, il quoziente F [x]/(p(x)) fornisce una costruzione
utile per creare artificialmente un’estensione di F contenente radici di p(x).

Proposizione 4.1. Sia F un campo, p(x) ∈ F [x] un polinomio irriducibile. Allora L = F [x]/(p(x)) è una
estensione di F in cui p(x) ammette almeno una radice.

Dimostrazione. Indichiamo con α ∈ L la classe di congruenza del polinomio x. In altre parole α = [x].
Allora α2 = [x][x] = [x2]. Alla stessa maniera otteniamo che αn = [xn]. Segue abbastanza facilmente che
f(α) = f([x]) = [f(x)], qualunque sia il polinomio f(x). Ma allora p(α) = [p(x)] = [0]. Questo mostra che
l’elemento α ∈ L è radice di p(x). �

Corollario 4.2. Sia F un campo, 0 6= f(x) ∈ F [x]. Allora esiste una estensione finita L di F in cui f(x) si
fattorizza nel prodotto di polinomi lineari.

Dimostrazione. Possiamo esprimere f(x) come prodotto di polinomi irriducibili in F [x]. Se tali polinomi
sono tutti di primo grado, allora f(x) si fattorizza in F come prodotto di polinomi lineari.

Supponiamo che così non sia, e scegliamo un fattore irriducibile non lineare q(x) nella fattorizzazione
di f(x). Allora F ′ = F [x]/(q(x)) è un campo in cui q(x) ammette una radice, e quindi la fattorizzazione
di f(x) in F ′[x] è un raffinamento di quella in F [x]. Reiterando questo procedimento, otteniamo dopo un
numero finito di passi un’estensione L in cui f(x) si spezza completamente. �

Un’estensione finita L di F si dice campo di spezzamento di f(x) ∈ F [x] se f(x) si spezza in fattori
lineari su L, ma su nessun suo sottocampo proprio. E’ chiaro che se f(x) si spezza su L come f(x) =
(x− α1) . . . (x − αn), allora F (α1, . . . , αn) ⊂ L è un campo di spezzamento di f(x).

Corollario 4.3. Ogni polinomio 0 6= f(x) ∈ F [x] ammette un campo di spezzamento.

Ricordate che, quando φ : F → F è un omomorfismo, possiamo definire un’applicazione φ∗ : F [x] →
F semplicemente calcolando φ sui coefficienti dei polinomi, in questo modo ottenendo un omomorfismo
di anelli. Abbiamo visto che φ∗ è un isomorfismo non appena φ lo sia. Essenziale per i nostri interessi è
il seguente fatto:

Proposizione 4.4. Siano F, F campi, e φ : F → F un isomorfismo. Se f(x) ∈ F [x] e f(x) ∈ F [x] sono tali che

φ∗(f(x)) = f(x), e L,L sono campi di spezzamento di f(x) e f(x) rispettivamente, allora esiste un isomorfismo

Φ : L→ L tale che Φ|F ≡ φ.

Dimostrazione. Per induzione su [L : F ]. Se [L : F ] = 1, allora L = F , e quindi f(x) si spezza com-
pletamente in F . Applicando φ∗ alla fattorizzazione di f(x) in fattori lineari, otteniamo una simile
fattorizzazione per f(x). Questo mostra che L = F . Ma allora l’estensione cercata è φ stessa.

Sia ora [L : F ] = n > 1, e supponiamo che l’enunciato sia vero per tutte le estensioni di grado
inferiore. Scegliamo una radice α di un fattore irriducibile non lineare q(x) di f(x) e una radice β del
fattore irriducibile q(x) = φ∗(q(x)) di f(x). Abbiamo gli isomorfismi F (α) ≃ F [x]/(q(x)) e F (β) ≃
F [x]/(q(x)).

Consideriamo ora la composizione

F [x]
φ∗→ F [x]

π→ F [x]/(q(x)),

dove π è la proiezione al quoziente. Il nucleo di questa composizione è l’ideale (q(x)), mentre la composi-
zione è suriettiva, e per il teorema di omomorfismo abbiamo un isomorfismo F [x]/(q(x)) ≃ F [x]/(q(x)).
Allora la composizione di isomorfismi

F (α) ≃ F [x]/(q(x)) ≃ F [x]/(q(x)) ≃ F (β)

estende l’isomorfismo φ : F → F . Dal momento che [L : F (α)] < [L : F ], per ipotesi induttiva questo
isomorfismo si estende ad un isomorfismo di L con L. �

Corollario 4.5. Due campi di spezzamento L,L di uno stesso polinomio sono isomorfi.

Dimostrazione. E’ sufficiente applicare la proposizione precedente a id : F → F . �
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4.1. Costruzione della chiusura algebrica di un campo. SeK è un campo, scegliamo un insieme infinito
più che numerabile Ω che contenga K come sottoinsieme e la cui cardinalità superi strettamente10 quella
di K .

Lemma 4.6. Se K ⊂ F è un’estensione algebrica, allora |F | < |Ω|.
Dimostrazione. Innanzitutto, calcoliamo la cardinalità di K[x]. L’insieme K[x]<n dei polinomi di grado
minore di n è in corrispondenza biunivoca con Kn. Se K è un insieme finito, anche Kn è finito e K[x] =
⋃

n∈NK[x]<n è unione numerabile di insiemi finiti, ed è pertanto numerabile. Se invece K è infinito,
sappiamo che |Kn| = |K| e quindi K[x] è unione numerabile di insiemi con la stessa cardinalità di K . Di
conseguenza, |K| ≤ |K[x]| ≤ |K × N| = |K|, e quindi |K[x]| = |K|. Che K sia finito o meno, possiamo
allora concludere che |K[x]| < |Ω|.

Per ogni polinomio f(x) ∈ K[x], indichiamo con Ff(x) l’insieme11 degli elementi (algebrici) di F il cui
polinomio minimo sia f(x). Allora

F =
⋃

f(x)∈K[x]

Ff(x),

e quindi F è unione di una famiglia di insiemi finiti indicizzata da K[x]. Pertanto |F | ≤ |K[x] × N| =
|K[x]| < |Ω|. �

Teorema 4.7. Sia (K,+, ·) un campo. Allora esiste un’estensione algebrica K ⊂ K tale che K sia algebricamente
chiuso.

Dimostrazione. Consideriamo l’insieme

F = {(F,+F , ·F ) |K ⊂ F ⊂ Ω, (F,+F , ·F ) è un campo e K ⊂ F è un’estensione algebrica},
che è non vuoto in quanto contiene (K,+, ·). Definiamo su F una relazione d’ordine parziale come segue:

(F1,+F1
, ·F1

) ≤ (F2,+F2
, ·F2

) ⇐⇒ F1 ⊂ F2 è un sottocampo.12

Se C = {(Fi,+Fi , ·Fi)}i∈I è una catena in F , allora F =
⋃

i∈I Fi è sicuramente un sottoinsieme di Ω che
contiene ogni Fi e di conseguenza anche K .

Ciascun elemento x ∈ F appartiene ad Fi per una scelta opportuna di i ∈ I . Se abbiamo un numero fi-
nito di elementi x1, . . . , xn, allora avremo xm ∈ Fim , dove gli indici im,m = 1, . . . , n sono potenzialmente
diversi. Tuttavia C è una catena e quindi uno degli insiemi Fik contiene tutti gli altri. Questo mostra che
comunque si prendano elementi13 x1, . . . , xn ∈ F , possiamo trovare i ∈ I tale che Fi contenga tutti gli
elementi.

Allora il sottoinsieme F possiede una naturale struttura di campo: in effetti, se x, y ∈ F , allora x, y ∈ Fi

per qualche scelta di i ∈ I . Possiamo definire x+F y := x+Fi y, x ·F y := x ·Fi y e queste definizioni non
dipendono dalla scelta di i ∈ I in quanto se Fi ⊂ Fj , le operazioni di Fj coincidono con quelle di Fi sugli
elementi che giacciono in Fi. La validità di tutti gli assiomi di campo per F segue allora dalle analoghe
proprietà per i campi Fi, in quanto ciascun assioma coinvolge solo un numero finito di elementi di F , che
possono essere visti, per quanto detto prima, come elementi dello stesso Fi. Per come sono definite, le
operazioni +F , ·F coincidono con +Fi , ·Fi sugli elementi di Fi, i ∈ F . Per convincersi che (F,+F , ·F ) sia
un maggiorante in F della catena C, rimane da dimostrare che K ⊂ F sia un’estensione algebrica, cioè
che ogni elemento x ∈ F sia algebrico su K . Tuttavia ciascun x ∈ F appartiene a qualche Fi e K ⊂ Fi è
un’estensione algebrica; di conseguenza x è algebrico su K .

Possiamo finalmente invocare il Lemma di Zorn per l’insieme F e concludere che F contenga almeno
un elemento massimale (K,+K , ·K). Per concludere la dimostrazione è sufficiente mostrare che il campo
K è algebricamente chiuso.

Se così non fosse, esisterebbe almeno un polinomio irriducibile q(x) ∈ K[x] di grado maggiore di 1.
L’anello quoziente K ′ = K[x]/(q(x)) sarebbe allora un campo nel quale possiamo identificare K con
l’immagine dell’omomorfismo

K ∋ c 7→ [c] ∈ K[x]/(q(x)).

Inoltre, K ⊂ K ′ è un’estensione finita e di conseguenza K ⊂ K ′ è un’estensione algebrica. Per il Lemma
4.6 la cardinalità di K ′ è strettamente inferiore a quella di Ω. Mettiamo allora K ′ \K in corrispondenza
biunivoca14 con un sottoinsieme X ′ di Ω \ K, e ricopiamo le operazioni di K ′ sull’insieme X = X ′ ∪ K
attraverso la corrispondenza biunivoca. L’insieme X , dotato di tali operazioni, è un campo isomorfo a

10Ad esempio, se P(X) indica l’insieme delle parti di X , l’insieme P(K ∪ N) ∪K fa al caso nostro.
11Tali insiemi saranno spesso vuoti, come capiterà, ad esempio, se f(x) non è irriducibile.
12In altri termini, le operazioni di F2 coincidono con quelle di F1 sugli elementi di F1.
13E’ importante che siano in numero finito!
14Questo è possibile in quanto |K ′ \K| ≤ |K ′| < |Ω| = |Ω \K|.



ALGEBRA I — CAMPI E TEORIA DI GALOIS 11

K ′ ed è pertanto un’estensione algebrica di K che estende K, il che è un assurdo perché contraddice la
massimalità di K in F . �

Un’estensione algebrica algebricamente chiusa di un campo si dice chiusura algebrica del campo. Sem-
pre utilizzando il Lemma di Zorn, si dimostra con non troppa difficoltà che due chiusure algebriche dello
stesso campo sono sempre isomorfe.

5. CAMPI FINITI

Diamo ora un’applicazione dei risultati appena dimostrati a proposito dei campi di spezzamento.
Prima di procedere, dimostro due risultati tecnici che mi serviranno in seguito.

5.1. Massimo comun divisore di polinomi e radici multiple.

Lemma 5.1. Sia F ⊂ L campi, p(x), q(x) ∈ F [x]. Allora il massimo comun divisore di a(x) e b(x) in F [x] ne è
anche massimo comun divisore in L[x].

Dimostrazione. Il massimo comun divisore d(x) tra a(x) e b(x) in F [x] può essere espresso come d(x) =
h(x)a(x) + k(x)b(x), per opportuni polinomi h(x), k(x) ∈ F [x] ⊂ L[x].

Sappiamo che d(x) divide sia a(x) che b(x) in F [x], quindi la stessa cosa è vera in L[x]. Se e(x) ∈ L[x]
divide a(x) e b(x) in L[x], allora deve dividere anche h(x)a(x) + k(x)b(x) = d(x). Concludiamo che d(x)
è un divisore comune di a(x) e b(x) in L[x] e che ogni altro divisore comune in L[x] lo divide; pertanto
d(x) è un massimo comun divisore di a(x) e b(x) in L[x]. �

Il prossimo lemma affronta il problema di stabilire se un polinomio possa avere radici multiple. Un
elemento α ∈ K è una radice multipla di p(x) ∈ K[x] se (x− α)2 divide p(x). La derivata di un polinomio
p(x) = pnx

n + ...+ p1x+ p0 è come sempre p′(x) = npnx
n−1 + ...+ 2p2x+ p1. Si vede facilmente che

(p(x) + q(x))′ = p′(x) + q′(x), (p(x)q(x))′ = p′(x)q(x) + p(x)q′(x).

Lemma 5.2. Sia F un campo, p(x) ∈ F [x]. Se MCD(p(x), p′(x)) = 1, allora p(x) non ha radici multiple in F .

Dimostrazione. Se α ∈ F è una radice multipla di p(x), allora p(x) = (x − α)2h(x). Ma allora p′(x) =
2(x − α)h(x) + (x − α)2h′(x) = (x − α)(2h(x) + (x − α)h′(x)). Questo mostra che x − α divide sia p(x)
che la sua derivata p′(x) e di conseguenza MCD(p(x), p′(x)) 6= 1. �

Corollario 5.3. Sia F un campo, p(x) ∈ F [x], e supponiamo che p(x) si spezzi in F nel prodotto di fattori lineari.
Le radici di p(x) sono semplici (cioè non multiple) se e solo se MCD(p(x), p′(x)) = 1.

Dimostrazione. Sappiamo già che se p(x) è primo con la sua derivata, le radici di p(x) sono semplici.
Supponiamo ora che p(x) non sia primo con la sua derivata. Se x− α divide sia p(x) che p′(x), scriviamo
p(x) = (x − α)h(x). Allora p′(x) = (x − α)h′(x) + h(x). Poiché x − α divide sia p′(x) che (x − α)h′(x),
deve dividere anche la loro differenza h(x), e quindi p(x) = (x− α)h(x) è divisibile per (x− α)2. �

Corollario 5.4. Sia q(x) ∈ F [x] un polinomio irriducibile, dove F è un campo di caratteristica 0. Allora
MCD(q(x), q′(x)) = 1.

Dimostrazione. Dal momento che charF = 0, la derivata q′(x) è un polinomio non nullo di grado inferiore
a quello di q(x). Allora MCD(q(x), q′(x)) è un divisore del polinomio irriducibile q(x) di grado inferiore
a q(x) ed è pertanto costante. �

Osservazione 5.5. Un controesempio nel caso di caratteristica finita è istruttivo. Sia F = Fp(t) il campo
delle frazioni dell’anello di polinomi Fp[t]. Il polinomio q(x) = xp − t ∈ F [x] ha derivata 0, e quindi
MCD(q(x), q′(x)) = MCD(q(x), 0) = q(x). Nel campo L = Fp(t

1/p), il polinomio q(x) si spezza in fattori
lineari, però q(x) = (x− t1/p)p e quindi l’unica radice t1/p è multipla.

Questo non succede nel caso in cui F sia un campo finito: un polinomio di derivata nulla è necessaria-
mente della forma q(x) = anx

np+an−1x
(n−1)p+...+a1x

p+a0 in quanto gli unici monomi di derivata nulla
hanno grado multiplo di p. Vedremo in seguito che in un campo finito ogni elemento è una potenza p-
esima. Ma allora se ai = (bi)

p si ha q(x) = (bnx
n+ ...+b1x+b0)

p e quindi q(x) non può essere irriducibile.
I campi in cui i polinomi irriducibili non hanno radici multiple si dicono perfetti. Un’estensione algebrica
F (α) nella quale il polinomio minimo di α non ammette radici multiple è detta separabile. Evidentemente
le estensioni algebriche di campi perfetti sono tutte separabili! Gli unici campi di caratteristica non nulla
che considereremo sono quelli finiti, e quindi tutte le nostre estensioni algebriche saranno separabili.
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5.2. Classificazione dei campi finiti. Sia L un campo finito. Allora la caratteristica di L è un numero
primo p, e la cardinalità di L è pn dove n = [L : Fp]. Mostreremo che per ogni scelta di p e di n ≥ 1
esistono campi con pn elementi, e che tali campi sono tutti isomorfi tra loro. Per fare ciò mostreremo che
campi di un fissato ordine sono campi di spezzamento dello stesso polinomio.

Lemma 5.6. Sia L un campo con pn elementi. Allora xp
n

= x per ogni x ∈ L.

Dimostrazione. Il gruppo moltiplicativo L× = L\{0}possiede pn−1 elementi. Per il Teorema di Lagrange,
xp

n−1 = 1 per ogni x ∈ L∗, da cui xp
n

= x. Ma questa equazione è soddisfatta anche per x = 0, ed è
quindi valida per ogni elemento di L. �

Lemma 5.7. Sia L un campo con pn elementi. Allora L è campo di spezzamento del polinomio xp
n − x ∈ Fp[x].

Dimostrazione. Il polinomio xp
n − x possiede pn radici distinte in L, e quindi necessariamente si spezza

nel prodotto di fattori lineari. Questo non accade in nessun sottocampo di L, in quanto i sottocampi di L
hanno meno di pn elementi, e non possono quindi contenere tutte le pn radici di xp

n − x. �

Corollario 5.8. Due campi finiti con lo stesso numero di elementi sono isomorfi.

Dimostrazione. Sono entrambi campi di spezzamento del polinomio xp
n − x ∈ Fp[x]. Ma campi di

spezzamento dello stesso polinomio sono isomorfi per il Corollario 4.5. �

L’unico tassello mancante alla completa descrizione dei campi finiti è un risultato che ci garantisca
l’esistenza di almeno un campo di ordine pn. Prima di fare questo, abbiamo bisogno di fare la conoscenza
dell’automorfismo di Frobenius.

Lemma 5.9. Sia L un campo finito di caratteristica p, F : L→ L l’applicazione definita da F (x) = xp. Allora F
è un automorfismo di L.

Dimostrazione. Se a, b sono elementi di un dominio di caratteristica p, allora (a + b)p = ap + bp. Infatti
tutti i coefficienti binomiali

(

p
i

)

, i 6= 0, p, sono multipli di p, e quindi tutti i termini intermedi si annullano.
Allora abbiamo

F (x+ y) = (x+ y)p = xp + yp = F (x) + F (y)

e chiaramente F (xy) = (xy)p = xpyp = F (x)F (y). L’iniettività di F segue dal fatto che L è un campo
F (1) = 1. La suriettività segue dall’iniettività e dalla finitezza di L. �

Osservazione 5.10. Dalla suriettività di F segue che ogni elemento di L è una p-esima potenza, come
anticipato nell’Osservazione 5.5.

Corollario 5.11. Ogni potenza di F è un automorfismo di L. Si ha F i = id esattamente quando i è un multiplo
di n = [L : Fp].

Dimostrazione. La composizione di automorfismi è un automorfismo, quindi F i è un automorfismo. Sup-
poniamo che F i = id con i < n. Allora ogni elemento di L soddisfa xp

i − x = 0, ma questo è impossibile,
in quanto L possiede pn > pi elementi, mentre un polinomio di grado pi a coefficienti in un campo può
avere al più pi radici; abbiamo invece già visto che Fn = id se L è un campo con pn elementi.

Questo mostra che F ha ordine n nel gruppo degli automorfismi di L, che è un modo di riformulare la
seconda parte dell’enunciato. �

Lemma 5.12. Se L è un campo di spezzamento di xp
n − x ∈ Fp[x], allora |L| = pn.

Dimostrazione. Consideriamo in L il sottoinsieme L0 = {α ∈ L|α è radice di xp
n − x}. Gli elementi di

L0 sono quelli fissati dall’automorfismo Fn, ed è immediato mostrare che formano un sottocampo di L.
Poiché xp

n − x si spezza su L0, si ottiene L = L0 per minimalità del campo di spezzamento.
Poiché charL = p, la derivata di q(x) = xp

n −x è q′(x) = pnxp
n−1− 1 = −1, da cui MCD(q(x), q′(x)) =

1. Ma allora q(x) non ha radici multiple in L e L = L0 contiene esattamente pn elementi. �

5.3. Automorfismi di un campo finito.

Lemma 5.13. Sia L un campo finito di caratteristica p. Allora xp = x se e solo se x ∈ Fp.

Dimostrazione. Abbiamo già visto, all’inizio del corso, che ap ≡ a mod p, quindi xp = x per ogni x ∈ Fp.
Tuttavia xp = x ha al più p soluzioni in L, e quindi non ci sono altre soluzioni oltre agli elementi di Fp. �

Lemma 5.14. Sia p(x) = adx
d+ · · ·+a1x+a0 ∈ Fp[x] un polinomio irriducibile di grado d, e sia L un’estensione

di Fp in cui p(x) possieda una radice α. Allora p(x) si spezza in L, e le sue radici sono α, αp, ..., αpd−1

.
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Dimostrazione. Sappiamo che 0 = p(α) = adα
d + ... + a1α + a0. Applicando ad entrambi i membri

l’automorfismo di Frobenius, otteniamo adF (α)d + ...+ a1F (α) + a0 = 0, quindi anche F (α) è una radice
di p(x). Ripetendo il procedimento, si mostra che F i(α) è soluzione di p(x) = 0 per ogni i. Chiaramente
F d = id nel campo Fp(α), in quanto Fp(α) possiede pd elementi.

Consideriamo ora il polinomio di grado d

(5.1) q(x) = (x− α)(x − F (α))...(x − F d−1(α)).

Per calcolare il polinomio F (q(x)) i cui coefficienti si ottengono da quelli di q(x) applicando F , possiamo
calcolare direttamente F sulla fattorizzazione (5.1) e poi moltiplicare. Ma si vede che l’applicazione di F
a tale prodotto permuta semplicemente i fattori, quindi F (q(x)) = q(x). Abbiamo trovato un polinomio i
cui coefficienti non cambiano dopo l’applicazione di F . Per il lemma precedente, i coefficienti apparten-
gono a Fp. I polinomi p(x) e q(x) hanno lo stesso grado, ed hanno entrambi α come radice. Dal momento
che p(x) è il polinomio minimo di α, concludiamo che p(x) = q(x). Abbiamo osservato in precedenza che
un polinomio irriducibile a coefficienti in un campo finito non può avere radici multiple in un’estensione.
Ne deduciamo in particolare che gli elementi α, F (α), ..., F d−1(α) sono tutti distinti. �

Mostriamo ora, nel caso dei campi finiti, un risultato importante che dimostreremo in seguito per
campi di caratteristica zero.

Teorema 5.15. Sia L un campo finito di caratteristica p. E’ sempre possibile trovare γ ∈ L in modo cheL = Fp(γ).

Dimostrazione. Il gruppo moltiplicativo L× è un gruppo ciclico. Se γ ne è un generatore, ogni elemento
di L× è potenza di γ, e quindi appartiene a Fp(γ). Ma allora Fp(γ) contiene tutti gli elementi non nulli di
L, in quanto potenze di γ, e anche 0, poiché ogni sottocampo contiene lo 0. �

Teorema 5.16. Gli unici automorfismi di un campo finito L sono le potenze dell’automorfismo di Frobenius.

Dimostrazione. Innanzitutto, se φ : L → L è un automorfismo, allora φ(1) = 1 e per additività φ manda
ogni elemento di Fp ⊂ L in se stesso.

Scegliamo ora γ ∈ L in modo che L = Fp(γ). Se [L : Fp] = n, il polinomio minimo di γ su Fp ha
grado n, e un automorfismo φ del campo L deve necessariamente mandare γ in una delle n radici del
suo polinomio minimo; inoltre, φ è determinato da φ(γ) in quanto ogni elemento di L è Fp-combinazione
lineare di potenze di γ. Di conseguenza, il campo L possiede al più n automorfismi.

Tuttavia l’automorfismo di Frobenius F ha ordine n nel gruppo di automorfismi del campo L che
quindi contiene almeno le sue n potenze. �

6. ESTENSIONI CICLOTOMICHE

6.1. Reciprocità quadratica. DA COMPLETARE

6.2. Un algoritmo non deterministico per il controllo di primalità. DA COMPLETARE

7. TEORIA DI GALOIS

7.1. Estensioni di Galois. Abbiamo visto in alcuni esempi che ci sono estensioni (finite) di campi che si
comportano in maniera più regolare di altre:

Esempio 7.1. Consideriamo l’estensione Q ⊂ Q(
√
2). Poiché Q(

√
2) ≃ Q[x]/(x2 − 2), ogni automorfismo

di Q(
√
2) — che deve necessariamente fissare il campo primo Q elemento per elemento — si ottiene

scegliendo l’immagine di
√
2 tra le due radici del suo polinomio minimo x2 − 2. Pertanto gli unici due

automorfismi di Q(
√
2) sono l’identità e la “coniugazione” φ : a + b

√
2 7→ a − b

√
2, dove a, b ∈ Q. Si ha

Gal(Q(
√
2)/Q) = {id, φ} ≃ C2, e quindi:

• [Q(
√
2) : Q] = 2 = |Gal(Q(

√
2)/Q)|;

• Q(
√
2)Gal(Q(

√
2)/Q) = Q;

• Q(
√
2) è il campo di spezzamento di x2 − 2 su Q.

Esempio 7.2. Consideriamo l’estensione Q ⊂ Q( 3
√
2). Poiché Q( 3

√
2) ≃ Q[x]/(x3 − 2), ogni automorfismo

di Q( 3
√
2) — che fissa il campo primo Q elemento per elemento — si ottiene scegliendo l’immagine di 3

√
2

tra le radici del suo polinomio minimo x3 − 2 contenute in Q( 3
√
2). Tuttavia, tutti gli elementi di Q( 3

√
2)

sono reali, e l’unico numero reale il cui cubo sia 2 è 3
√
2. Questo mostra che l’unico automorfismo di

Q( 3
√
2) è l’identità. Si ha Gal(Q(

√
2)/Q) = {id}, e quindi:

• [Q( 3
√
2) : Q] = 3 6= 1 = |Gal(Q( 3

√
2)/Q)|;

• Q( 3
√
2)Gal(Q( 3

√
2)/Q) = Q( 3

√
2) 6= Q;

• Q( 3
√
2) non è il campo di spezzamento di x3 − 2 su Q.
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Esempio 7.3. Sia F ⊂ C il campo di spezzamento su Q del polinomio x3 − 2. Allora F è generato su Q

dalle tre radici complesse di x3 − 2:

α =
3
√
2, β =

3
√
2(−1 +

√
−3)/2, β =

3
√
2(−1−

√
−3)/2,

e quindi F = Q(α, β, β). Ogni elemento di Gal(F/Q) permuta le tre radici di x3 − 2, e la sua azione su F
è determinata da tale permutazione. Il gruppo Gal(F/Q) contiene quindi al più 6 elementi.

Si osserva subito che
√
−3 = 2β/α + 1 è un elemento di F , e quindi Q( 3

√
2,
√
−3) ⊂ F . D’altronde,

l’inclusione opposta è evidente, e si ha F = Q( 3
√
2,
√
−3). Si vede quindi che il grado di F su Q è 6: in

effetti, se K = Q( 3
√
2), abbiamo già visto come [K : Q] = 3; inoltre

√
−3 /∈ K ⊂ R, e quindi il suo grado

su K non può essere 1. Tuttavia, il polinomio x2 + 3 annulla
√
−3, e ne è quindi il polinomio minimo.

In conclusione, [F : K] = 2, [K : Q] = 3 e quindi [F : Q] = 6. Se γ =
√
−3, una Q-base di F è data da

{1, α, α2, γ, αγ, α2γ}.
Le prime sei potenze di δ = αγ = 6

√
−108 si calcolano facilmente ricordando che α3 = 2 e che γ2 =

−3. Sono δ0 = 1, δ1 = αγ, δ2 = −3α2, δ3 = −6γ, δ4 = 18α, δ5 = 18α2γ e sono pertanto linearmente
indipendenti. Il polinomio x6+108 annulla δ, e ne è quindi il polinomio minimo. Le sei radici di x6+108
in C giacciono tutte in F , e sono ±δ, δ(±1 ±

√
−3)/2, e gli omomorfismi da F in F si ottengono tutti

scegliendo l’immagine di δ tra tali sei valori. In conclusione, G = Gal(F/Q) contiene 6 elementi ed è
quindi isomorfo a S3. Se il campo fisso FG non si limitasse a Q, il grado [F : FG] sarebbe 2 o 3, e per i
ragionamenti precedentemente fatti avrebbe in ogni caso al più 3 elementi.

• [F : Q] = 6 = |Gal(F/Q)|;
• FGal(F/Q) = Q;
• Q( 3

√
2) è il campo di spezzamento di x3 − 2 (ma anche di x6 + 108) su Q.

Esempio 7.4. Consideriamo l’estensione Fp ⊂ Fpn , dove p è un numero primo e n > 1. Abbiamo già
incontrato l’omomorfismo di Frobenius F : Fpn → Fpn definito da F (α) = αp: è necessariamente iniet-
tivo, essendo un omomorfismo tra campi, ed è allora anche suriettivo poiché Fpn è un insieme finito. F
fissa inoltre Fp elemento per elemento, come si può ad esempio osservare utilizzando il piccolo Teorema
di Fermat. Quindi F ∈ Gal(Fpn/Fp). Sappiamo già che Fn(α) = αpn

= α per ogni α ∈ Fpn e quindi
Fn = id. Inoltre se 0 < h < n, allora Fh(x) = x ha al più ph soluzioni, e quindi Fh 6= id. In altre parole,
F ha ordine n in Gal(Fpn/Fp), e Gal(Fpn/Fp) possiede almeno n elementi.

Sia ora γ un generatore ciclico del gruppo F×
pn . Allora Fp(γ) = Fpn e quindi il polinomio minimo di γ

su Fp ha grado [Fpn : Fp] = n. Allora ogni elemento di Gal(Fpn/Fp) si ottiene scegliendo l’immagine di γ
tra una delle al più n radici di tale polinomio: in altre parole l’ordine del gruppo di Galois è al più n. Le
due maggiorazioni ci informano che |Gal(Fpn/Fp)| = n e quindi che Gal(Fpn/Fp) = 〈F 〉.

Il campo fisso di Fpn per l’azione del gruppo di Galois concide allora con l’insieme degli elementi
fissati da F : questi sono le soluzioni di xp = x e sono quindi al più p; contengono inoltre tutti gli elementi
di Fp, come abbiamo visto prima. In conclusione:

• [Fpn : Fp] = n = |Gal(Fpn/Fp)|;
• F

Gal(Fpn/Fp)
pn = Fp;

• Fpn è il campo di spezzamento su Fp del polinomio xp
n − x che è primo con la sua derivata.

Esempio 7.5. Consideriamo l’estensione F2(t) ⊂ F2(t
1/2). L’elemento t1/2 soddisfa chiaramente il poli-

nomio f(x) = x2 − t ∈ F2(t)[x], che è irriducibile poiché non ha radici in F2(t). f(x) si spezza su F2(t
1/2)

in fattori lineari, dal momento che x2 − t = (x − t1/2)2 — non dimenticate che siamo in caratteristica 2!!!
Si tratta quindi di un’estensione di grado 2.

Gli elementi del suo gruppo di Galois sono determinati dall’immagine di t1/2, che deve essere una
delle radici del suo polinomio minimo. Ad ogni modo, vi è una sola radice in F2(t

1/2) di tale polinomio,
poiché i due fattori lineari coincidono. Pertanto Gal(F2(t

1/2)/F2(t)) = {id}.

• [F2(t
1/2) : F2(t)] = 2 6= 1 = |Gal(F2(t

1/2)/F2(t))|;
• F2(t

1/2)Gal(F2(t
1/2)/F2(t)) = F2(t

1/2) 6= F2(t);
• F2(t

1/2) è il campo di spezzamento su F2(t) del polinomio irriducibile x2 − t che non è primo con
la sua derivata.

Il nostro obiettivo è ora quello di mostrare che le proprietà che abbiamo osservato negli esempi so-
no tutte più o meno equivalenti. Prima di dare l’enunciato da dimostrare, ho bisogno di un paio di
definizioni.

Definizione 7.6. Un polinomio irriducibile q(x) ∈ K[x] si dice separabile se q(x) e la sua derivata q′(x)
sono coprimi o, equivalentemente, se q′(x) 6= 0. Un polinomio f(x) si dice separabile se tutti i suoi fattori
irriducibili sono separabili.
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Se K ⊂ F è un’estensione di campi, un elemento α ∈ F, algebrico su K, si dice separabile su K se il suo
polinomio minimo su K è separabile. Un’estensione algebrica K ⊂ F è separabile se ogni elemento di F è
separabile su K.

Si noti che, in caratteristica 0, ogni polinomio ed ogni estensione sono separabili. Le estensioni finite
di campi finiti, e di campi perfetti in generale, sono sempre separabili.

Definizione 7.7. Un’estensione algebrica K ⊂ F è normale se ogni polinomio irriducibile a coefficienti in
K, che ha una radice in F, si spezza su F.

Esempio 7.8. C è un’estensione normale di R. I polinomi irriducibili a coefficienti reali hanno grado 1 o
2, e possiedono sempre una radice complessa; ma allora si spezzano completamente su C.

Allo stesso modo, se [F : K] = 2, F è sempre un’estensione normale di K. Un polinomio irriducibile in
K[x] che abbia una radice γ in F è il polinomio minimo di γ su K ed ha quindi grado 1 o 2. Ma allora si
spezza completamente su F.

Teorema 7.9. Sia K ⊂ F un’estensione finita di campi. Allora le seguenti proprietà sono equivalenti:

(1) F è il campo di spezzamento su K di un polinomio separabile;
(2) |Gal(F/K)| = [F : K];
(3) FGal(F/K) = K;
(4) F è un’estensione normale e separabile di K.

La dimostrazione del teorema seguirà da una serie di affermazioni che andiamo a dimostrare, che
ci daranno informazioni sempre più precise sulla relazione che sussiste tra il grado di un’estensione e
l’ordine del gruppo di Galois corrispondente.

Lemma 7.10. Sia E ⊂ F un’estensione finita di campi. Allora un omomorfismo φ : E → F si estende ad un
omomorfismo Φ : F → F in al più [F : E] modi distinti.

Dimostrazione. Indichiamo con Eφ il sottocampo di F che è immagine di φ; allora φ : E → Eφ è chiara-
mente un isomorfismo, che induce un corrispondente isomorfismo E[x] → Eφ[x] — che indicheremo con
f(x) 7→ fφ(x) — ottenuto applicando φ ai coefficienti di f(x). E’ immediato osservare come q(x) ∈ E[x]
sia irriducibile se e solo se qφ(x) ∈ Eφ[x] è irriducibile. Inoltre il grado di q(x) coincide con quello di
qφ(x).

Dimostriamo l’enunciato per induzione su [F : E], la base dell’induzione [F : E] = 1 essendo ovvia.
Scegliamo α ∈ F, α /∈ E. Se q(x) è il polinomio minimo di α su E, allora q(x) è irriducibile, diciamo di
grado d. Ogni omomorfismo Φ : F → F che estende φ deve soddisfare

0 = Φ(0) = Φ(q(α)) = qφ(Φ(α))

e quindi applica α in una delle al più d radici del polinomio irriducibile qφ(x). Per ogni radice β ∈ F di
qφ(x), abbiamo un unico omomorfismo

E(α) ≃ E[x]/(q(x)) ≃ Eφ[x]/(qφ(x)) ≃ Eφ(β) →֒ F

che manda α in β ed estende φ : E → Eφ ⊂ F.
Pertanto φ : E → F si estende ad un omomorfismo E(α) → F in al più d = [E(α) : E] modi diversi. Per

ipotesi induttiva, poiché [F : E(α)] < [F : E], ciascuno di tali omomorfismi si estende a tutto F in al più
[F : E(α)] modi distinti. In conclusione φ si estende a tutto F in al più [F : E(α)][E(α) : E] = [F : E] modi
diversi. �

Osservazione 7.11. E’ possibile che un omomorfismo φ : E → F non possieda alcuna estensione ad F.

Osservazione 7.12. Gli omomorfismi φ e Φ sono sempre iniettivi, dal momento che l’anello di partenza
è un campo. Se φ : E → F è l’omomorfismo di inclusione — cioè quello che manda ogni elemento di
E in se stesso — allora ogni estensione Φ : F → F è E-lineare (dimostratelo!). In questo caso, se F è
un’estensione finita di E, allora dall’iniettività di Φ segue anche la sua suriettività, e Φ è necessariamente
un automorfismo.

Corollario 7.13. Se K ⊂ F è un’estensione finita di campi, allora |Gal(F/K)| ≤ [K : F].

Dimostrazione. L’inclusione di E in F si estende a tutto F in al più [F : E] modi diversi. �

L’enunciato che segue è una variante del Lemma 7.10, e si dimostra in maniera simile.

Proposizione 7.14. Siano K ⊂ E ⊂ F campi, e sia F il campo di spezzamento su K di un polinomio separabile
f(x) ∈ K[x]. Allora ogni omomorfismo φ : E → F tale che φ|K = id si estende ad un omomorfismo Φ : F → F in
esattamente [F : E] modi distinti.
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Dimostrazione. Sempre per induzione su [F : E], la base dell’induzione [F : E] essendo anche in questo
caso banale.

Osserviamo innanzitutto che se [F : E] > 1, allora E 6= F. Per la minimalità del campo di spezzamento,
E non contiene allora tutte le radici di f(x). Sia allora α ∈ F una tale radice non contenuta in E, e q(x) il
suo polinomio minimo — di grado d = [E(α) : E] — su E. Allora q(x) è irriducibile in E[x] e q(x)|f(x).
Come prima, un omomorfismo Φ : F → F che estenda φ deve soddisfare

0 = Φ(0) = Φ(q(α)) = qφ(Φ(α))

e quindi applica α in una delle radici del polinomio irriducibile qφ(x). Ma dal fatto che q(x) divide f(x)
segue che qφ(x) divide fφ(x) = f(x), ed in particolare ne divide uno dei fattori irriducibili — su K! —
qi(x). Poiché il polinomio qi(x) si spezza in F nel prodotto di fattori lineari distinti, anche qφ(x) si spezza
in F e non ha radici multiple. Quindi ci sono esattamente d radici distinte di qφ(x) in F. Per ogni radice
β ∈ F di qφ(x), abbiamo, come prima, un unico omomorfismo

E(α) ≃ E[x]/(q(x)) ≃ Eφ[x]/(qφ(x)) ≃ Eφ(β) →֒ F

che manda α in β ed estende φ : E → Eφ ⊂ F. Pertanto φ si estende a E(α) in d = [E(α) : E] maniere
distinte e ciascuno di questi omomorfismi si estende a F in [F : E(α)] modi diversi per ipotesi induttiva.
Di conseguenza, φ ammette [F : E(α)][E(α) : E] = [F : E] estensioni a tutto F. �

Corollario 7.15. Se F è il campo di spezzamento su K di un polinomio separabile, allora |Gal(F/K)| = [F : K].

Dimostrazione. L’inclusione id : K → F si estende a tutto F in [F : K]. Queste estensioni sono tutte K-
lineari. Se F è il campo di spezzamento di un polinomio f(x) di grado n, allora [F : K] ≤ n!, e quindi
F è un’estensione finita di K. Ma allora, per l’Osservazione 7.12, le [F : K] estensioni ottenute sono tutte
automorfismi di F. �

Lemma 7.16. Sia F un campo, G un gruppo finito di automorfismi di F, K = FG. Allora F è un’estensione finita
di K e [F : K] ≤ |G|.
Dimostrazione. Sia |G| = n. Mi basta far vedere che comunque si prendano m > n elementi α1, . . . , αm in
F, questi sono K-linearmente dipendenti, perché in tal caso dimK F ≤ n. Sia

S = {(c1, c2, . . . , cm) ∈ Fm | c1σ(α1) + · · ·+ cmσ(αm) = 0 per ogni σ ∈ G}.
S è l’insieme delle soluzioni di un sistema di n equazioni lineari (una per ogni σ ∈ G) nelle m > n
incognite c1, . . . , cm. Pertanto ho sicuramente soluzioni in Fm non banali (cioè non nulle) del sistema.
Il mio obiettivo è quello di mostrare che S possiede anche elementi non nulli tutti a coefficienti in K.
Innanzitutto osserviamo che:

• S è un F-sottospazio vettoriale di Fn. In particolare, se c = (c1, . . . , cm) ∈ S e c1 6= 0, posso
riscalare c in modo che il suo i-esimo coefficiente sia 1.

• Se α ∈ F, allora α ∈ K se e solo se σ(α) = α per ogni σ ∈ G, cioè quando σ(α)− α = 0 per ogni σ.
• Se c = (c1, . . . , cm) ∈ S, e τ ∈ G, allora anche τ(c) = (τ(c1), . . . , τ(cn)) ∈ S. In effetti da c1σ(α1) +
· · ·+cmσ(αm) = 0 segue, applicando τ ad entrambi i membri, τ(c1)τσ(α1)+ · · ·+τ(cm)τσ(αm) =
0, e quindi τ(c) soddisfa tutte le equazioni lineari che definiscono S, opportunamente permutate
dall’azione di τ .

A meno di permutare gli elementi αi, possiamo allora supporre che c = (1, c2, . . . , cm) sia un elemento
di S con un numero di coefficienti nulli massimo tra gli elementi non nulli di S. Allora anche τ(c) =
(1, τ(c2), . . . , τ(cm)) ∈ S e quindi anche τ(c)−c = (0, τ(c2)−c2, . . . , τ(cm)−cm) ∈ S. Si osserva subito che
τ(c)− c ha almeno un coefficiente nullo in più rispetto a c, e per la scelta di c si ha allora che τ(ci)− ci = 0
per i = 2, . . . ,m. In altre parole ci ∈ K per ogni i = 2, . . . ,m e quindi c è un elemento non nullo di S con
coefficienti tutti in K. �

Proposizione 7.17. Se G è un gruppo finito di automorfismi del campo F, e K = FG, allora Gal(F/K) = G e
[F : K] = |G|.
Dimostrazione. Gli elementi diG fissano il sottocampo FG elemento per elemento, e quindiG ⊂ Gal(F/K).
Per il lemma appena dimostrato, abbiamo [F : K] ≤ |G| ≤ |Gal(F/K)|. Ma per il Corollario 7.13,
sappiamo che |Gal(F/K)| ≤ [F : K] e quindi tutte le maggiorazioni sono uguaglianze. In particolare
|G| = |Gal(F/K)|, da cui G = Gal(F/K). �

Corollario 7.18. Se K ⊂ F è un’estensione di campi, e |Gal(F/K)| = [F : K], allora FGal(F/K) = K.

Dimostrazione. Sia G = Gal(F/K). Allora [F : FG] = |G| per la proposizione precedente, e |G| = [F : K]
per ipotesi, pertanto [F : FG] = [F : K]. Poiché K ⊂ FG, concludiamo che K = FG. �

Corollario 7.19. Se K ⊂ F è un’estensione di campi, allora |Gal(F/K)| divide [F : K].
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Dimostrazione. Se G = Gal(F/K), abbiamo K ⊂ FG ⊂ F, e [F : FG] = |G|. Pertanto, [F : K] è un multiplo
di |G|. �

Lemma 7.20. Sia G un gruppo finito di automorfismi di un campo F, K = FG, α ∈ F, q(x) ∈ K il polinomio
minimo di α su K. Allora q(x) si spezza in F ed è separabile.

Dimostrazione. Se α ∈ F, l’orbita G.α = {σ(α) |σ ∈ G} è un sottoinsieme finito di F — sappiamo addi-
rittura che la sua cardinalità divide |G|. Il polinomio f(x) =

∏

β∈G.α(x − β) è invariante per l’azione
degli elementi di G sui suoi coefficienti, poiché l’azione di G non fa altro che permutare i fattori x− β tra
loro. Pertanto f(x) ha i suoi coefficienti in FG = K, e di conseguenza f(x) si spezza in F con radici tutte
distinte. Il polinomio minimo q(x) di α su K deve allora dividere f(x): ne segue che anche q(x) si spezza
in F, con radici tutte distinte, ed è quindi separabile. �

Proposizione 7.21. Se G è un gruppo finito di automorfismi del campo F, allora F è un’estensione finita, normale
e separabile di FG.

Dimostrazione. Sappiamo già che [F : K] = |G| e quindi F è un’estensione finita di K. Per il lemma
precedente, ogni elemento di F ha un polinomio minimo su K che si spezza in F. Ma ogni polinomio
irriducibile q(x) ∈ K che ha una radice in F ne è il polinomio minimo, e si spezza quindi in F. �

Dimostrazione del Teorema 7.9: Il Corollario 7.15 mostra che (1) ⇒ (2). Il Corollario 7.18 mostra che (2) ⇒
(3). Se G = Gal(F/K), e K = FG, la Proposizione 7.21 mostra che F è un’estensione normale e separabile
di K. Basta quindi mostrare che ogni estensione finita normale e separabile K ⊂ F si ottiene come campo
di spezzamento su K di un polinomio separabile.

Se K ⊂ F è un estensione finita, possiamo trovare α1, . . . , αn ∈ F in modo che F = K(α1, . . . , αn).
Se l’estensione è separabile, ogni αi soddisfa un polinomio separabile qi(x) ∈ K. Poiché l’estensione è
normale, tutti i qi(x) si spezzano in F, e quindi F è il campo di spezzamento del prodotto q1(x) . . . qn(x) ∈
K[x], che è ancora separabile. �

Un’estensione (finita) K ⊂ F si dice di Galois se è normale e separabile. Chiaramente, per verificare che
un’estensione finita sia di Galois, è sufficiente controllare una delle quattro proprietà equivalenti elencate
nel Teorema 7.9.

Esercizi:

(1) Mostrare che il prodotto di polinomi separabili è separabile.
(2) Mostrare che un polinomio irriducibile è separabile se e solo se non ha radici multiple nel suo

campo di spezzamento.
(3) Mostrare che un divisore di un polinomio separabile è separabile.
(4) Mostrare che se un polinomio f(x) ∈ K[x] è separabile su K, allora è separabile in ogni estensione

di K.
(5) Mostrare che un polinomio f(x) ∈ K[x] separabile su K può non essere separabile su un sotto-

campo di K.
(6) Mostrare che il polinomio f(x) costruito nel Lemma 7.20 è il polinomio irriducibile di α.
(7) Mostrare che l’estensione ciclotomica Q ⊂ Q(ζ), ζ = e2πi/n è di Galois, e calcolarne il gruppo di

Galois.
(8) Mostrare che l’estensione Q ⊂ Q(

√
2,
√
3) è di Galois, e calcolarne il gruppo di Galois.

(9) Mostrare che un’estensione K ⊂ F di campi finiti è sempre di Galois, e descriverne il gruppo di
Galois.

(10) Siano K ⊂ E ⊂ F campi. Mostrare che se F è un’estensione di Galois di K, allora è anche un’e-
stensione di Galois di E, mentre il viceversa non è vero in generale. Mostrare inoltre che se E è
un’estensione di Galois di K e F è un’estensione di Galois di E, non è detto che F sia un’estensione
di Galois di K.

7.2. La corrispondenza di Galois. Il fatto che, per un’estensione (finita) di Galois K ⊂ F, si abbia
FGal(F/K) = K è solo la punta di un’iceberg, che permette di mettere in corrispondenza sottoestensio-
ni di F con sottogruppi di Gal(F/K). Enuncio subito il cosiddetto Teorema fondamentale della Teoria di
Galois.

Teorema 7.22. Sia K ⊂ F un’estensione finita di Galois. Allora esiste una corrispondenza biunivoca tra estensioni
intermedie K ⊂ E ⊂ F e sottogruppiH < Gal(F/K) data da E 7→ Gal(F/E),H 7→ FH . Inoltre, E è un’estensione
normale di K se e solo se il gruppo corrispondente H è un sottogruppo normale di Gal(F/K), ed in tal caso
Gal(E/K) ≃ Gal(F/K)/Gal(F/E).
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Dimostrazione. Innanzitutto, Gal(F/E) è un sottogruppo di Gal(F/K), poiché è costituito da automorfismi
di F che fissano E, e quindi anche K ⊂ E, elemento per elemento, ed è un sottoinsieme chiaramente chiuso
rispetto alle operazioni di gruppo. Inoltre, se H < Gal(F/K), allora gli elementi di H fissano K elemento
per elemento, e quindi FH è un sottocampo di F che contiene K.

Dobbiamo quindi far vedere che le due applicazioni sono una l’inversa dell’altra. Gal(F/FH) = H è già
stato mostrato nella Proposizione 7.17. Rimane da mostrare che FGal(F/E) = E: questo è falso in generale,
ma segue dal Teorema 7.9 se F è un’estensione di Galois di E. Ad ogni modo, poiché F è un’estensione
di Galois di K, F è il campo di spezzamento su K di un polinomio separabile f(x) ∈ K; ma allora ne è il
campo di spezzamento di f(x) — che rimane separabile come elemento di E[x] — anche su E.

Rimane da dimostrare solo l’affermazione sulla normalità. Prima di farlo, abbiamo bisogno di una
descrizione diversa della normalità di un’estensione:

Lemma 7.23. Se K ⊂ E ⊂ F campi, e F è un’estensione di Galois di K, allora E è un’estensione normale di
K ⇔ σ(E) ⊂ E per ogni σ ∈ Gal(F/K) ⇔ σ(E) ⊂ E per ogni σ ∈ Gal(F/K).

Dimostrazione. Se σ(E) = E per ogni σ ∈ Gal(F/K), allora Gal(F/K) è un gruppo di automorfismi del
campo E che fissa K elemento per elemento. Ma allora l’estensione EGal(F/K) ⊂ E è un’estensione di
Galois. Ad ogni modo, K ⊂ EGal(F/K) ⊂ FGal(F/K) = K.

Viceversa, supponiamo che E sia un’estensione normale di K, e sia α ∈ E. Allora ogni σ ∈ Gal(F/K)
deve mandare α in un’altra radice del suo polinomio minimo su K. Poiché E è un’estensione normale di
K, ogni altra radice di tale polinomio deve giacere in E, e quindi σ(α) ∈ E per ogni α ∈ E, cioè σ(E) ⊂ E

per ogni σ ∈ Gal(F/K).
L’equivalenza di σ(E) ⊂ E con σ(E) = E segue dall’Osservazione 7.12 e dal fatto che le estensioni

sono tutte finite. �

Possiamo adesso concludere la dimostrazione del teorema. Dire che σ(α) = α è la stessa cosa che dire
che τστ−1(τ(α)) = τ(α). Pertanto τ(FH) = FτHτ−1

. Ma allora H ⊳ Gal(F/K) ⇒ τ(FH) = FH e quindi
FH è conservato da ogni elemento τ ∈ Gal(F/K) ed è pertanto un’estensione normale di K. Viceversa, se
FH è un’estensione normale di K, allora FH = τ(FH) = F τHτ−1

e quindi per la corrispondenza di Galois,
H = τHτ−1 per ogni τ ∈ Gal(F/K). In altre parole, H ⊳Gal(F/K).

Una volta che sappiamo che σ(E) = E per ogni σ ∈ Gal(F/K), l’applicazione R : Gal(F/K) →
Gal(E/K) che associa a σ la sua restrizione σ|E risulta ben definita, ed è chiaramente un omomorfi-
smo di gruppi (la restrizione della composizione coincide con la composizione delle restrizioni!), che
è suriettivo per la Proposizione 7.14. Il nucleo di questo omomorfismo è dato dalle σ che fissano E

elemento per elemento, e quindi applicando il teorema di isomorfismo ad R si ottiene Gal(E/K) ≃
Gal(F/K)/Gal(F/E). �

Osservazione 7.24. La corrispondenza di Galois traduce il grado di un’estensione nell’indice del sottogrup-
po corrispondente. Effettivamente, poiché Gal(F/FH) = H , si ha che se la sottoestensione E è in corri-
spondenza con il sottogruppoH ⊂ G = Gal(F/K), allora [F : E] = |H | e di conseguenza [E : K] = [G : H ].
Utilizzando queste informazioni, è facile mostrare che se K ⊂ E1 ⊂ E2 ⊂ F corrispondono ai gruppi
G > H1 > H2 > {id} rispettivamente, allora [E2 : E1] = [H1 : H2].

7.3. Caratterizzazione degli algebrici costruibili con riga e compasso. Le tecniche che abbiamo appena
visto ci permettono di descrivere in dettaglio quali siano gli algebrici costruibili per riga e compasso.

Teorema 7.25. Un algebrico α ∈ R è costruibile per riga e compasso se e solo se è contenuto in un’estensione
normale finita Q ⊂ F ⊂ C tale che [F : Q] è una potenza di 2.

Dimostrazione. La coniugazione complessa è un elemento di G = Gal(F/Q) che coincide con l’identità
quando F ⊂ R; genera un sottogruppo H0 di ordine 1 o 2, e per mostrare che α ∈ F è costruibile con riga
e compasso è necessario trovare una catena di sottogruppi

H0 ⊂ H1 ⊂ · · · ⊂ Hn = G,

tali che [Hi : Hi−1] = 2 per ogni i = 1, . . . , n. Questo è comunque sempre possibile, dal momento che
in un p-gruppo finito — e G è un 2-gruppo finito — il normalizzatore di ciascun sottogruppo proprio lo
contiene propriamente.

Viceversa, supponiamo che α ∈ R sia costruibile con riga e compasso. Allora è un algebrico, e il suo
grado è una potenza di 2. Sia F il campo di spezzamento del suo polinomio minimo: ogni altra radice
del suo polinomio minimo è esprimibile per radicali quadratici. Allora possiamo procedere come nella
dimostrazione della Proposizione 10.8 e mostrare che F si ottiene da Q per estensioni successive di grado
2; il grado di F su Q è pertanto una potenza di 2. �

Esercizi:
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(1) Utilizzare la corrispondenza di Galois per determinare tutti i sottocampi di Q(
√
2,
√
3).

(2) Utilizzare la corrispondenza di Galois per mostrare che Q(
√
−7) e Q(cos(2π/7)) sono gli unici

sottocampi di Q(ζ7).
(3) Utilizzare la corrispondenza di Galois per determinare tutte le estensioni intermedie di Fp ⊂ Fp6 ,

dove p è un primo.
(4) Descrivere il gruppo di Galois dell’estensione Q ⊂ Q(

√
2,
√
3,
√
5) e mostrare che

√
2 +

√
3 +

√
5

non giace in nessuna estensione intermedia. Concludere che Q(
√
2+

√
3+

√
5) = Q(

√
2,
√
3,
√
5).

(5) Mostrate che un’estensione di Galois K ⊂ F finita contiene solo un numero finito di estensioni
intermedie, e che se α ∈ F non appartiene all’unione di tali estensioni, allora K(α) = F.

(6) Dimostrate il teorema dell’elemento primitivo: se K ⊂ F è un’estensione finita separabile (attenti:
nessuno vi ha detto che sia di Galois!) allora esiste γ ∈ F tale che F = K(γ). — effettivamente
nessuno vi ha detto neppure che i campi K,F siano infiniti...

8. UNA DIMOSTRAZIONE ALGEBRICA DEL TEOREMA FONDAMENTALE DELL’ALGEBRA

8.1. Estensioni algebriche di R.

Lemma 8.1. Gli unici polinomi irriducibili a coefficienti reali di grado dispari sono quelli di grado 1.

Dimostrazione. Se f(x) ∈ R[x] ha grado dispari, allora i limiti x → ±∞ sono entrambi infiniti e di segno
opposto. Poiché le funzioni polinomiali sono continue, f(x) deve ammettere una radice reale. �

Corollario 8.2. Se R ⊂ K è un’estensione finita di campi e [K : R] è dispari, allora K = R.

Lemma 8.3. Se R ⊂ K è un’estensione di grado 2, allora K ≃ C.

Dimostrazione. Se α ∈ K /∈ R, allora α è algebrico su R di grado 2 e soddisfa quindi un polinomio
irriducibile di secondo grado x2+px+q ∈ R[x]. Se il discriminante ∆ = p2−4q fosse ≥ 0, allora x2+px+q
avrebbe almeno una radice reale e non potrebbe essere irriducibile. Pertanto ∆ < 0 e possiamo scegliere
una radice quadrata reale b di −∆ > 0.

Si vede facilmente che β = (2α+ p)/b ha quadrato −1 e ha pertanto polinomio minimo x2 + 1 ∈ R[x].
Di conseguenza

K = R(α) = R(β) ≃ R[x]/(x2 + 1) ≃ C.

�

8.2. Estensioni quadratiche di C.

Lemma 8.4. Ogni numero complesso possiede una radice quadrata complessa.

Dimostrazione. Se a, b ∈ R, il quadrato del numero complesso
√√

a2 + b2 + a

2
+

bi
√

2(
√
a2 + b2 + a)

è proprio a+ bi. �

Proposizione 8.5. Il campo C non possiede estensioni di grado 2.

Dimostrazione. Segue dal fatto che non ci sono polinomi irriducibili di grado 2 a coefficienti complessi, in
quanto le radici di ax2 + bx+ c si esprimono esplicitamente come

−b±
√
b2 − 4ac

2a
,

e abbiamo appena visto che è possibile calcolare radici quadrate in C. �

8.3. Estensioni finite di R e di C. Abbiamo innanzitutto bisogno di un fatto di teoria dei gruppi di facile
dimostrazione.

Lemma 8.6. Se |G| = 2n, n > 0, allora G possiede un sottogruppo di indice 2.

Dimostrazione. Per induzione su n. Se n = 1, il sottogruppo banale {1} è un tale sottogruppo. Se n > 1,
sappiamo che Z(G) 6= {1} e contiene quindi qualche elemento z di ordine 2. Per ipotesi induttiva, il
gruppo G/(z) possiede un sottogruppo H di indice 2. Se π : G → G/(z) è la proiezione al quoziente,
H = π−1(H) è un sottogruppo di G di indice 2. �

Proposizione 8.7. Se R ⊂ K è un’estensione finita di Galois, allora [K : R] ≤ 2. In particolare, K = R oppure
K ≃ C.
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Dimostrazione. Il gruppoG = Gal(K/R) è finito e possiede pertanto un 2-Sylow P . Per la corrispondenza
di Galois, K è un estensione del campo fisso KP di grado |P | e quindi KP è un’estensione di R di grado
dispari |G|/|P |. Per il Corollario 8.2, KP = R e G = P è un 2-gruppo finito. Dobbiamo mostrare che
[K : R] = |G| ≤ 2.

Supponiamo per assurdo che |G| = 2n, con n ≥ 2. Il Lemma 8.6 ci garantisce l’esistenza di sottogruppi
G′′ < G′ < G ciascuno di indice 2 nel successivo; allora ognuna delle inclusioni R = KG ⊂ KG′ ⊂ KG′′

è
un’estensione di grado 2. E’ adesso facile concludere: per il Lemma 8.3 KG′

è isomorfo a C e quindi KG′′

è un’estensione di grado 2 di un campo isomorfo a C, che non può esistere per la Proposizione 8.5. �

Teorema 8.8. Se C ⊂ K è un’estensione finita di Galois, allora K = C.

Dimostrazione. K è un’estensione finita di R di grado 2[K : C] e possiamo trovare un’estensione K ⊂ K ′

in modo che R ⊂ K ′ sia un’estensione normale. Per la proposizione precedente, abbiamo [K ′ : R] ≤ 2 da
cui [K : C] ≤ [K ′ : C] ≤ 1. Pertanto [K ′ : C] = 1 e K = C. �

9. COSTRUIBILITÀ PER RADICALI

9.1. Estensioni di Kummer. Il nostro prossimo obiettivo è quello di studiare la risolubilità per radicali
delle equazioni algebriche in una incognita. Per motivi tecnici, è conveniente utilizzare come campo base
un campo che, di volta in volta, contenga tutte le radici dell’unità che possano servire. In quello che
segue, quindi, il campo base K0 ha caratteristica 0 e tipicamente NON è il campo dei numeri razionali.

Proposizione 9.1. Sia a ∈ K0, p un numero primo, e supponiamo che K0 contenga tutte le radici p-esime del-
l’unità. Allora l’estensione K0 ⊂ K0( p

√
a) è normale, e quando K0( p

√
a) 6= K0, allora [K0( p

√
a) : K0] = p e

Gal(K0( p
√
a)/K0) ≃ Cp.

Dimostrazione. Sia ζ ∈ K0 una radice p-esima primitiva dell’unità. Le radici del polinomio xp − a sono
p
√
a, ζ p

√
a, . . . , ζp−1 p

√
a e sono tutte contenute in K0( p

√
a), che è pertanto il campo di spezzamento di xp−a

su K0. L’estensione K0 ⊂ K0( p
√
a) è quindi di Galois di grado ≤ p — non sappiamo se il polinomio xp − a

sia o meno irriducibile!
Se K0 6= K0( p

√
a), allora Gal(K0( p

√
a)/K0) contiene almeno un elemento σ 6= id. Allora σ( p

√
a) 6= p

√
a,

e quindi σ( p
√
a) = ζi p

√
a per qualche 0 < i < p. Si vede facilmente che σ deve avere ordine p e quindi

[K0( p
√
a) : K0] = |Gal(K0( p

√
a)/K0)| ≥ p. Il gruppo di Galois dell’estensione ha ordine primo, ed è quindi

ciclico. �

Proposizione 9.2. Sia K0 ⊂ F un’estensione di Galois di grado primo p, e supponiamo che K0 contenga tutte le
radici p-esime dell’unità. Allora esiste a ∈ K0 tale che F = K0( p

√
a).

Dimostrazione. Scegliamo α ∈ F, α /∈ K0, e poniamo βi =
∑p−1

j=0 ζ
ijσj(α), i = 0, . . . , p− 1. Applicando σ a

βi si vede che σ(βi) = ζ−iβi; vogliamo però scongiurare la possibilità che βi = 0 per ogni i 6= 0. Il sistema


























x0+ x1+ x2+ · · ·+ xp−1 = β0
x0+ ζ x1+ ζ2 x2+ · · ·+ ζp−1 xp−1 = β1
x0+ ζ2 x1+ ζ2·2 x2+ · · ·+ ζ2(p−1) xp−1 = β2

...
...

...
x0+ ζp−1x1+ ζ(p−1)·2x2+ · · ·+ ζ(p−1)2xp−1 = βp−1

ammette xj = σj(α) come soluzione. Tale soluzione è unica, perché il determinante della matrice dei
coefficienti è un determinante di Vandermonde, che è diverso da zero perché 1, ζ, . . . , ζp−1 sono tutti
distinti. Si vede immediatamente che β0 ∈ Fσ = K0. Se βi ∈ K0 per ogni altro i, il sistema avrebbe
tutti i coefficienti in K0 e sarebbe in K0 anche la sua soluzione: un assurdo con la scelta di α /∈ K0. Di
conseguenza, almeno un βi, i 6= 0, non appartiene a K0 ed è in particolare non nullo.

Ma allora, da σ(βi) = ζ−iβi segue σ(βp
i ) = (ζ−iβi)

p = βp
i e quindi βp

i appartiene al campo fisso K0 di
σ. In altre parole, βp

i = a è un elemento di K0 e βi /∈ K0 è la sua radice p-esima. Poiché K0 ( K0(βi), e
[F : K0] = p è primo, allora F = K0(βi) = K0( p

√
a). �

In conclusione, le estensioni normali di K0 di grado p primo sono tutte e sole quelle che si ottengono
aggiungendo una radice p-esima di un elemento di K0 — a patto che tale elemento non sia una potenza
p-esima di qualcosa.

9.2. Costruibilità per radicali. Iniziamo con una definizione che illustra cosa intendiamo per “esprimere
un numero per radicali” .
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Definizione 9.3. Sia K0 ⊂ F un’estensione di campi. Un elemento α ∈ F si esprime per radicali se esiste
una catena di sottoestensioni di F

K0 ⊂ K1 ⊂ · · · ⊂ Kn−1 ⊂ Kn,

con la proprietà che α ∈ Kn e Ki+1 = Ki( ni
√
ai) per un’opportuna scelta di ai ∈ Ki, ni ∈ N.

In pratica, ad ogni passaggio, stiamo prendendo una radice n-esima di qualche espressione razionale
in radicali precedenti. Chiaramente, Kn è un’estensione finita di K0 e quindi solo elementi di F che siano
algebrici su K0 possono essere espressi per radicali.

Proposizione 9.4. Sia K0 ⊂ F un’estensione di campi, e supponiamo che K0 contenga tutte le radici p-esime
dell’unità, per ogni primo p che divida [F : K0]. Allora α ∈ F è esprimibile per radicali se e solo se esiste una catena
di estensioni

K0 ⊂ K1 ⊂ · · · ⊂ Kn−1 ⊂ Kn ⊂ F,

tali che Ki ⊂ Ki+1 è un’estensione normale di grado pi primo per ogni i.

Dimostrazione. Non perdiamo di generalità se ipotizziamo che ad ogni passo sia aggiunta una radice di
ordine primo di un elemento del campo precedente, in quanto se N = p1 · . . . · pr è una fattorizzazione in
primi di N possiamo ottenere a1/N come (...(a1/p1)...)1/pr . L’affermazione segue allora dalle Proposizioni
9.1 e 9.2. �

Il passo successivo è quello di utilizzare la corrispondenza di Galois per controllare l’esistenza di una
tale catena di estensioni. Dal momento che il numero che vogliamo esprimere per radicali è algebrico,
possiamo trasferire il problema sul campo di spezzamento del suo polinomio minimo.

10. RISOLUBILITÀ DI UN’EQUAZIONE PER RADICALI

10.1. Polinomi simmetrici. Se A è un anello (commutativo, con unità) possiamo definire, sull’anello
A[x1, . . . , xn], un’azione15 del gruppo simmetrico Sn per permutazione delle n indeterminate. Infatti, se
poniamo

fσ(x1, . . . , xn) = f(xσ(1), . . . , xσ(n)),

si ottiene immediatamente

(fσ)τ (x1, . . . , xn) = fσ(xτ(1), . . . , xτ(n)) = f(xσ(τ(1)), . . . , xσ(τ(n))) = fστ (x1, . . . , xn).

Un polinomio f(x) ∈ A[x1, . . . , xn] si dice allora simmetrico se è stabile per l’azione di Sn, cioè se fσ = f
per ogni σ ∈ Sn. Sono, ad esempio, elementi simmetrici di Z[x1, x2, x3] i polinomi x1 + x2 + x3, x

2
1 + x22 +

x23, x1x2 + x1x3 + x2x3, come anche tutte le costanti. L’insieme degli polinomi simmetrici a coefficienti in
A in n indeterminate si indica con A[x1, . . . , xn]Sn .

Definizione 10.1. I coefficienti del prodotto

(X + x1)(X + x2) . . . (X + xn) = Xn + σn
1 (x1, . . . , xn)X

n−1 + · · ·+ σn
n−1(x1, . . . , xn)X + σn

n(x1, . . . , xn)

sono polinomi simmetrici in n indeterminate, e sono detti polinomi simmetrici elementari. Si ha: σn
1 =

x1 + x2 + · · ·+ xn, e più in generale

σn
k =

∑

1≤i1<i2<···<ik≤n

xi1xi2 . . . xik .

Ogni volta che il numero delle indeterminate sia evidente dal contesto, sopprimeremo il relativo indice,
e scriveremo σk invece di σn

k .

Il nostro obiettivo è quello di mostrare come ogni polinomio simmetrico possa esprimersi per mezzo
dei polinomi simmetrici elementari.

Teorema 10.2. Se f(x1, . . . , xn) ∈ A[x1, . . . , xn]
Sn , allora esiste un unico polinomio q(t1, . . . , tn) ∈ A[t1, . . . , tn]

tale che f(x1, . . . , xn) = q(σ1, . . . , σn).

Prima di procedere con la dimostrazione, introduciamo un ordinamento ≺ sui monomi nelle n inde-
terminate x1, . . . , xn: monomi di grado diverso sono ordinati per grado, mentre I monomi dello stesso
grado sono invece ordinati lessicograficamente. In altre parole:

xa1

1 . . . xan
n ≺ xb11 . . . xbnn

se a1 + · · · + an < b1 + · · · + bn, oppure se a1 + · · · + an = b1 + · · · + bn, ma esiste k tale che ak < bk
e ai = bi per ogni i < k. Questo è evidentemente un ordinamento totale sull’insieme dei monomi, ed

15Si tratta effettivamente di un’azione destra, e non sinistra, di Sn. Se si vuole trasformarla in un’azione sinistra, bisogna
comporla con un antiautomorfismo di Sn, come ad esempio l’applicazione che manda ogni elemento nel suo inverso
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inoltre ogni monomio ha soltanto un numero finito di predecessori, in quanto i monomi di grado < N
sono in numero finito per ogni N ∈ N. Il monomio minimo è quello di grado 0, cioè 1.

Un’altra proprietà importante di questo ordinamento è che ogni polinomio possiede, nella sua espres-
sione, un unico monomio massimo rispetto a ≺. Per quanto riguarda i polinomi simmetrici elementari,
che sono omogenei, il monomio massimo di σi è x1x2 . . . xi, e quindi il monomio di grado massimo di
(σ1)

h1 . . . (σn)
hn è

(x1)
h1(x1x1)

h2 . . . (x1x2 . . . xn)
hn = xh1+···+hn

1 xh2+···+hn

2 . . . x
hn−1+hn

n−1 xhn
n .

Dimostrazione. Dimostriamo l’enunciato per induzione sul massimo monomio presente con coefficiente
non nullo in f(x1, . . . , xn). La base dell’induzione si ha quando il massimo monomio è 1, e quindi quando
f è un polinomio costante: in tale situazione basta prendere q = f , e non c’è nulla da dimostrare.

Per quanto riguarda il passo induttivo, dal momento che f(x1, . . . , xn) è un polinomio simmetrico,
il massimo monomio che appare nella sua espressione deve essere della forma a · xk1

1 . . . xkn
n , con k1 ≥

k2 ≥ · · · ≥ kn, in quanto se un monomio compare in f , compaiono anche tutti i monomi che si ottengono
permutandone gli esponenti. Questo è anche il monomio massimo del polinomio simmetrico

p(σ1, . . . , σn) = a · (σ1)k1−k2(σ2)
k2−k3 . . . (σn−1)

kn−1−kn(σn)
kn .

Il polinomio f(x1, . . . , xn)− p(σ1, . . . , σn ha monomio massimo inferiore a quello di f , e si esprime come
polinomio in σ1, . . . , σn per ipotesi induttiva.

Rimane solo da mostrare che il polinomio q è unico: per fare questo è sufficiente mostrare che se
q(σ1, . . . , σn) = 0, allora q è il polinomio nullo. Abbiamo già visto che il polinomio simmetrico σh1

1 . . . σhn
n

ha monomio di grado massimo

(x1)
h1(x1x1)

h2 . . . (x1x2 . . . xn)
hn = xh1+···+hn

1 xh2+···+hn
2 . . . x

hn−1+hn

n−1 xhn
n .

Pertanto, se th1

1 . . . thn
n è il monomio di grado massimo in q(t1, . . . , tn) 6= 0, allora il monomio

(x1)
h1(x1x1)

h2 . . . (x1x2 . . . xn)
hn = xh1+···+hn

1 xh2+···+hn
2 . . . x

hn−1+hn

n−1 xhn
n

non può avere coefficiente nullo in q(σ1, . . . , σn), che è pertanto non nullo. �

10.2. Risolubilità di gruppi finiti. In questo paragrafo richiamiamo alcune definizioni e proprietà che
riguardano i gruppi risolubili finiti.

Definizione 10.3. Il sottogruppo derivato G′ di un gruppo G è il sottogruppo generato da tutti gli elementi
della forma ghg−1h−1, al variare di g, h ∈ G.

Abbiamo fatto vedere nella prima parte del corso che G′ è il più piccolo sottogruppo normale di G a
quoziente abeliano. In particolare, G è abeliano se e soltanto se G′ = {id}.

Definizione 10.4. Se G è un gruppo, definiamo G(0) = G, G(n+1) = (G(n))′ se n ≥ 0. Allora G si dice
risolubile se G(N) = {id} per valori sufficientemente grandi di N .

Proposizione 10.5. Ogni gruppo abeliano è risolubile. Sottogruppi e quozienti di un gruppo risolubile sono
anch’essi risolubili. In particolare, se N ⊳G, allora G è risolubile se e solo se N , G/N sono entrambi risolubili.

Forniremo ora una caratterizzazione dei gruppi risolubili che sarà essenziale al momento di conside-
rare l’esprimibilità dei numeri algebrici per radicali.

Teorema 10.6. Un gruppo G è risolubile se e solo se è possibile trovare una catena di sottogruppi

{id} = H0 ⊳H1 ⊳ · · ·⊳Hr−1 ⊳Hr = G

in modo che ciascun Hi abbia indice primo in Hi+1 per ogni i = 0, . . . , r − 1.

Dimostrazione. Supponiamo esista una tale catena, e mostriamo che Hn è risolubile per induzione su
n. H0 è il gruppo banale, che è banalmente risolubile. Per mostrare la risolubilità di Hn, n > 0 basta
osservare cheHn−1⊳Hn è risolubile per ipotesi induttiva, mentre il quozienteHn/Hn−1 ha ordine primo,
ed è quindi ciclico e di conseguenza abeliano. Poiché Hr = G, concludiamo che G è risolubile.

Per mostrare il viceversa, osserviamo innanzitutto che se G è abeliano, allora una tale catena di sotto-
gruppi esiste. Questo si può dimostrare per induzione su |G|, scegliendo un elemento g ∈ G di ordine
primo — che esiste per il Teorema di Cauchy — ed applicando l’ipotesi induttiva al gruppo G/(g), utiliz-
zando la corrispondenza tra sottogruppi di G/(g) e sottogruppi di G che contengono (g). La normalità
di ciascun sottogruppo nel successivo è ovvia, in quanto G è abeliano, e di conseguenza lo sono tutti i
sottogruppi Hi.

Per quanto riguarda il caso di un gruppo risolubile qualsiasi G, possiamo procedere per induzione su
|G| in maniera simile. Poiché G/G′ è abeliano, otteniamo una catena di sottogruppi

G′ = Hk ⊳Hk+1 ⊳ · · ·⊳Hn = G
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ciascuno normale nel successivo e di indice primo. L’ipotesi induttiva applicata al gruppo risolubile G′ ci
fornisce invece la parte iniziale della catena {id} = H0⊳H1⊳· · ·⊳Hk = G′ con le medesime proprietà. �

10.3. Risolubilità per radicali di un’equazione algebrica in una incognita. Come al solito, K0 è un
campo di caratteristica 0 che contiene tutte le radici dell’unità che possano servire.

Lemma 10.7. Sia F il campo di spezzamento su K0 del polinomio irriducibile q(x), e α ∈ F una radice di q(x).
Allora α si esprime per radicali se e solo se ogni altra radice di q(x) si esprime per radicali.

Dimostrazione. Abbiamo già visto che l’azione di Gal(F/K0) sulle radici di q(x) è transitiva. Allora se β
è un’altra radice di q(x), possiamo trovare σ ∈ Gal(F/K0) tale che σ(α) = β. Se K0 ⊂ K ⊂ L ⊂ F e
F = K(a) con an ∈ K, a /∈ K, allora σ(K) ⊂ σ(F), σ(F) = σ(K)(σ(a)), e σ(a)n = σ(an) ∈ σ(K), mentre
σ(a) /∈ K. Pertanto, applicando σ ad una una catena di estensioni

K0 ⊂ K1 ⊂ · · · ⊂ Kn−1 ⊂ Kn ∋ α,

come nella Definizione 9.3, si ottiene un’analoga catena

K0 = σ(K0) ⊂ σ(K1) ⊂ · · · ⊂ σ(Kn−1) ⊂ σ(Kn) ∋ σ(α) = β.

�

Proposizione 10.8. Sia F il campo di spezzamento su K0 del polinomio irriducibile q(x) di grado d, e supponiamo
che F contenga tutte le radici p-esime dell’unità, per ogni primo p ≤ d. Allora una radice α ∈ F di q(x) si esprime
per radicali se e solo se esiste una catena di campi

K0 = L0 ⊂ L1 ⊂ · · · ⊂ LN = F

tali che Li ⊂ Li+1 è un estensione normale di grado primo per ogni i = 0, . . . , N − 1.

Dimostrazione. Innanzitutto, poiché [F : K0] divide d!, K0 contiene tutte le radici p-esime dell’unità per
ogni p che divide d!. Sappiamo già che se α si esprime per radicali, ogni altra radice di q(x) si esprime
per radicali. Inoltre, se α = α0, α1, . . . , αr sono le radici di q(x), allora F = K0(α1, . . . , αr). Sappiamo
che ogni radice αi appartiene ad un’estensione di K0 che si raggiunge aggiungendo progressivamente
radici p-esime di elementi già nel campo: possiamo quindi trovare campi Ki,j ⊂ F,, elementi ai,j ∈ Ki,j e
numeri primi pj , i = 0, . . . , r, j = 1, . . . , n in modo che

K0 = Ki,0 ⊂ Ki,1 ⊂ · · · ⊂ Ki,n ∋ αi,

dove Ki,j = Ki,j−1(ai,j) è un’estensione normale di Ki,j−1 di grado pj , e apj

i,j ∈ Ki,j−1.
Costruiamo ora una nuova catena di estensioni di campi, ponendo L0 = K0, Lin+j = Lin+(j−1)(ai,j)

se i = 0, . . . , r, j = 1, . . . , n. Allora K(r+1)n contiene α0, . . . , αr e coincide quindi con F. Inoltre ogni
estensione Lin+(j−1) ⊂ Lin+j ha grado pj se ai,j /∈ Lin+(j−1), cioè se i due campi non coincidono, e
si ottiene aggiungendo una radice pj-esima, dal momento che apj

i,j ∈ Ki,j−1 ⊂ Lin+(j−1): è pertanto
un’estensione normale. Eliminando le ripetizioni, si ottiene una catena di estensioni normali di campi di
grado primo. L’implicazione contraria è invece ovvia. �

Proposizione 10.9. Sia F il campo di spezzamento su K0 del polinomio irriducibile q(x) ∈ K0[x] di grado d, e
supponiamo che K0 contenga tutte le radici p-esime dell’unità, per ogni primo p ≤ d. Una radice α ∈ F di q(x) si
esprime per radicali se e solo se Gal(F/K0) è risolubile.

Dimostrazione. F è un’estensione di Galois di K0 poiché è il campo di spezzamento del polinomio — sepa-
rabile, poiché siamo in caratteristica 0 — q(x). Allora l’esistenza di estensioni normali nidificate ciascuna
di grado primo sulla precedente è equivalente, attraverso la corrispondenza di Galois, all’esistenza di
una catena decrescente di sottogruppi di G = Gal(F/K0), ciascuno normale nel precedente e di indice
primo. Ma una tale catena esiste se e solo se G è risolubile. �

Teorema 10.10. Sia K0 ⊂ F un’estensione di campi, α ∈ F un elemento algebrico su K0 di grado d, e supponiamo
che K0 contenga tutte le radici p-esime dell’unità per ogni primo p ≤ d. Allora α si esprime per radicali se e soltanto
se appartiene ad una sottoestensione finita normale K0 ⊂ E ⊂ F, il cui gruppo di Galois Gal(E/K0) sia risolubile.

Dimostrazione. Se α è costruibile per radicali, il campo di spezzamento del suo polinomio minimo è l’e-
stensione normale cercata. Se invece α appartiene ad una sottoestensione normale E di K0, tale che
G = Gal(E/K0) sia risolubile, allora il campo di spezzamento del polinomio minimo di α è una sot-
toestensione di E, sempre normale su K, ed il suo gruppo di Galois è un quoziente di G, ed è pertanto
anch’esso risolubile. �
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10.4. Il Teorema di Abel. Possiamo finalmente dimostrare che il polinomio generale di grado ≥ 5 non
ammette una formula risolutiva per radicali.

Teorema 10.11 (Abel). Sia K0 un campo di caratteristica 0, K = K0(a1, . . . , an), dove a1, . . . , an sono indeter-
minate, e supponiamo che K0 contenga tutte le radici p-esime dell’unità per ogni primo p ≤ n. Sia F un campo di
spezzamento di f(X) = Xn + a1X

n−1 + · · ·+ an−1X + an su K; allora, se n ≥ 5, le radici di f(X) in F non si
esprimono per radicali in termini dei coefficienti a1, . . . , an.

Dimostrazione. E’ sufficiente mostrare che Gal(F/K) non è risolubile.
Consideriamo il campo F = K0(x1, . . . , xn) delle funzioni razionali in n indeterminate a coefficien-

ti in K0. Il gruppo simmetrico Sn agisce su F per permutazioni delle indeterminate, e per il Teorema
fondamentale delle funzioni simmetriche sappiamo che FSn = K0(σ1, . . . , σn), dove σi = σi(x1, . . . , xn)
sono le funzioni simmetriche elementari. Abbiamo anche mostrato che gli elementi σi sono algebrica-
mente indipendenti su K0, e quindi σi 7→ (−1)iai fornisce un isomorfismo tra i campi K0(σ1, . . . , σn) e
K0(a1, . . . , an).

Attraverso tale isomorfismo, si vede che F è un campo di spezzamento di f(x) su K; dal momento che
il campo di spezzamento è unico a meno di isomorfismo, possiamo dire che F è IL campo di spezzamento
di f(x) su K. Allora Gal(F/K) = Gal(F/FSn) = Sn, che non è risolubile se n ≥ 5. �

Rimane aperta la possibilità che ciascun polinomio a coefficienti in K0 abbia radici esprimibili per
radicali, sebbene manchi una formula generale. Il calcolo del gruppo di Galois di un polinomio è spesso
più agevole su Q che su K0, ed avremo quindi bisogno di un’equivalenza più raffinata tra la risolubilità
di un’equazione e quella del suo gruppo di Galois.

10.5. Un esempio esplicito di equazione non risolubile per radicali. Sia f(x) ∈ Q[x] un polinomio del
cui campo di spezzamento su Q siamo in grado di calcolare il gruppo di Galois G. Se K0 è un’estensione
(finita) di Q che contiene tutte le radici dell’unità necessarie per la validità delle nostre dimostrazio-
ni, possiamo anche vedere f(x) come polinomio a coefficienti in K0. Il gruppo di Galois del campo di
spezzamento corrispondente non sarà generalmente isomorfo a G.

Il nostro obiettivo è quello di mostrare che la risolubilità dei due gruppi è legata, in modo da poter
studiare la risolubilità per radicali di un polinomio attraverso il suo gruppo di Galois su Q, o su qualsiasi
estensione sia più conveniente.

Proposizione 10.12. Sia f(x) ∈ Q[x] un polinomio di grado n, N ∈ N tale che K0 = Q(ζN ) contenga tutte le
radici p-esime dell’unità per ogni primo p ≤ n, ed indichiamo con F (rispettivamente L) il campo di spezzamento
di f(x) su Q (rispettivamente K0). Allora Gal(F/Q) è risolubile se e solo se Gal(L/K0) è risolubile.

Dimostrazione. Innanzitutto, K0 è il campo di spezzamento su Q dell’N -esimo polinomio ciclotomico
ΦN (x). Pertanto, L è il campo di spezzamento su Q di f(x)ΦN (x) e su F di ΦN (x). Ciascuno dei campi
in considerazione è quindi un’estensione di Galois dei campi che contiene.

K0

L

Q

F

Abbiamo già mostrato che Gal(K0/Q) ≃ (Z/(N))× è un gruppo abeliano. In maniera analoga si mostra
che Gal(L/F) ≃ Γ ⊂ (Z/(N))×. In effetti, essendo L il campo di spezzamento di ΦN (x) su F, gli elementi
del gruppo di Galois Gal(L/F) sono determinati dall’immagine di ζN , che può essere soltanto un’altra
radice primitiva N -esima dell’unità. Non possiamo concludere che Γ = (Z/(N))× a meno che ΦN (x) non
sia irriducibile anche su F.

Utilizziamo ora le notazioni: GQ = Gal(F/Q), G0 = Gal(L/K0), G = Gal(L/Q). Applicando la corri-
spondenza di Galois all’estensione Q ⊂ L, si ottengono G/G0 ≃ Gal(K0/Q) ≃ (Z/(N))× e G/Γ ≃ GQ.
Dal momento che sia (Z/(N))× che il suo sottogruppo Γ sono abeliani, otteniamo che la risolubilità di
G0 è equivalente a quella di G che è a sua volta equivalente a quella di GQ. Pertanto GQ è risolubile se e
soltanto se G0 è risolubile. �

Esempio 10.13. Il polinomio f(x) = x5 − 80x+ 5 ∈ Q[x] è irriducibile per il criterio di Eisenstein. La sua
derivata f ′(x) = 5(x4 − 16) ha le sole radici reali ±2, ed il grafico di f(x) ha quindi un massimo relativo
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in (−2, 133) e un minimo relativo in (2,−123): f(x) ha quindi tre radici reali — una minore di −2, una
compresa tra −2 e 2, e la terza maggiore di 2 — e due complesse coniugate.

Sia F il campo di spezzamento di f(x) su Q. Sappiamo già che G = Gal(F/Q) si identifica ad un
sottogruppo del gruppo S5 delle permutazioni delle radici di f(x). Se α è una radice di f(x) in C, allora
[Q(α) : Q] = 5 per l’irriducibilità di f(x), e quindi [F : Q] è multiplo di 5. Inoltre, la coniugazione
complessa è un elemento di G ⊂ S5, e agisce come una trasposizione sulle radici di f(x).

In conclusione, G contiene una trasposizione, e sicuramente anche un 5-ciclo, poiché possiede un
elemento di ordine 5 per il Teorema di Cauchy. A meno di rinumerare le radici, e di sostituire tale
elemento di ordine 5 con una sua potenza, G contiene (12) e (12345). Coniugando (12) con le potenze di
(12345) si ottengono le trasposizioni (12), (23), (34), (45), che generano tutto S5. PertantoG = S5, che non
è risolubile.

Per quanto appena dimostrato, neanche il gruppo di Galois su un’estensione che contenga tutte le
radici dell’unità necessarie è risolubile, e quindi le radici di f(x) non possono esprimersi per radicali.
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