ALGEBRA I: ESERCIZI SUGLI ANELLI

Usate liberamente 1’assioma della scelta e i risultati che abbiamo dimostrato usandolo.
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Siano I, J C Aideali di A. Mostrare che sono ideali
e INJ;
o I+J={i+jliel,je]};
e l'insieme IJ delle somme finite di prodotti ij,i € I,j € J;
o [:J={a€AlaJ CI}.
Mostrare che se I, J C A sono ideali tali che I + J = A allora

e IJ=1InNJ;

e perognisceltadia,bec Aesistex € Atalechex —ac I,z —-be J.
Calcolare, nell’anello Z, gliideali I N J, I + J,IJ,I : Jse I = (4),J = (6).
Se I C A& unideale, il radicale di I & il sottoinsieme VT = {a € A|a™ € I per qualche n > 0}.

e Mostrare che v/T & un ideale di A4;

e Calcolare /(432) nell’anello Z.
Dare un esempio di dominio d’integrita di caratteristica finita con un numero infinito di elementi.
Sia A un insieme che soddisfa tutti gli assiomi di anello commutativo con unita con 'eccezione della com-
mutativita della somma. Mostrare allora che la somma & comunque commutativa, calcolando (1 + 1)(z + y)
in due modi diversi.
Dimostrare che un omomorfismo di anelli non nullo ¢ : K — A & necessariamente iniettivo se K & un campo.
Si consideri I'anello (non commutativo) A delle matrici 2 x 2 a coefficienti razionali. Mostrare che gli unici
ideali bilateri di A sono (0) e A.
Sia A un anello (non necessariamente commutativo) e I C A un suo ideale sinistro. Mostrare che r(I) =
{z € A|xi =0perognii € I} & unideale bilatero di A.
Sia A un anello commutativo con unita e S C A un suo sottoinsieme moltiplicativo, ovvero tale che

e 0¢S;

e st € Sperognisceltadis,te€S.
Definiamo su A x S la relazione (a, s) ~ (b, t) se esiste v € S tale che v(at — bs) = 0.

Mostrare che ~ & una relazione di equivalenza e che le operazioni [(a, s)] +[(b,t)] = [(at +bs, st)]; [(a, s)] -
[(b,t)] = [(ab, st)] sono ben definite e forniscono su (A x S)/ ~ una struttura di anello commutativo con
unita.

Descrivere I'anello quoziente Z[z]/(x® + 2® + 1,2* + ).
Determinare gli ideali massimali degli anelli

e RPR;

. Ra)/(2%);

o Rlz]/(z* — 3z + 2);

o Rlz]/(2® +x +1).

Calcolare il massimo comun divisore nell’anello Q[z] dei polinomi 2* — 62> + z + 4 e 2° — 62 + 1.
Mostrare che, per ogni campo K, esistono infiniti polinomi irriducibili monici a coefficienti in K.
Mostrare che sono irriducibili in Q[x] i polinomi

o 23+ 6x+12;

o 823 —6x+1 ;

o 231627 +7;

o 2° — 3z +3.

Scomporre il polinomio x° + 5z + 5 nel prodotto di fattori irriducibili in Q[z] e F2[z].

Scoporre z° + = + 1 nel prodotto di fattori irriducibili in F,[z], per p = 2, 3, 5.

Scomporre nel prodotto di elementi primi gli interi di Gauss 1 — 34, 10, 6 4 9i.

Sia p € Z un elemento primo. Dimostrare che p & primo in Z[v/3] se e solo se il polinomio z? — 3 ¢ irriducibile
in Fp[z].

Siano d, d’ interi distinti liberi da quadrati*. Mostrare che Q[v/d], Q[v/d’] sono sottoanelli distinti di C.
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1La caratteristica di un dominio & I'ordine additivo dell’elemento 1.
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cioe non divisibili per p? per alcuna scelta di p primo.



