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Abstract. L’interesse per l’omogeneizzazione di equazioni di Hamilton–Jacobi
ha inizio con il celebre lavoro del 1987 di Lions, Papanicolau e Varadhan [16]
nel caso periodico. Questo studio ha dato origine ad un ricco filone di ricerca,
caratterizzato dalla scoperta di sorprendenti collegamenti con tematiche appar-
entemente assai lontane. La nozione di valore critico, ad esempio, su cui si basa
la definizione di Hamiltoniana effettiva, era ben nota in ambito dinamico, ed una
ricca analisi qualitativa era già disponibile. I collegamenti tra gli aspetti PDE e
quelli dinamici sono stati poi approfonditi da Albert Fathi nell’ambito della teoria
KAM debole [11].

I risultati di Lions, Papanicolau e Varadhan sono stati, nel corso del ven-
tennio successivo, generalizzati in varie direzioni. Ci limitiamo qui a ricordare
l’estensione al caso almost-periodic, dovuto ad Arisawa [1] e ad Ishii [14], e a
quello stazionario ergodico, con i lavori di Souganidis [18], Rezhakanlou e Tarver
[17].

Lo scopo di questo corso è quello di illustrare i principali risultati di omogeneiz-
zazione per equazioni di Hamilton–Jacobi, con particolare attenzione agli aspetti
variazionali e metrici. Dopo una breve introduzione sulla teoria delle soluzioni
di viscosità, ci concentreremo sull’omogeneizzazione periodica e spiegheremo il
ruolo dell’equazione di cella, un’equazione di H-J stazionaria di tipo eikonale, il
cui studio è particolarmente rilevante ai fini dell’omogeneizzazione. Illustreremo
come uno studio qualitativo di tale equazione possa essere condotto con tecniche
metriche, cioè associando all’equazione una sorta di semidistanza di tipo Finsle-
riano e andandone a studiare le proprietà, quale, ad esempio, quella di essere o
meno equivalente alla metrica euclidea.

Nell’ultima parte del corso presenteremo alcune generalizzazioni dei risultati e
delle tecniche al caso di Hamiltoniane almost–periodiche e stazionarie ergodiche,
e accenneremo ad alcuni problemi aperti in questo ambito.

Durata del corso: 30 ore, 3–4 ore a settimana

Programma del corso

1. Richiami sulle soluzioni di viscosità

2. Equazioni di Hamilton–Jacobi evolutive
2.1 Risultati di esistenza e unicità delle soluzioni
2.2 Caso convesso: semigruppo e formula di Lax–Oleinik

3. Omogeneizzazione per Hamiltoniane periodiche
3.1 Descrizione del problema e risultato di omogeneizzazione
3.2 Il problema di cella
3.2 Il metodo della funzione test perturbata di Evans

4. Studio qualitativo del problema di cella (o equazione critica)
4.1 Approccio metrico
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4.2 Insieme di Aubry
4.3 Collegamento con la teoria KAM debole

5. Omogeneizzazione in casi più generali e problemi aperti
5.1 Il caso almost-periodic
5.2 Il caso stazionario ergodico
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