1. INTEGRAZIONE AD ALCUNI ARGOMENTI DEL CORSO

Definizione. Una variabile aleatoria X si dice di Bernoulli di parametro p € (0,1) se ha
densita discreta

P sea=1,
px(a)=<1—p sea=0,
0 altrimenti.

Definizione. Una variabile aleatoria X si dice binomiale di parametri n,p (dove n €
{1,2,3,...} ep € (0,1)) se ha densita discreta

"p*(1l—p)"* seae€{0,1,2,...,n—1,n},
px(a):{(a)m ) { )

0 altrimenti.

Definizione. Una variabile aleatoria X si dice geometrica di parametro p € (0,1) se ha
densita discreta

px(a) = {(1 —-p)*1p sea€{1,2,3,...},

0 altrimenti.

La v.a. geometrica gode della seguente proprieta detta assenza di memoria:
Proposizione. Se X é v.a. geometrica di parametro p, allora dati ni,ns interi positivi
vale

P(X:n1+n2|X >n1) :P(X:’I’L2>

Dim.
P(X =n1+n9, X >n1) P(X =n1+n9)
P(X = X > = =
(X =n14mo] X > m) P(X >m) P(X >m)
p(1 —p)mtne—t

S (1-pm

=p(l-p) ™" = P(X =ny).

0

Definizione. Una variabile aleatoria X si dice di Poisson di parametro A > 0 se ha densita
discreta
—A\ya
e *A%al sea€{0,1,2,3,...},
px(a) = { / ¢ )

0 altrimenti.

La v.a. di Poisson, in certe condizioni, approssima la v.a. binomiale. Infatti, vale la
seguente proprieta detta anche legge dei piccoli numeri:

Proposizione. Per ognin € {1,2,3,...} siap, € (0,1) tale che il limite lim,,j», npy, esiste
finito e positivo. Allora, posto X,, = Bin(n,py,) e Y = Poisson()\) dove A = limy, 10 npp,
vale

lim P(X, =k)=P(Y =X, Vke{0,1,2,...}.

nToo

Dim. Dobbiamo dimostrare che per ogni k intero non negativo vale

. ny g nk _ AN
lim (k)pn(l—pn) =e T

1



A tal fine riscriviamo il primo membro come

<Z>pfz<1 —pa)" ™ = (npa)F (1 - i) <1 - i) <1 - k;l) (1= 2]/ =pa)

Siccome n p,, — A abbiamo che (np,)* — A*. Inoltre, vale

lim (1—1> = lim (1—2> —...=lim <1—k_1>=
nToo n nToo n nToo n

Siccome n.p, — A abbiamo che p,, — 0. Quindi (1 — p,)* — 1. Infine, abbiamo che

hm(l _ pn) — lim e log(1—pn) _ elimmoo(npn)log(;;pn)
nToo nfoo

L’ultimo limite si calcola ricordando che np, — A, mentre per De L’Hospital vale

08 =2) g Ly
z]0 T zj0 1 —x
Quindi
oo (0p) 2502y
Mettendo insieme tutti i limiti calcolati finora otteniamo la tesi. O

Proposizione. Siano X,Y v.a. di Possoin indipendenti rispettivamente di parametro A e
1, definite sullo stesso spazio di probabilita. Allora X +Y é v.a. di Poisson di parametro
A+ p.

Dim. X 4 Y assume con probabilita positiva solo valori interi non negativi. Sia k£ un
numero intero non negativo. Allora

k
J
P(X+Y =k) =) P(X=4Y =k-}j) Ze AA e M “_j)
: =

ko : k
ANk e—(Atp) E\ . ) (A + p)F
M) N A M — ( >/\J k—j — —(tn) o
e = ) =e
> > (4w

1 — ! | |
= (k—j)! k! = k!

(I'ultima uguaglianza segue dal teorema del binomio). Siccome l'ultima espressione
coincide con la probabilita per una v.a. di Poisson di parametro A + u di essere pari a k,
abbiamo la tesi. g

2. LEGGI DEI GRANDI NUMERI

Supponiamo che su uno stesso spazio di probabilita sia definita una successione di vari-
abili aleatorie X7, Xo,...indipendenti e identicamente distribuite (scriveremo piu breve-
mente “i.i.d.”). Ricordiamo che indipendenti significa che per ogni famiglia finita di indici
i1,%2,...,i, € di sottinsiemi di R Ay, As, ..., A, vale

P(X; € A, X, € Ay, ..., X5, € Ay) = P(Xy; € A1)P(X;, € A2) - P(X;, € Ay).

in
Identicamente distribuite significa che
P(X;e A)=P(X; € A) Vi, j, VA CR.
Se X; sono v.a. discrete, allora la suddetta proprieta equivale al fatto che px, = px; Vi, j.
Si noti che v.a. identicamente distribuite hanno stessa media e stessa varianza.

I teoremi limite che studieremo riguardano il comportamento asintotico di S, = X1 +
Xo+---+ X, per grandi n. Sinoti che se X; ha media finita p allora E(S,) = nu, mentre



se X; ha anche varianza finita pari a o2 allora Var(S,) = no?.

Esempio 1)

Consideriamo una successione di esperimenti identici e indipendenti. X; vale 1 se I'evento
E si & verificato allli-esimo esperimento altrimenti X; vale 0. Allora S, coincide con il
numero di volte in cui ’evento E si e verificato nei primi n esperimenti. Inoltre abbiamo

E(S,) = nP(E) e Var(S,) = nP(E)(1 — P(E)).

Esempio 2)
Se le variabili X, Xs,... sono i.i.d. con X; Bernoulli di parametro p, allora S, =
Bin(n,p).

Teorema (legge debole dei grandi numeri) Sia X1, X2,... una successione di

variabili i.i.d. definite sullo stesso spazio di probabilita aventi media finita p. Allora, per

ogni € > 0,
: Sn
limP||——pul>e] =0
nloo n

Teorema (legge forte dei grandi numeri) Sia X1, Xs,... una successione di variabili
i.4.d. definite sullo stesso spazio di probabilita aventi media finita p. Allora

P<limsnzu>:1
nloo N

Si puo provare che la legge forte dei grandi numeri implica quella debole (da cui gli
aggettivi forte, debole).
Si noti che

E(S,/n) = pu, Var(S,/n) = Var(S,)/n? = o?/n
Poiche la varianza di S, /n tende a zero, ci si aspetta che S, /n sia sempre piu piccata
attorno al suo valor medio u. Quindi le suddette leggi dei grandi numeri non dovrebbero
sorprendere.

Consideriamo ’esempio 1) descritto precedentemente. Allora S, /n € la frequenza con
cui 'evento F si ¢ verificato nei primi n esperimenti. Per la legge forte dei grandi numeri
otteniamo che g

lim —* = P(E)

nfoo N
con probabilita 1. La legge forte dei grandi numeri corrisponde all’interpretazione della
probabilita nell’approccio frequentistico, solo che qui essa € un teorema che deriva dagli
assiomi di base mentre nell’approccio frequentistico viene assunta come definizione stessa
di probabilita di un evento.



