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Un esercizio si considera risolto se le risposte sono corrette e sono giustificate in maniera chiara e completa.

Esercizio n. 1 — (6 punti) Determinare i punti limite delle successioni
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Soluzione:
(i) La successione ¢ data dall’'unione delle tre sottosuccessioni costanti (xog, yor) = (1,0), (Tap+1,Yar+1) = (—1,1) e
(Tak+3, Yak+s) = (—1, —1). Pertanto, tutti e soli i suoi punti limite sono (1,0), (—1,1) e (—1,—1).

(ii) La funzione generatrice f(z) = e* — 1 — e~ ! & definita su tutto R e sempre crescente. Quindi la successione {z,} &
ben definita e monotona, e avra al pitt un punto limite. Poiche 21 = —e™! < 0 = z0, {2, } risulta decrescente e convergente
al primo punto fisso di f a sinistra di 0, non potendo divergere a —oo perche lim,_, . f(x) > —oco. Poiche i punti fissi di f
sono —1 e un certo xg > 0, si ha lim,,_,, x, = —1.

Esercizio n. 2 - (6 punti) Data la funzione integrale

Stabilire se la funzione ¢ uniformemente continua in (0, 2] e in [4, +00).

Soluzione: Osserviamo che la funzione F' & ben definita in (0, 400), perche la funzione integranda f(x) = ;j;; arctan (1)
¢ continua per x # 0 e z # —2, e quindi in particolare in (0, +00). L’integranda f ¢ asintoticamente equivalente in z = 0,

alla funzione %, infatti
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x;?—;ﬁ arctan (x) — g per z — 0T .

Di conseguenza f non ¢ integrabile in senso improprio in 0. In particolare il limite lim,_,o+ F(x) = 4o00. da questo si
deduce che F non ¢ uniformemente continua in (0, 2]. In [4,400) la funzione f ¢ limitata (infatti tende a zero all’infinito ed
¢ continua) e quindi la funzione integrale & Lipschitziana, quindi uniformemente continua.

Esercizio n. 3 — (5 punti) Studiare la convergenza puntuale e uniforme della successione
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in R e nei suoi sottoinsiemi.

Soluzione: Il limite puntuale di f, e zero. La funzione f, € pari, f,, <1 e tende a 1 per x che tende a +oco, quindi
sup | fn(z)| =1.
R
Si deduce che la successione non converge a zero uniformemente in R. Inoltre la funzione f,, & crescente in [0, +00) quindi in
ogni intervallo [a, b] di R si ha
a? b2
sup | fn(z)| = max{l —e "2, 1 —e 22} =0 per n — +00
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da cui si deduce la convergenza uniforme in tutti i compatti di R.

Esercizio n. 4 — (5 punti) Studiare la convergenza puntuale, uniforme e totale della serie
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Detta f(z) la somma della serie esprimere fo f(z) dx come somma di una serie numerica.

Soluzione: Usando il criterio del rapporto si ha

log(vn+1+1) 3" +n? _>1
3t + (n+1)2 log(y/n+1) ~ 37

Quindi il raggio di convergenza della serie di potenze ¢ 3. Nei punti z = 43 la serie non converge perche’ la successione
che determina la serie non ¢ infinitesima. Pertanto ¢’ convergenza puntuale in (—3,3) e totale (e quindi uniforme) in ogni
intervallo [a,b] C (—3,3).

Si puo quindi applicare il teorema di integrazione per serie nell’intervallo [0, 1] e ottenere
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Esercizio n. 5 — (6 punti) Trovare 'integrale generale dell’equazione differenziale
x
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e la soluzione soddisfacente le condizioni iniziali

Soluzione: L’integrale generale ¢ della forma
x
C1 cos — + Cysin — + g(x),
y(x) = C1 ﬂ 25in 5 y(x)

dove §(x) & una soluzione particolare dell’equazione completa (non omogenenea). Poiche il termine noto & in risonanza con
I'equazione omogenea, la soluzione particolare e della forma

y(x) = Az cos — + Bz sin — ?
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Derivando e sostituendo nell’equazione si ottiene B=0e A = —%, per cui l'integrale generale e:
x x x
y(z) = Cycos — + Cysin — — — cos — .
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Poinche

'(z) Ols' x +02cos :1: 1 cos — —|—xs' x
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imponendo le condizioni iniziali si ricava C; = 0 e Cy = 1 per cui la soluzione del problema di Cauchy &
() .z x x
x) =sin — — — cos — .
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Esercizio n. 6 — (4 punti) Data una successione di funzioni f,, : (0, 4+00) — R tali che lim, 1 fn(x) = 0 per ogni n € N,
dimostrare che
fn — f uniformemente in (0,+00) = lim f(z) =

r—+o0

Dimostrare con un controesempio che in generale la conclusione non sussiste se la convergenza delle {f,,} non & uniforme.

Soluzione: Per ogni € > 0 esiste un indice 7 € N tale che |f;(x) — f(z)| < € per ogni x € (0,+00). Inoltre, per ipotesi, in
corrispondenza di € e 71 esiste M > 0 tale che |fz(z)| < € per ogni > M. Quindi, per ogni > M, si ha

[f(@)] < [f(2) = fa(@)] + | fal2)] < 26
La tesi e in generale falsa se non si assume la convergenza uniforme. Ad esempio le funzioni

fn(x):{ 1 sel<z<n

0 sex>n

sono ovviamente infinitesime per £ — +00 e convergono puntualmente a f(x) = 1.



