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Introduzione

La necessita di formulazioni “deboli”

Molte equazioni differenziali alle derivate parziali, importanti per la fisica, sotto
opportune condizioni, sono risolvibili esplicitamente con la determinazione di una
funzione regolare che verifica puntualmente ’equazione. In generale c’e il problema
di trovare una strategia che permetta di provare che una soluzione esista o addirit-
tura per alcune equazioni non ci si puo aspettare ’esistenza di soluzioni “in senso
classico”.

Questa introduzione ¢ una carrellata di esempi necessari a convincerci che puo
essere molto rilevante risolvere certe equazioni alle derivate parziali in un senso
“piu debole”, ossia senza aspettarsi che la soluzione ammetta tutte le derivate che
sembrano essere necessarie per scrivere I’equazione.

Partiamo con un esempio molto classico. Consideriamo il problema di Poisson-
Dirichlet in un dominio 2 (limitato) di R™

{—Au—f in (1.1)
u=g su 012,

dove Au = divVu = >0, 02 ,u, f: @ - Reg: 00 — R. Sappiamo gia (dal
corso di fisica matemtica in cui ¢ stata studiata un po’ di teoria del potenziale) che
questo problema ammette soluzioni per opportune scelte di termini forzanti f, dati
al bordo g e domini §2, e che questa soluzione puo essere rappresentata attraverso la
funzione di Green G : Q x  — R. La funzione di Green G(z,y) formalmente (in
realta nel senso delle distribuzioni) verifica per ogni y € Q il seguente problema

—-AG(-,y) =46, in
G( ay) ) m (12)
G(,y)=0 su 092 .
Una volta nota la funzione di Green, la soluzione di (1.1) & data quindi da
ua) = [ Gt = [ a0)0.G.y)dot). (13)

Ammesso che esista, sappiamo provare varie proprieta della funzione di Green,
ma sappiamo costruirla esplicitamente solo per domini molto speciali (con molta
simmetria), come la sfera o il semipiano. La domanda & quindi: possiamo dare senso
alla soluzione di (1.2) per un dominio €2 piu generale, in modo che valga ancora la
formula di rappresentazione (1.3)? Sotto quali condizioni su f e g possiamo provare
esistenza di una soluzione per (1.1)? Per esempio se f ¢ una funzione discontinua
in che classe di soluzioni dobbiamo cercare la soluzione?

Inoltre le tecniche viste per risolvere esplicitamente il problema (1.1) sfruttano
in modo molto forte le buone proprieta del Laplaciano. La situazione si complica ul-
teriormente se al posto di questo si considera un operatore differenziale a coefficienti
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4 CAPITOLO 1. INTRODUZIONE

non costanti, magari non regolari. L’equazione Au = 0 (0 —Au = f) puo essere
infatti vista come la condizione di equilibrio per il potenziale elettrostatico di un
mezzo omogeneo (con conducibilta costante). Supponiamo di avere una sbarra non
omogenea (per esempio costituita per meta da un materiale e per l'altra meta di un
altro materiale di conducibilita diversa). Allora la corrente sara data da j = a(z)Vu
(dove a(x) & la conducibilita della barra - eventualmente discontinua) e la sua condi-
zione di equilibrio sara div (a(x)Vu) = 0 (che in dimensione 1 diventa (a(z)u’)" = 0).
Se a e discontinuo che senso dobbiamo dare a questa equazione? Del resto I’energia
potenziale corrispondente

/Qa(a:)\Vu]de

ha perfettamente senso e quindi il problema potrebbe essere espresso in termini
dell’energia potenziale.

Vediamo in dettaglio il caso del problema di Dirichlet per dato al bordo g €
C(09) e Q regolare

(1.4)

Au=0 in
U=y su €.

Si pud vedere che se u € C?(Q2) N C1(Q) & una soluzione di (1.4) allora questa
minimizza il seguente problema

min /|Vu|2dx. (1.5)
u=g sudf) Jq

In verita € vero che (1.4) e (1.5) sono equivalenti e questa equivalenza prende il nome
di principio di Dirichlet. Proviamo a capire perché questo & vero. Supponiamo che
u € C%(Q)NCY(Q) sia un minimo di (1.5). Allora in particolare per ogni p € C°(2)!
si ha che la funzione

h(t) ::/ \Vu—}—thp]deZ/ \Vu|?dx
Q Q

ammette un minimo per t = 0. Svolgendo il quadrato si ottiene

h(t) = / \Vu|?dz + 2t/ VuVedr + t2/ \V|?dz
Q Q Q
e quindi
n'(0) = 2/ VuVpdzr .
Q
Poiché per ¢t = 0 ¢’¢ un minimo si ha

/ VuVedr =0 Vo e C°(Q). (1.6)
Q

Se ora supponiamo che €2 abbia bordo abbastanza regolare per poter applicare la
formula di Gauss Green (per esempio C!), abbiamo che

/div(Vu)cpd:c:/ @Vu-ndo—/Vqupda:,
Q o0 Q

!Con C2° () denotiamo le funzioni C*° con supporto compatto in Q



dove n ¢ la normale esterna al bordo di €2, e quindi
/ Vchpdx:—/Awpd;r:O Vo e C°(Q). (1.7)
Q Q

Da questo si deduce che Au = 0 (come segue facilmente del seguente esercizio), ossia
che u verifica (1.4).

Esercizio 1.0.1. Provare che se ¢ € C(Q) soddisfa fQ Yodr = 0 per ogni ¢ €
C* (), allora 1 = 0.

Anzi in realta abbiamo provato che u € soluzione di (1.6) se e soltanto se &
soluzione di (1.4). Infine ¢ facile convincersi (con un argomento di approssimazione)
che I'equazione (1.6) & soddisfatta per ogni funzione in C?(Q)NC*(Q) che valga zero
sul bordo di Q. E quindi per ogni v € C?(2) N C*(Q2), con v = g su 9N si ha

/ VuV(u—v)der =0
Q

da cui si deduce che u & anche minimo per (1.5).

Nota: Notare che le due riformulazioni (1.6) e (1.5) richiedono meno regolarita
alla funzione u di quanto non sia richiesta per scrivere il problema (1.4).

Un percorso simile puo essere fatto nel caso dell’equazione di Poisson. Anche in
questo caso una funzione u € C?(Q)NC*(Q)NCy(2)? che sia soluzione del problema
di Poisson

—Ay = in Q
u=f in (1.8)
u=0 su 02,
€ anche minimo di .
: 2
— — 1.
i o /Q |Vu|*dz /qudac (1.9)
e la corrispondente equazione in forma debole &
/ VuVepdr = / fedx Vo e C°(Q). (1.10)
Q Q

In conclusione abbiamo visto come il problema (1.4) & equivalente al problema
di minimo (1.5), quello che in generale non sappiamo ancora ¢ se questi problemi
ammettano una soluzione.

L’esistenza del minimo di (1.5) non ¢ infatti scontata, come mostra il seguente
esempio.

Esempio 1.0.2 (Esempio di Weierstrass). Consideriamo il seguente problema
1
inf{/ 2/ Pde - u(—-1)= -1, u(l)=1, ue 01([—1,1])} =:infI  (1.11)
-1

Denotiamo con I(u) = [, 2*|u/|?dz e cerchiamone il minimo tra le funzioni C*

con valori al bordo assegnati. E chiaro che inf I > 0. Se esibiamo una successione
u, € CY([—1,1]) tale che I(u,) — 0, proviamo che inf I = 0 & che non & raggiunto

2Dove Co(f2) & la chiusura rispetto alla norma di C.(f2) e coincide con le funzioni continue fin
sul bordo che assumono valore 0 su 0f2
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(non & un minimo) perche altrimenti ci dovrebbe essere una funzione C*([—1,1]),
con ' =0 qo. e u(—1) = —1 e u(1) = 1, il che non & possibile. E facile convincersi
che si pud costruire una successione u, € C'([—1,1]) che verifichi u,(x) = —1 se
< —L u,(x) =1sexz>21elu,| <2n (lasciato per esercizio), quindi tale che

1 1
® n 2
I(un):/ x2|u;\2dx<4n2/ 22de = ™ — 0 sen — 0o.

3=

1
Vediamo un altro esempio.
Esempio 1.0.3 (Il potenziale a doppia buca). Consideriamo il funzionale
1
1) = [ (=P
-1

con la condizione u(—1) = u(1) = 0. Riusciamo a capire cosa dobbiamo aspettarci
dalla soluzione se trascuriamo il vincolo che v’ sia una derivata e minimizziamo su

1
/ (1— |o]2)2dz.

-1

tutte le funzioni sommabili

con il vincolo f_llvda: = 0 (che traduce la condizione u(—1) = u(1)). E facile
convincersi che in questo caso il minimo esiste ed ¢ dato per esempio dalla funzione
v(r) = X[o,) — 1, e quindi la funzione Lipschitz u(x) = 1 — |z[ ¢ derivabile quasi
ovunque e verifica I(u) = 0 = min / . Insomma in questo caso la classe delle funzioni
continue con derivata quasi ovunque ¢ una buona classe su cui minimizzare.

Nota: Osserviamo che il problema esposto nell’esempio precedente (minimiz-
zando per esempio tra le funzioni Lipschitziane - e quindi, come vedremo, derivabili
quasi ovunque) non ha minimo unico. Infatti dato n pari tutte la funzione della
forma

E (k+1
‘ se xe{,w}, k=-n+1,....n—1

o (1.12)

- 1 2k+1
Up(r) = — — |z — ™

2n
verificano le condizioni al bordo e I(u,) = 0, ossia sono minimi.
L’osservazione precedente ci da anche lo spunto per mostrare un altro esempio
notevole, che chiarisce che il problema di trovare il minimo (di un funzionale positivo)
non e scontato e non dipende solo dalla classe di funzioni su cui si minimizza.

Esempio 1.0.4 (Esempio di Bolza). Aggiungiamo un altro termine al funzionale a
doppia buca e definiamo

1 1
I(u) = / (1-— \u’]Q)Zd:c —|—/ ]u\2dx.
-1 -1

E facile vedere che la successione i, definita in (1.12) converge uniformemente
a zero e che quindi I(u,) = f_ll |ty |?dz — 0. Quindi

inf I(u) =0
u(—1)=u(1)=0 ( )

non e raggiunto perche non esiste alcuna funzione derivabile q.o. che verifica u = 0
q.o0. e |u/| =1 q.o.



Quelli visti sono solo alcuni esempi per illustrare il problema della determinazione
della soluzione di problemi variazionali anche molto classici. Abbiamo visto che
a volte non dobbiamo aspettarci che tale soluzione sia regolare o che addirittura
esista. Cosicome abbiamo osservato che a volte per dare senso al problema sia
necessario riformularlo. La soluzione di questi problemi richiede di abbandonare
I’idea di mostrare direttamente 1’esistenza di soluzioni “classiche”, e di adottare un
nuovo paradigma:

1. Trovare un’opportuna formulazione debole (le funzioni possono essere meno
regolari e verificare una condizione apparentemente meno forte, come nel caso
di (1.6) per il problema di Dirichlet)

2. Trovare strumenti funzionali e topologici che garantiscano [’esistenza di una
soluzioni debole (si pensi alla completezza per il teorema delle contrazioni o
alla compattezza per il teorema di Weierstrass)

3. Eventualmente provare risultati di regolarita per le soluzioni deboli (che quindi
ci permettano di tornare al problema classico).



Il teorema fondamentale del calcolo

Consideriamo il problema

z)|%d 2.1
0 u(l) 1/ ’ v ( )

Domanda: Su quale classe di funzioni possiamo minimizzare in modo da ottenere
un risultato “soddisfacente”?

Abbiamo visto esempi in cui chiedere che la funzione u fosse continua e derivabile
q.0. (magari anche con derivata L?) sembrava un buon punto di partenza. Infatti
queste sembrano le richieste minimi per poter formulare il problema e per dargli una
ragionevole interpretazione. La continuita infatti sembra naturale (se si fol |u'|2dx
come ’energia cinetica ci aspettiamo che lo spostamento u sia continuo).

La cosa sorprendente ¢ che questa in generale non & una buona scelta, infatti
esiste una funzione definita e continua in [0, 1], che verifica u(0) = 0 e u(l) = 1,
ma per cui v/ = 0 q.0. (ossia uno spostamento continuo da 0 a 1 che avviene
stando “quasi sempre fermi”). Questa ¢ la famosa funzione di Cantor-Vitali. Il
punto di partenza e l'insieme di Cantor che si costruisce iterativamente parten-
do dall’intervallo [0, 1], dividendolo in tre e rimuovendo lintervallo centrale, ossia
definendo C; = [0,1] \ (3,2) := L (poniamo I := (3,2)). Quindi dividen-
do i due intervalli che rimangono ancora in tre e rimuovendo gli intervalli centrali,

= C1\ (3, 2)U(£, 8) (ponendo I1 oNlz 5 := (3, 9)U(g, 8)). E cosivia si costruiscono
i compattl Ch.
L’insieme di Cantor ¢ dato da

C =n,Ch.
Esercizio 2.0.1. Mostrare che C' non é numerabile e ha misura di Lebesgue nulla.
Suggerimento: Usare il fatto che © € C se e soltanto se x = Y o0, gn con

an € {0,2}.

Osservazione 2.0.2. L’insieme di Cantor si ottiene anche come punto fisso della
mappa T(I) = S1(I) U Sy(I), con Si(z) = % e Sa(z) = £+ 2. Si ha che Cy, =
T™([0,1]) e che T(C) = C.

La funzione di Cantor-Vitali si definisce come limite di una successione di funzioni
monotone non decrescenti costanti sul complementare di C),, definita per ricorrenza
nel seguente modo

$F,(3z) se 0<z<i
Fy(x) == Frii(x) = % se % <z< %
sFaBz—2)+4 se 2<a<1.

Esercizio 2.0.3. Mostrare che la successione Fy, ¢ di Cauchy rispetto alla norma
del sup.
Suggerimento: Provare che |Fy(z) — Fpi1(2)] < 557
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Essendo F;, di Cauchy nella norma del sup, deduciamo che converge uniforme-
mente a una qualche F' che & la funzione di Cantor-Vitali. Da come ’abbiamo
costruita deduciamo che:

1. La funzione F ¢ continua (essendo limite uniforme di funzioni continue);

2. La funzione F' ¢ costante sugli intervalli I} ,, che si devono togliere da Cj)_1
per ottenere C),. Quindi & derivabile q.o. con derivata nulla (F' =0 q.0.).

3. La funzione F' € monotona non decrescente (perche limite di funzioni monotone
non decrescenti).
Esercizio 2.0.4. Mostrare che la funzione (x2)+z ¢ un omomeomorfismo di [0, 1]
in [0, 1].

La presenza di questa strana funzione chiarisce che il problema (2.1) minimizzato
sulle funzioni continue e derivabili quasi ovunque non & “ben posto”. Ci suggerisce
cioe che la continuita non € una proprieta abbastanza buona.

Cio che rende questa soluzione “non fisica” e che

0= /1 Fl(z)de < F(1) - F(0) =1, (2.2)
0

ossia non vale il teorema fondamentale del calcolo.

E quindi naturale domandarsi quale sia la classe di funzioni per cui invece il
teorema fondamentale del calcolo vale.

Andiamo per gradi. Nelle prossime sessioni daremo una risposta alle seguenti
due domande:

1. Data f : (a,b) — R sommabile, ¢ vero che la funzione integrale associata &
derivabile quasi ovunque e vale

d x
= / FB)dt= fz)  qo. in (ab)?
2. Per quali funzioni F' vale che
b
/ F'(z)dx = F(b) — F(a)?

Osserviamo che qualsiasi funzione sommabile si pud scrivere come f = f+ — f~
dove f™ e f~ sono due funzioni non negative che denotano rispettivamente la parte
positiva e la parte negativa di f. Di conseguenza la funzione integrale ®(x) =
[ f(t) dt si puod scrivere come

B(x) = B4 (a) — () == [ "ty de / oL

dove @, e ®_ sono entrambe monotone non decrescenti. E chiaro quindi che nel
rispondere alla domanda 1 un ruolo importante & giocato dalle funzioni monotone.

Esercizio 2.0.5. Se f ¢ una funzione monotona non decrescente su [a,b], allora é
misurabile e limitata (quindi sommabile).
Suggerimento: Notare che gli insiemi {x : f(x) < c} sono degli intervalli.
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Esercizio 2.0.6. Notare che le funzioni monotone su [a,b] hanno solo discontinuita
di salto (di prima specie). Inoltre mostrare che linsieme delle discontinuita di una
funzione monotona é alpit numerabile.

Suggerimento: Stimare la cardinalita dell’insieme dei punti di discontinuita con
salto maggiore o uguale a 1/n, al variare di n e usare che la somma dei salti é

controllata da |f(b) — f(a)|.

Un esempio interessante di funzioni monotone sono le funzioni di salto. Queste
sono costruite nel seguente modo. Fissiamo un insieme numerabile in [a, b] (notare
che un insieme numerabile puo essere molto “brutto”, per esempio puo essere denso)
e indicizziamo i punti di questo insieme

TlyeeeyTpy.--

e fissiamo una successione di numeri positivi h,, che verifichino > > | h, < co. La
funzione di salto corrispondente sara data da

H(z)= > hp. (2.3)

r<Tn
Esercizio 2.0.7. Mostrare che la funzione di salto H definita in (2.3) é monotona
non decrescente e continua a sinistra. Come ['avrei dovuta definire in modo che

venga continua a destra?

Esercizio 2.0.8. Mostrare che se f é una funzione continua a sinistra e monotona
non decrescente, allora si puo scrivere come

f(x) = H(z) + G(z),
dove H ¢ una funzione di salto continua a sinistra e G & continua.
Suggerimento: Si costruisca H come nell’Esercizio 2.0.7.

2.1 Differenziabilita delle funzioni monotone

Il risultato cruciale di questa sezione e il Teorema di Lebesgue sulla differenziabilita
delle funzioni monotone.

Teorema 2.1.1. Sia f una funzione reale monotona non decrescente su |a,b], allora
[ & derivabile q.o. su [a,b] e la sua derivata f & sommabile e verifica

b
/ (@) de < £(b) - f(a). (2.4)

Osservazione 2.1.2. E chiaro che lo stesso risultato vale per le funzioni g non
crescenti (basta applicare il teorema precedente a f = —g), con la disuguaglianza in
(2.4) invertita.
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Il punto di partenza per la dimostrazione ¢ naturale. Si considerano le seguenti
quanti (derivate superiori e inferiori destre e sinistre)

DT f(x) := limsup fl+h) = J)

h—0+ h
D™ f(x) := limsup f(x) = f(x —h)
h—0+ h 5
Dy f(x) = lim nf flz + hf)b — f(x)
o f(@) = flw—h)
D-f(w) =l ==

Evidentemente queste sono sempre ben definite in [a,b]. Per provare il risultato
principale, ossia che q.o. in [a,b] esista il limite del rapporto incrementale, basta
quindi mostrare che

D' f(z) = D" f(x) = Dy f(x) = D_f(x)  x qoin [a,b].
Osservazione 2.1.3. In generale vale
D*f(z) > Dy f(z) D™ f(z) = D_f(). (2.6)
E quindi se dimostriamo che per ogni funzione f monotona non decrescente vale
D_f(x) > D" f(x) g.o in (a,b) (2.7)
questo ¢ sufficiente per concludere che esiste il limhﬁow g.o. in (a,b). In-
fatti basta considerare la funzione g(x) = —f(a—=z). La funzione g é non decrescente
in (a—b,0) e quindi D_g(x) > Dtg(x) q.0. in (a,b). Poiché¢ D_g(a—x) = D% f(z)
e DYg(a —x) = D™ f(x), da cui si deduce
D f(z) > Dy f(x) > D™ f(z) > D_f(x) > D" f(x).
Per dimostrare (2.7) si fa uso di un “argomento di ricoprimento” molto potente
che permette di approssimare insiemi qualsiasi, anche molto complicati, con unioni
di intervalli disgiunti, in modo da estendere proprita locali (ossia valide nell’intorno

di ogni punto) a quasi tutto I'insieme.
Denotiamo con m(E) la misura esterna di £ in R™ definita come

m(E) =inf{m(A): con A apertoe, AD E}, (2.8)

dove m(A) denota la misura di Lebesgue di A. Ricordiamo che m & subadditiva e
monotona e verifica

m(EUB)=m(E) se m(B)=m(B)=0. (2.9)

Definizione 2.1.4. Diciamo che una collezione di intervalli T é un ricompre un
insieme E nel senso di Vitali (o & un ricoprimento fine di E) se per ogni x € E e
per ogni e > 0 esiste I € T tale che x € I em(I) < e.

Lemma 2.1.5 (Lemma di Vitali). Sia E un insieme di misura di Lebesque esterna
finita, m(E) < 400, e sia T un ricoprimento di E nel senso di Vitali. Allora per
ogni € > 0 esiste una collezione finita I, ..., In di intervalli disgiunti di Z tali che

N
m(E\UIZ) <e. (2.10)
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Dimostrazione. Non é restrittivo supporre che gli intervalli di Z siano chiusi, infatti
una volta ottenuta la tesi con intervalli chiusi si puo ottenere anche la tesi con
intervalli della collezione originale rimuovendo alcuni degli estremi degli intervalli I;
che formano un insieme di misura nulla e che quindi grazie a (2.9) non modificano
la tesi.

Fissiamo € > 0. Poiché F ha misura esterna finita, possiamo scegliere A aperto
che contiene E e tale che m(A) < +o00. Sempre senza perdere in generalita possiamo
supporre che tutti gli intervalli di Z siano contenuti in A (infatti ¢ facile verificare
che se consideriamo solo gli intervalli I € Z che sono contenuti in A, questo € ancora
un ricoprimento fine di E perché A ¢ aperto e contiene F). Ora costruiamo una
successione di intervalli disgiunti I; € Z con un procedimento iterativo: fissiamo
Iy € I arbitrariamente e supponiamo di aver gia costruito n intervalli disgiunti
Ii,...,I,. Se E C U ,I; abbiamo concluso la dimostrazione e il procedimento si
interrompe, altrimenti definiamo

kn=sup{m(I) : I€Z, INL=0 Vi=1,...,n}.

Poiché per ogni I € Z si ha | C A, allora k, < m(A) < +oo. Poiché stiamo
supponendo che E \ (U ,I;) # () si ha che k,, > 0 e per definizione di k,, possiamo
trovare un intervallo I, disgiunto da U}, I; e che verifica

k

m(In_H) > - .

2
Quindi a meno che questo procedimento non si interrompa per un qualche n (& la
dimostrazione sia conclusa) costruiamo una successione di intervalli disgiunti I,, con
m(Ipt1) > %" e tali che > 2, m(I,) < m(A) < +oco. Quindi, poiché la serie delle
misure degli intervalli converge, possiamo trovare N € N tale che

> m(l) < % (2.11)

i=N+1

(il 5 ¢’ perché sappiamo gia come va a finire). Vogliamo mostrare che questo basta
per provare che R = E'\ Uf\i 11; ha misura esterna piccola, precisamente

m(R) <e, (2.12)

e questo e possibile se riusciamo a costruire un ricoprimento di intervalli aperti di
R che abbia misura complessiva inferiore a €.

Prendiamo z € R, poiché x ¢ Ufilfi e Ufiﬂz‘ € un insieme chiuso, possiamo
trovare un intervallo I € 7 tale che I sia disgiunto da Uij\i 1; e x € I. Inoltre se
INI; =0 perognii=1,...,n, allora per definizione di k, sia ha che

Ma grazie a (2.11) sappiamo che m(I,) — 0, per n — oo, e quindi deve esistere
n > N tale che

INl; #0 e m(I) <km_1 <2m(Ip) (2.13)
(ossia 7 ¢ il pit piccoloindice per cui I N1, # @)). Ora se chiamiamo con x,, il centro

di I,,, poiché x € I si ha

m(Iz) +m(Il) < —m(Iz).

N |

dist(z, x7) <
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Quindi z € J5 := [z7— gm(I), Tn+ gm(l)] Questo lo possiamo fare per ogni z € R

e quindi R C U2y, J;, da cui deduciamo

mR)< > m(l)= Y bm(l)<e,
i=N+1 i=N+1
che conclude la dimostrazione. O

Ora siamo pronti ad affrontare la dimostrazione del Teorema di Lebesgue.

Dimostrazione del Teorema 2.1.1. La dimostrazione i fa in due passi. Il primo
passo essenziale e provare che esiste q.o. il limite del rapporto incrementale. Quindi
mostrare che questo ¢ finito q.o. e integrabile, e verifica (2.4). Come abbiamo gia
notato nell’Osservazione 2.1.3 per mostrare che esiste q.o. il limite del rapporto
incrementale ¢ sufficiente provare che q.o. DT f(x) < D_f(z). A questo scopo
fissiamo « > 3, razionali, e definiamo I'insieme

E.p:={z€la,b] : DT f(z) >a>B>D_f(z)} . (2.14)

Se mostriamo che m(E, ) = 0 per ogni o, 3 € Q, con o > f3, concludiamo che
DT f(z) < D_f(x) q.o. in [a,b].

Passo 1. Poniamo m(FE, g) = s, l'obiettivo ¢ provare che s = 0.

Fissiamo € > 0. Per definizione di misura esterna possiamo trovare un aperto
A D E, s tale che m(A) < s+e.

Orase x € E, g sihache D_f(x) < f e quindi esiste una successione infinitesima

di h tale che
f) = i(x —h g (2.15)

Inoltre, poiché A & aperto, possiamo supporre anche che per tali h si abbia [x—h, z] C
A. Gli intervalli cosi definiti al variare di  formano un ricoprimento di Vitali di £, g

e quindi per il lemma di ricoprimento & possibile trovare x1,...,xn € h1,..., hy tali
che gli intervalli I,, = [z, — hn, zp], con n=1,..., N, sono disgiunti,
f(xn) — f(xn — hy) < hpf (2.16)
e
M(Eap \UN L) <. (2.17)

In particolare se B = U (z; — hi, x;) N Eq g, si ha che m(B) > s —e. Da (2.16) si
deduce che

N

N
> fmi) = flai—hi) < BY hi < pm(A) < B(s+e). (2.18)
i=1

=1

Adesso costruiamo un ricoprimento di Vitali di B. Per ogni y € B (quindi y €
(xn—hn, z,) per qualche n e y € E, g) possiamo trovare una successione infinitesima
di k per cui J = (y,y + k) C I, per qualchen=1,...,N e

2 > .

La collezione di intervalli della forma (y,y + k) al variare di y € B sono dunque un
ricoprimento nel senso di Vitali di B. Allora esistono y1,...,yy in B e ki,..., ks
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tali che gli intervalli J; = (y1,y; + ki), al variare di ¢ = 1,..., M, sono disgiunti e
m(B\ UM, J;)) < e. Quindi

M
Y ki =m(BNULT) >m(B) - m(B\ UYL, J;) > s -2 (2.20)
=1

e quindi grazie a (2.19) si ha

M M
S it k) = fy) > ad ki >a(s—2). (2.21)
i=1 =1

Ora per ogni fissato n = 1,..., N, grazie alla monotonia di f si puo stimare la

somma di tutti gli incrementi di f sugli intervalli J; C I,,, con 'incremento di f agli
estremi di I,,, ossia

Z i+ ki) — f(yi) < f(@n) — f(xn — hn) (2.22)

{i: JiCIn}

e quindi sommando su tutti gli n e usando (2.21) e (2.18) si ha

M N
s —26) ) flyi+ ki) = F(yi) <Y flan) = flan = ha) < B(s+e). (2.23)
i=1 n=1

Dall’arbitrarieta di ¢ si deduce quindi
as < s,

ma visto che a > 3 si ottiene come volevamo s = 0 e quindi (anche tenendo conto
dell’Osservazione 2.1.3) abbiamo che esiste q.o. in [a, b]

Passo 2 Mostriamo ora che il limite del rapporto incrementale € sommabile e quindi
quasi ovunque finito. Questo ci permettera di scrivere g(z) = f/(x) e di dedurre
(2.14).

Estendiamo f(x) = f(b) se z > b e per ogni z,c € [a,b] e h > 0 denotiamo con

T — f(x cth
Dufte) = LIy =1 [ s

il rapporto incrementale di f (o derivata discreta) e la sua media su (¢, c+ h). con
un semplece cambio di variabili € immediato vedere che

b
/ Dif(z)dz = Avy(f,b) — Avi(f,a) (2.24)

e quindi usando la monotonia di f si ha

b
/ Difla)dz < F(b) - f(a). (2.25)
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Passando quindi al limite per h — 0 e usando il Lemma di Fatou, per passare al
limite sotto il segno di integrale, otteniamo

b b
[ stwyao < i [ Dus@)de < 1) - fta).

Quindi g & sommabile, q.o finita e dunque g = f’ q.o. in [a, b] e vale (2.14).
O

Osservazione 2.1.6. In generale non ¢é vero che una funzione derivabile q.o. ha
derivata sommabile. Come esempio ¢ facile vedere che la derivata di

B azQSing%2 x#0
f@){o e

non é sommabile in [—1,1].

Osservazione 2.1.7. La disuguaglianza (2.14) in generale puo essere stretta (per
esempio la funzione di Cantor Vitali vista in precedenza non verifica l'uguaglianza -
cfr. (2.2)) quindi in generale le funzioni monotone (se pur derivabili quasi ovunque)
non verificano il teorema fondamentale del calcolo.

Esercizio 2.1.8. Sia F,, una successione di funzioni monotone definite in [a,b] tali
che

ZFn(ﬂf)ZF(ff) YV z € [a,b],
n=1

ossia la cui serie é convergente in tutti ¢ punti. Proviamo in vari passi che
(o)
ZFT,L(LB) = F'(z) Y g.o. in [a,b].
1. Mostrare che, da qui in poi, non é restrittivo supporre che F,(z) > 0 e Fy,(a) =

0.

2. Mostrare che per ogni N € N
ZF' )< F'(z) VY qo.in [a,b].

Suggerimento: Scrivere la somma dei rapporti incrementali di F,, e stimarla
con il rapporto incrementale di F' usando la monotonia e la convergenza della
serie delle F,,, quindi passare al limite nell’incremento.

3. Mostrare che
ZF’ )< F'(z) VY qo.in [a,b].

In particolare la serie Zn F)(x) converge q.o. in [a,b].

4. Mostrare che per ogni k € N esiste ni € N tale che

1
0< Z F.(z) < ok uniformemente in x
n>ng

Suggerimento: Usare la convergenza della serie in b e la monotonia.
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5. Concludere che
Z F!(z) = F'(x) V q.0. in [a,b)].
n=1

Suggerimento: Applicare il punto 2 alla serie Y, Gr(x) con Gy(x) = F(x) —
> n<ny, Fn(®). La tesi sequie dalla convergenza della serie ) Gi(z).

Esercizio 2.1.9. Usare l’Esercizio 2.1.8 per provare che data {x,}neny € hyp > 0
tale che ), h, < oo la funzione di salto H(z) =) hy, ha derivata q.o. nulla.

Tn<x

Corollario 2.1.10 (del Teorema 2.1.1). Se ¢ : [a,b] — R é sommabile, allora esiste
g.o la derivata della funzione integrale

/:go(t) dt.

Dimostrazione. La dimostrazione ¢ una diretta conseguenza del Teorema 2.1.1 una
volta osservato che si puo scrivere o = ™ — ¢, come differenza tra la sua parte po-
sitiva e la sua parte negativa, e che le corrispondenti funzioni integrali sono funzioni
monotone non decrescenti. ]

2.2 Funzioni a variazione limitata

Abbiamo quindi capito che tutte le funzioni che sono differenza di due funzioni mono-
tone sono derivabili quasi ovunque. In questa sezione caratterizzeremo ulteriormente
queste funzioni.

Data una partizione P = {z,,x1,...,z,} dell’intervallo [a,b] e f : [a,b] — R,

definiamo
n

V(f,P) =Y |f(x:) — fli1)|.

i=1
Definizione 2.2.1 (Variazione totale). Chiamiamo variazione totale di f in |a,b]
la quantita

Var(f,[a,b]) = sup {V(f, P) : P partizione di [a,b]} .

Definizione 2.2.2 (Funzioni a variazione limitata). Diciamo che una funzione f :
[a,b] — R ¢ a variazione limitata in [a,b]! se

Var(f,[a,b]) < +o0.

Esempi 2.2.3.

1. Se f e una funzione monotona, allora € a avariazione limitata e

Var(f,la,b]) = [f(b) — f(a)].

Infatti se per esempio f & non decrescente, per ogni partizione P si ha

n n
V(f.P) =Y | f (@) = flaim)| = D (flai) = flzim) = f(b) = f(a).
=1 =1
n seguito indicheremo lo spazio delle funzioni a variazione limitata con BV ([a,b]) (BV sta per
bounded variation).
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2. Una funzione Lipschitz ¢ a variazione limitata. Infatti |f(x)— f(y)| < Llx—y|
per ogni x.y € [a,b] e quindi data una partizione P si ha

Z‘fxz 1‘21’<LZ’$Z—:L‘Z 1|—LZ —$11 —b—a.

Da cui si ottiene che Var(f,la,b]) < L(b— a). In particolare la funzione di
Cantor-Vitali é a variazione limitata.

8. La funzione

_ Jwcos(s;) 0<z<1
o -{; 0<s

¢ continua in [0,1] ma non é a wvariazione limitata. Infatti prendiamo la
partizione
1 17

1
Po={0,— —— ...,
" {O’2n’2n—1 '3’

1}

[\.')M—A

E’facile vedere che

n
1
V(f,Pn):ZE—>+oo se m — 400
i=1

da cui deduciamo che Var(f,[0,1]) = +o0.

Osservazione 2.2.4. L’insieme delle funzioni a variazione limitata ¢ uno spazio
vettoriale. Infatti é facile vedere, usando la disuguaglianza triangolare, che date
fig:]a,b] = R e a,B € R per ogni partizione P vale

Viaf + B9, P) < lalV(f, P)+ 8]V (g, P)

e quindi
Var(af + Bg, [a,b]) < |o|Var(f, [a,b]) + |B[Var(g, [a,b])

che implica che af + Bg é a variazione limitata se f e g lo sono.

Inoltre ¢ facile vedere che Var(f,[a,b]) = 0 se e solo se f é costante e che
Var(af, [a,b]) = |a|Var(f,[a,b]) (provarlo per esercizio). In particolare questo im-
plica che la variazione totale € una seminorma sullo spazio delle funzioni a variazione
limitata.

Osserviamo che se P & una partizione di [a, b] e aggiungiamo a P un altro punto
€ (a,b), la partizione P’ cosiottenuta & un raffinamento della partizione P e quindi
grazie alla disuguaglianza triangolare si ha

V(f,P)<V(f, P,

da cui deduciamo che nel definire Var(f, [a,b]) otteniamo lo stesso risultato se fac-
ciamo il sup sulle partizioni che contengono c. D’altronde a una qualsiasi partizione
P che contiene ¢ sono associate due partizione P; e P», rispettivamente di [a,c] e
[c, b]. Da questa considerazione deduciamo che

Var(f, [a,b]) = Var(f, [a, c]) + Var(f, [c, b]). (2.26)
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In particolare se x<x2
Var(f, [a, z2]) — Var(f, [az:1]) = Var(f, [z1,22]) 2 0

e quindi la funzione & — Var(f, [a,z]) ¢ monotona non decrescente. Inoltre

f(x2) — f(z1) < |[f(22) — f(21)| < Var(f, [x1, x2]) = Var(f, [a, x2]) — Var(f, [az1]),

da cui deduciamo anche che la funzione © — f(z)+ Var(f, [a, z]) € monotona non de-
crescente. In conclusione abbiamo dimostrato il seguente risultato di decomposizione
di Jordan.

Teorema 2.2.5 (decomposizione di Jordan). Una funzione f : [a,b] — R ¢é a va-
riazione limitata se e soltanto se si scrive come la differenza di due funzioni non
decrescenti.

Dimostrazione. Da quanto gia osservato se f = h — g con h e g monotone non
decrescenti, poiché sia h che g sono a variazione limitata perché monotone, allora
nche f lo & (grazie all’Osservazione 2.2.4).

Viceversa se f € a variazione limitata, allora possiamo scrivere

f(@) = (f(x) + Var(f,[a, z])) = Var(f, |a, z])

che per quanto appena visto & una differenza di funzioni non decrescenti. O

Corollario 2.2.6. Se f ¢ a variazione limitata in [a,b] allora f é derivabile q.o. e
f' ¢ sommabile.

Dimostrazione. La dimostrazione ¢ una diretta conseguenza del teorema di decom-
posizione di Jorda (Teorema 2.2.5) e il teorema di Lebesgue di derivabilita delle
funzioni monotone (Teorema 2.1.1). O

Osserviamo che il teorema di decomposizione implica anche che le funzioni in-
tegrali di funzioni sommabili sono funzioni a variazione limitata (infatti si possono
sempre scrivere come differenza di due funzioni non decrescenti, cfr. dimostrazione

del Corollario 2.1.10)
Esercizio 2.2.7. Data f(x) = sinx in [0,27], trovare due funzioni monotone non
decrescenti h e g tali che f(x) = h(z) — g(x).

Esercizio 2.2.8. Sia f,, una successione di funzioni su [a,b] che converge puntual-
mente a f in [a,b]. Provare che

Var(f,[a,b]) < lggilgVar(fn, [a,b]) .

Mostrare con un esempio che anche se f, converge uniformemente puo valere la
disuguaglianza stretta.

Esercizio 2.2.9. Dati o e (8 positivi e f :[0,1] — R definita da

f(!l?) = {xa sin (x%) se0<ax<1

0 r=0.

Provare che se a > 3, allora f & a variazione limitata in [0,1], mostrando che f' é
sommabile in [0,1]. Provare che se a < 3, allora f non é a variazione limitata in
[0, 1].

Suggerimento: Usare per il primo punto che la funzione ¢ C1((0,1)) N C([0,1])
e quindi vale il teorema fondamentale del calcolo. Per il secondo punto trovare una
successiont di partizioni per cui la variazione non viene limitata.
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Esercizio 2.2.10. Fissiamo un insieme numerabile di R, {x,},. Consideriamo una
funzione di salto della forma

f@)= hat ) kn

Tn<T rn<T

con hy, kn, € R (non necessariamente positivi)* e tali che Y., |hn| < 00 € >, |kn| <
0.

1. Mostrare che f é una funzione a variazione limitata.

2. Scrivere in questa forma la funzione

0 z <0
@y a=
2 z>0.

3. Mostrare che f' =0 q.o.

Definizione 2.2.11. Una funzione a variazione limitata la cui derivata e nulla q.o.
st dice singolare.

Quindi I'esercizio precedente ci dice che le funzioni di salto sono singolari. Sap-
piamo che anche la funzione di Cantor-Vitali ha derivata q.o. nulla, quindi anch’essa
e singolare.

2.3 La derivata della funzione integrale

Abbiamo visto che se ¢ ¢ sommabile in [a, b] allora la funzione integrale

}Nx)r:/xwﬁ)ﬁ (2.27)

si scrive come differenza di due funzioni monotone non decrescenti (e quindi in
particolare ¢ una funzione a variazione limitata), da cui deduciamo che F' & derivabile
q.o0. Ora proviamo che la derivata di F' fa la cosa giusta ossia

F'(z) = o(z) q.o. in [a, b] .

Per la dimostrazione abbiamo bisogno di un piccolo lemma tecnico (a cui non &

difficile credere).

Lemma 2.3.1. Si f una funzione sommabile in [a,b] e supponiamo che

/mﬂﬂﬁzo Vaclal, (2.28)

allora f =0 q.o0. in [a,b].

“Notare che 3
continua a sinistra.

en <z k. € una funzione continua a destra mentre an<m k., & una funzione
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Dimostrazione. Sia E = {z € [a,b] : f(x) > 0}. Supponiamo che m(E) > 0, altri-
menti la conclusione segue immediatamente dal fatto che ff flx)de = — f: |f(x)|dx

da cui segue che ff |f(z)] dz = 0 e quindi la tesi.
Poiché E & misurabile® possiamo trovare un insieme chiuso F' C E con m(F) > 0.
Ponendo quindi A = (a,b) \ F si ha

(hi[f@Mm:Af@Mx+Aj@ML

e quindi

Aﬂ@mzéﬂ@m¢u

Visto che A & aperto si puod scrivere come unione numerabile di intervalli aperti e

quindi b
Af<x>dx=;/an"f<x>dx#o

da cui deduciamo che ¢’ealmeno uno di questi intervalli (az,bs), con by —az #0 e

br bn ba
f(z)de — f(z)dx = f(z)dx #0.

a a a

Questo ¢ possibile solo se almeno uno dei due termini della differenza a sinistra ¢
diverso da zero, che non ¢ possibile per 'ipotesi (2.28). Quindi necessariamente si
deve avere che m(E) = 0 e questo conclude la dimostrazione. O

A questo punto siamo pronti per provare il teorema sulla derivata delle funzioni
integrali.

Teorema 2.3.2. Sia ¢ : [a,b] — R una funzione sommabile allora la funzione
integrale F(x) definita in (2.27) é continua, derivabile q.o. e soddisfa

F'(z) = () g.o. in [a,b]. (2.29)

Dimostrazione. La continuita della funzione F' viene dall’assoluta continuita dell’in-
tegrale®. Infatti dato e > 0 se |y — x| < 4 si ha che | [Y ¢o(z)dz| < € e quindi
|F(z) — F(y)| < e. Mentre il fatto che F' sia derivabile q.o. ¢ gia stato dimostrato
nel Corollario 2.1.10.

La dimostrazione di (2.29) verra fatta in due passi: prima supponiamo che la
funzione ¢ sia limitata e poi estendiamo il risultato a ¢ qualsiasi.

3Ricordiamo che la misura di Lebesgue & internamente regolare e quindi se F & misurabile

m(E) =sup{m(K) : K compatto, K C E}.

4Ricordiamoci che I'integrale di una funzione ¢ sommabile verifica la seguente proprieta:

Ve >0 36>0 : sem(E) <46

/Ew(ﬂf) d

allora

<e.
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Passo 1. Supponiamo che |p(z)] < M q.o. in [a,b]. Sappiamo che il rapporto
incrementale Dy, f(x) converge q.o. a F’'(x). Inoltre

Dhf ()] = +

z+h 1 z+h
h/ go(t)dt’ﬁh/ o@Wdt<M  qo.

e quindi per il teorema di convergenza dominata, per ogni ¢ € [a, b] si ha

/ F'(z)dx = lim / Dy f(z)dz = lim Avy(F,c) — Avy(F, c)
a h—0 J, h—0

Dove abbiamo anche usato che grazie alla continuita di F', gia provata, limy,_,g Av,(F,c) =
F(c). Da questo si deduce che per ogni ¢ € [a, ]

[ @) = otz =0

e quindi si conclude grazie al Lemma 2.3.1.

Passo 2. Facciamo ora il caso in cui ¢ non & necessariamente limitata. Lavorando
sulla parte positiva e la parte negativa di ¢ e grazie all’additivita dell’integrale,
possiamo, senza perdita di generalita, restringere l'analisi al caso in cui ¢ > 0.
Quindi definiamo, per ogni n € N, la funzione troncata

2) = o(x) se p(z)<n
#n(@) {n se p(zr)>n.

Chiaramente ¢(x) — ¢(z) > 0 q.0. in [a,b] e quindi la funzione

Gule) = [ (olt) = enl0) at

e non decrescente, e quindi derivabile g.o. Inoltre poiché ¢,, € limitata si ha, per il
passo precedente, che

d

o /m on(t) dt = pp () q.0. in [a, b).

Allora, usando la monotonia di G, (ossia che G}, > 0) otteniamo che q.o. in [a, ]

F@) =2 [ el = 2Gow)+ 2 [ a0t ula).

Poiché questa disuguaglianza ¢ vera per ogni n e ¢, — ¢ puntualmente, abbiamo
che F'(z) > p(z) q.o. in [a,b].

In conclusione, poiché grazie alla monotonia di F' e il teorema di Lebesgue
J F'()dz < F(b) — F(a) = F(b)

b
02/ (F'(x) —p(z)dz < F(b) — F(b) =0

e quindi F’ = ¢ q.o. in [a,b]. O
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Osservazione 2.3.3. Da questo risultato in particolare deduciamo che una funzione
f € LP((a,b)), poiché in particolare é sommabile, coincide quasi ovunque con il limite
delle sue medie, ossia

1 x+h

lim — t)dt = f(x .0.

i [ = @)

I punti in cui questo limite esiste e coincide con f si chiamano punti di Lebesgue
di f (una sorta di punti di continuita). Questo risultato é un fatto generale che vale

per tutte le funzioni sommabili, anche in R™ (ma non sara trattato in queste note®)

2.4 Funzioni assolutamente continue

Abbiamo visto che le funzioni integrali di funzioni sommabili sono derivabili q.o.

d x

e o(t) dt = p(z) q.o..

In altre parole le funzioni che sono integrali indefiniti di funzioni sommabili verifica-
no il teorema fondamentale del calcolo. Viceversa e chiaro che tutte le funzioni per
cui vale il teorema fondamentale del calcolo sono integrali indefiniti. L’obiettivo di
questo capitolo ¢ quello di caratterizzare completamente queste funzioni (abbiamo
gia osservato che non tutte le funzioni sono integrali indefiniti, per esempio la fun-
zione di Cantor Vitali non puo esserlo, quindi in generale essere a variazione limitata
e continua non basta).

Ricordiamo la proprieta di assoluta continuita dell’integrale: se ¢ : [a,b] - R &
sommabile allora

Ve >0 36 >0 : sem(F) <9

/E o(z) dz

Si ottiene in particolare che la funzione integrale F' & uniformemente continua. Basta
infatti testare l’assoluta continuita dell’integrale con E = (x,y) con |y — x| < J e si

ottiene che
/ o(z) dz
E

Pero vale una proprieta pin forte: se scegliamo E = U] ,(c;,d;), unione di
intervalli disgiunti, tali che > " ;(d; — ¢;) < 6, si ha

n d;
(t)dt

ossia la somma degli incrementi di F su intervalli di “misura totale piccola & piccola”.

allora

<eg.

= |F(y) - F(x)| <e.

SOIF() ~ Fle)] =
=1

< ‘/ cp(t)dt‘ <e'
E

Vedremo che questa proprieta (che chiameremo assoluta continuita) in realta
& equivalente a chiedere le la funzione sia una funzione integrale di una funzione
sommabile

®Si veda per esempio [?]
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Definizione 2.4.1 (Assoluta continuitd). Diciamo che una funzione f : [a,b] — R
¢ assolutamente continua in [a,b] se per ogni € > 0 esiste § > 0 tale che per ogni
collezione di intervalli disgiunti {(c;,d;)}i=1,..n tale che Y ;" (di —¢;) < & si ha

Z‘f fle)l <e.

Osservazione 2.4.2. Una funzione f assolutamente continua é anche a variazione
limitata. Infatti se 01 € il valore che nella definizione di assoluta continuita corri-
sponde a € = 1 e partizioniamo lintervallo [a,b] in N intervalli [c;, d;] di ampiezza
minore 1, presa comunque una partizione P; di [c;,d;] si ha

V(f‘[cﬂdi] Y P’L) < 1
(stiamo denotando con f|[c‘ » la funzione f ristretta all’intervallo [¢;,d;]). E quindi
Var(f, [c;,di]) <1 Vi=1,...,N.
E quindi

Var(f ZVar [ciydi]) < N,

ossia f € a variazione limitata.

Esercizio 2.4.3. Provare che l'insieme delle funzioni assolutamente continue é uno
spazio vettoriale.

E chiaro dalla definizione che una funzione assolutamente continua & anche con-
tinua, ma non e vero il viceversa. Infatti la funzione di Cantor Vitali non ¢ assolu-
tamente continua. Per mostrarlo prendiamo 'insieme C), che si ottiene al passo n
della costruzione dell’insieme di Cantor (visto all’inizio del capitolo). Questo ¢ unio-
ne disgiunta di 2" intervalli di ampiezza sn , al di fuori dei quali (tra un intervallo e il
consecutivo) la funzione di Cantor ¢ costante. Questo significa che tutta la variazio-
ne della funzione di Cantor-Vitali F' & concentrata sull’insieme C), = Uj<g<an[ck, di],

> F(dp) = Fex) = 1.

1<k<2n

Poiche

2 n
Z (dk—ck):<3> —0 n—0
1<k<2n

¢ chiaro che per € < 1 non sara possibile trovare § in modo che la proprieta
dell’uniforme continuita sia soddisfatta.

In particolare questo vuol dire che la funzione di Cantor Vitali non si puo scrivere
come l'integrale indefinito di una funzione sommabile.

Esempi 2.4.4.

1. Una funzione f : [a,b] — R Lipschitz di costante di Lipschitz L, in particolare
¢ assolutamente continua. La verifica é immediata, basta scegliere 6 = ¢/L.
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2. Ci sono funzioni assolutamente continue che non sono Lipschitz. Questo ¢ il

caso per esempio della funzione f(x) = +/x in [0,1]. In generale questo é vero

per le funzioni a-hélderianeS.

Esercizio 2.4.5. Mostrare che se f : [a,b] — R ¢é una funzione Lipschitz, allora
nche Var(f,[a,z]) é Lipschitz (con la stessa costante).

Teorema 2.4.6. Se f : [a,b] — R ¢& assolutamente continua, allora si scrive come
differenza di due funzioni non decrescenti e assolutamente continue.

Dimostrazione. Sappiamo gia che f ¢ a variazione limitata e quindi si scrive come
f(x) = f(x) + Var(f, [a,z]) — Var(f,[a, z]) .

Allora per concludere basta provare che la funzione Var(f, [a, z]) ¢ assolutamente
continua. Prendiamo ¢ che nella definizione di assoluta continuita di f corrisponde
a /2 e fissiamo un’arbitraria collezione di intervalli disgiunti {(¢;,d;)}i=1,., tali
che 37 (d; — ¢;) < &. Per una qualsiasi partizione P; di (¢;,d;) si ha quindi

n
€
Z V(f“diﬁ%]’Pi) < 5 ’
=1
Quindi prendendo il sup sulle partizioni P; si ottiene

<e,

Z Var(f, [ds, ¢i]) <

| ™

che conclude la dimostrazione perché Var(f, [d;, ¢;]) = Var(f, [a, d;]) — Var(f, [a, ci]).
]

Osservazione 2.4.7. Il fatto che una funzione assolutamente continua sia in par-
ticolare a variazione limitata (cosi come il risultato precednete, ci garantisce che
questa sia anche derivabile q.o. (questo fatto per le funzioni Lipschitz é noto come
il Teorema di Rademacher, che é vero anche in dimensione superiore a uno).

A questo punto siamo pronti a mostrare una caratterizzazione delle funzioni
assolutamente continue attraverso I’equintegrabilita del rapporto incrementale.

Teorema 2.4.8. Sla f una funzione continua su |a,b], allora f é assolutamente
continua se e soltanto se Dy f € equi-integrabile per h € (0,1) su [a,b].

Osservazione 2.4.9. Osserviamo che poiché vale (2.24), ossia

b
/ Dy f(x) dx = Avi(f.b) — Avi(f.a), (2.30)

il Teorema 2.4.8 ¢ cruciale per dimostrare il teorema fondamentale del calcolo.

Diciamo che f : [a,b] — R & a-hdlderiana se esiste una costante L tale che

[f(@) = fWI < Lle—yl® Vo, yelab].
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Dimostrazione del Theorem 2.4.8. Supponiamo che Dy f sia equi-integrabile,
ossia dato € > 0 esiste 0 > 0 tale se m(E) < J allora

/ IDpf(z)de < S Vhe(01), (2.31)
. 2

(ossia 0 nella definizione di equi-integrabilita corrisponde alla scelta di £/2). Mo-
striamo che il § cosi ottenuto ¢ anche il § necessario per ’assoluta continuita corri-
spondente a €. Prendiamo quindi una collezione di intervalli disgiunti (¢;,d;), con
i=1,...,n tale che m(U_,(¢;, d;)) = > i1 (d;i — ¢;) < 6. Allora applicando (2.30)
sugli intervalh (¢i,d;) e sommando otteniamo

glAm(f, d;) — Avp(f,ci)| < Z:/d \th(x)\da::/E\th(x)]d:c < % (2.32)

dove abbiamo applicato la proprieta di equi-integrabilita con E = U, (c;, d;).
Passando quindi al limite per h — 0 e usando la continuita di f si ottiene

Z|f cZ]_hmZ|Avhfd) Avh(f,ci)\§§<a,

ossia l’assoluta continuita di f.

Viceversa, se f € assolutamente continua, per il Teorema 2.4.6 si scrive come
differenza di due funzioni monotone. Non e restrittivo quindi supporre che f sia
monotono non decrescente” .

Di conseguenza abbiamo che Dpf € non negativo in [a,b]. Quindi dobbiamo
provare che per ogni € > 0 esiste § > 0 tale che

/ Dif(e)dr <5 Vhe () (2.33)
E

e per ogni F misurabile tale che m(E) < §. Poiché f & assolutamente continua
in [a,b] e estesa costante oltre b (ossia f(z) = f(b) per z > b), & facile vedere
che la funzione estesa ¢ assolutamente continua in [a,b + 1]. Scegliamo quindi §
corrispondente a 5 nel test per 'assoluta continuita di f in [a,b + 1].

Dobbiamo dimostrare (2.33) per ogni insieme misurabile di misura minore di §.
Consideriamo prima il caso in cui F € un unione finita di intervalli aperti disgiunti,
da questo per continuita avremo il caso di un unione numerabile di intervalli aperti
disgiunti, ossia un qualunque aperto di [a, ], da cui poi possiamo dedurre il caso
generale. Andiamo con ordine. Prendiamo E = U} ,(¢;, d;) con (¢4, d;) disgiunti e
m(E) =" (di — ¢;) <. Allora

=1
= [Y f@+h) = f2)
/Eth(:):)dx—;/Ci A dx
n_q pdith | [eith
:;h/di f(x)dx—h/c f(x)dx
—;h/o[f(di+t)_f(ci+t)]dt

hon
_i/o ;\f(di+t)—f(ci+t)]dt<;<e,

"Infatti & chiaro che la somma di due successioni equi-integrabili & una successione
equi-integrabile e questo & vero anche se l'indice h non varia in N ma varia in (0, 1)
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dove, nell’ultimo passaggio abbiamo usato la monotonia e ’assoluta continuita di f
insieme al fatto che Y ;" |[(d;+1t) — (¢; +t)] < 0. E chiaro quindi che se consideriamo

un unione numerabile di intervalli aperti U°, (c¢;,d;) di misura totale minore di §

passando al limite nella formula appena provata si ottiene
[e'e) d; c

/ Dy f(x)dx = Z/ Dyf(z)de < = <e. (2.34)
B i=1 "¢ 2

Per estende (2.34) a qualsiasi insieme misurabile E ricordiamo che un qualsiasi
aperto di R si puo scrivere come unione numerabile di intervalli aperti disgiunti e
che per qualsiasi misurabile £ vale

m(E) = inf{m(A) : A aperto AD E}.

Quindi si puo costruire una successione decrescente di aperti A,, (ossia con A, 2
Apy1) tale che 4, O E e m(N,A, \ E) = 0. In particolare questo implica che se
m(FE) < 0, per n abbastanza grande si ha anche che m(Az) < ¢ e quindi

/Eth(x)de/Anth(x)de % <e.

Questo conclude la dimostrazione.
O

Come gia anticipato una notevole conseguenza di questo teorema ¢ la seguente.

Teorema 2.4.10 (Teorema Fondamentale del Calcolo). Se f : [a,b] — R ¢ assolu-
tamente continua allora

b
| F@de =10 - fa).
a
Dimostrazione. Dal Teorema 2.4.8 sappiamo che i rapporti incrementali di f, Dy, f(z),
sono equi-integrabili e convergono q.o. a f’ (si veda Osservazione 2.4.7), quindi la

tesi & una diretta conseguenza del teorema di Vitali® per il passaggio al limite sotto
il segno di integrale” e I'identita (2.30), ossia

b b
| r@yde = i [ Duf@)do = imfavi(.6) = Avalf.0)] = £0) = fla).

O]

8Teorema di Vitali se f, : [a,b] — R converge q.0. a f ed & equi-integrabile, ossia per ogni
€ > 0 esiste 6 > 0 tale che se m(E)

<
/ fu(z)ldz < Y,
E

allora

b b
/ f(x)dz = lim fn(z)dz.
n— oo
a a

90sserviamo che il fatto che il Teorema di Vitali sia enunciato per una successione mentre
noi lo stiamo applicando a un limite con il parametro continuo h non ci deve preoccupare. Per
convincercene basta infatti applicarlo a una qualsiasi successione h, — 0 e poi concludere che deve
valere in generale per h — 0 usando un argomento per assurdo, insieme all’esistenza e I'unicita del

limite (ossia il Teorema Ponte).
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In altre parole abbiamo provato il seguente risultato.

Teorema 2.4.11. Una funzione f : [a,b] — R ¢é un integrale indefinito di una
funzione sommabile, ossia esiste ¢ sommabile tale che

se e soltanto se e assolutamente continua.

Esercizio 2.4.12. Siano f,g : [a,b] — R due funzioni assolutamente continue.
Provare che vale la formula di integrazione per parti

b b
/nﬂ@d@M$=f@M®—f®MW%—/fﬂﬂﬂﬂd% (2.35)

dove [’ e g’ denotano rispettivamente le derivate g.o. di f e g.

Osservazione 2.4.13. Quanto dimostrato ci prova che le sole funzioni assoluta-
mente continue singolari (Definizione 2.2.11) sono le costanti, ossia se f é assolu-
tamente continua e f' =0 q.o., allora f = cost.. Questo non ¢ il caso della funzione
di Cantor Vitali che é singolare e non costante pur essendo continua.

Per concludere prendiamo una qualsiasi funzione a variazione limitata f. Sap-
piamo che questa & derivabile q.0. e che la sua derivata ¢ sommabile. Possiamo
allora definire la funzione integrale

o) = / " ft)dt.

a Abbiamo gia provato che questo implica che ¢ € assolutamente continua. A questo
punto ¢ chiaro che non e detto che ¢ = f q.0., infatti ¢ & assolutamente continua,
mentre f potrebbe non esserlo. In questo caso poniamo

E chiaro che la 1 cosi definita & singolare (infatti usando il Teorema 2.3.2, ¢'(z) =
() — ¢'(x) = 0). Inoltre ¢ & una funzione a variazione limitata, quindi si scrive
come la differenza di due funzioni monotone. Allora una variante dell’Esercizio 2.0.8
e dell’Esercizio 3.12 permette di provare che

P(z) = H(z) + C(x)

dove H ¢ una funzione di salto e C' ¢ una funzione continua ma singolare (la lettera
C, sta per “cantoriana”, ed & usata per ricordarci che il nostro esempio principe per
funzioni di questo tipo ¢ la funzione di Cantor Vitali).

In conclusione si ha che una qualsiasi funzione a variazione limitata si decompone
(decomposizione di Lebesgue) nella somma di una funzione assolutamente continua
e una singolare (che a sua volta ha una parte di salto e una cantoriana).

f(x) = o(x) + H(z) + C(x).

Ribadiamo per concludere che integrando la derivata quasi ovunque f’ di f si
ottiene solo ¢ e si perde completamente traccia della parte singolare. Insomma la
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derivata q.o. non ¢ un informazione sufficientemente forte per poter ricostruire f a
partire da essa, insomma non ¢ l'oggetto giusto.

Concludiamo con un esempio. Abbiamo visto che se f e g sono assolutamente
continue su [a, b], allora vale la formula di integrazione per parti (2.35). In particolare
se ¢ € C([a,b]), con p(a) = ¢(b) =0 si ha

/ ’ Fla)! () e = - / " P a)e(e) d.

Notiamo che se f & costante si ha che f;f(a:)gp’(x) dr = Cf; '(x)dz = ¢(b) —
¢(a) = 0. Quindi in un certo senso f: f(z)¢'(x) dz misura le variazioni di f.
Se ora prendiamo

0 sex <0
1 sex >0.

() = X(—o0,0) () = {
In questo caso la derivata q.o. f/(x) =0, ma data ¢ € CL((—1,1)) si ha

[ rws@ir= [ = o0

che in generale e diverso da zero. Se riscriviamo questa identita usando la misura
Delta di Dirac 6y

[ rws@ir=-[ owan

-1

In un certo senso la “derivata” giusta ¢ “concentrata” in 0 (ossia sul salto), ma non

¢ una funzione'©.

Altri Esercizi

Esercizio 2.4.14. Siano f,g: [a,b] — R assolutamente continue. Mostrare che fg
e assolutamente continua.

ol

Esercizio 2.4.15. Consideriamo le funzioni f e g definite in [—1,1] come f(z) = x

_ Ja?cos() sex € [—1,1]\ {0}
g(x)_{o 2 sex=0.

1. Mostrare che sia f che g sono assolutamente continue in [—1,1].

2. Considerare la partizione P, = {—1,0, %, 271%1’ e %, %, 1} e valutare V(f o
9, Pn)-

3. Provare che f o g non e a variazione limitata e quindi non é assolutamente
continua.

Esercizio 2.4.16. Sia f una funzione Lipschitz su R e g assolutamente continua
in [a,b]. Mostrare che la composizione f o g é assolutamente continua in [a,b].

10 Abbiamo gia visto che in fisica usare la delta di Dirac & naturale quando si considerano cariche
concentrate e si definisce la funzione di Green
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Esercizio 2.4.17. Sia f una funzione assolutamente continua su R e g assoluta-
mente continua e strettamente monotona in |a,b]. Mostrare che la composizione
f og é assolutamente continua in |a,b].

Esercizio 2.4.18. Provare che se f : [a,b] — R é monotona e verifica

b
/ [y dz = f(b) - f(a).

allora ¢ assolutamente continua.



Le distribuzioni

3.1 Generalita

Nel capitolo introduttivo abbiamo visto vari esempi in cui la mancanza di regolarita
¢ di ostacolo a una buona formulazione del problema e della sua soluzione. Abbiamo
d’altronde capito che anche con poca regolarita in molti casi (unidimensionali) &
possibile provare 'esistenza di una derivata quasi ovunque, ma che questa, a meno
che la funzione non sia assolutamente continua, non sembra tener traccia di tutte le
variazioni della funzione.

Il punto di partenza per liberare il calcolo differenziale dalle difficolta derivanti
dalla mancanza di regolarita ¢ cambiare prospettiva e allargare 'insieme delle fun-
zioni a oggetti piu generali (le distribuzioni). Nel definire questi oggetti pitt generali
a cui applicare il calcolo differenziale vogliamo che siano rispettati alcuni requisiti:

a) Tutte le funzioni continue (e le funzione in LP) devono essere distribuzioni;

b) Ogni distribuzione deve avere derivate parziali di ogni ordine, che devono essere
a loro volta distribuzioni. Inoltre se una funzione ¢ derivabile la nuova nozione
di derivata (nel senso delle distribuzioni) deve coincidere con quella classica;

c¢) Le regole del calcolo devono valere inalterate;

d) Bisogna avere una buona nozione di convergenza per trattare problemi di
approssimazione.

L’idea chiave e descrivere tali oggetti mediante ’azione che essi esercitano su un
opportuno gruppo di funzioni (le funzioni test); quindi, per esempio, individuare una
funzione f non tanto con il suo valore puntuale, ma con i valori che [ f¢ al variare
di ¢ in un insieme di funzioni test. Questo € un punto di vista molto naturale
per molti problemi fisici pit che misurare valori puntuali si misurano medie. Le
distribuzioni infatti € gia operativamente usate in fisica, prima che la sua teoria
matematica fosse sviluppata da L. Schwartz negli anni 50 [?]. Inoltre abbiamo
visto che nel definire la funzione di Green, ossia il potenziale corrispondente a una
carica concentrata, vorremmo poter interpretare il suo Laplaciano come una delta di
Dirac. Questa possiamo interpretarla come una misura o identificarla attraverso la
sua azione sulle funzioni continue, quindi possiamo interpretarla come un funzionale
lineare e continuo sulle funzioni continue, ossia

@ = (0, ) = »(0).

Questo a dire la verita ¢ vero per tutte le misure di Borel finite (o o-finite se pren-
diamo funzioni continue a supporto compatto). Vorremmo aggiungere tutti questi
oggetti nelle nostre “funzioni generalizzate”.

30
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3.1.1 Qualche richiamo sulle funzioni continue e le misure di Radon

Denotiamo con C,(£2) I'insieme delle funzioni continue a supporto compatto in €2 e
con Cy(2) il suo completamento rispetto alla norma del sup.

Esercizio 3.1.1. Dato Q C R" e sia u € LP(2). Assumiamo che

/ updr =0 Vo € Ce(92). (3.1)
Q

1. Nel caso p = 2 provare che uw =0 q.o. in Q.
2. Provare lo stesso risultato assumendo che p € (1,+00).
3. Analizzare il caso p = +00.

Nota: Usare la densita delle funzioni continue in LP.

L’Esercizio 3.1.1 mostra che ’azione sulle funzioni continue & sufficiente a iden-
tificare sia tutte le funzioni di L? che la delta di Dirac. D’altronde la delta di Dirac
si puo anche interpretare come una misura. Vedremo che effettivamente un’ampia
classe di misure puo essere individuata attraverso ’azione sulle funzioni continue o,
piu precisamente, come duale delle funzioni continue (Teorema 3.1.10).

Ricordiamo i fatti principali sulle misure, in modo da fissare le definizioni prin-
cipalil. Fissiamo 2 un sottoinsieme di R™ (piu in generale si potrebbe considerare
) uno spazio topologico localmente compatto) e consideriamo solo misure di Borel,

ossia definite sulla o-algebra dei Boleriani (denotata con B(2) o semplicemente B se
Q=R").

Definizione 3.1.2. a)Una misura di Borel positiva ¢ una funzione d’insieme p :
B(Q) — [0, +00] o-additiva e tale che u(h) = 0.

b) Una misura di Borel positiva si dice di Radon se pu(K) < oo per ogni compatto
K di Q.

E possibile anche definire misure con segno (o misure complesse o misure a valori
vettoriali. Come si vede dalla definizione che segue queste non sono una genera-
lizzazione delle misure positive, perche queste ultime non devono necessariamente
essere “finite” 2.

Definizione 3.1.3. Diciamo che p : B(2) — R é una misura di Borel (con segno)
se w(0) = 0 e per ogni famiglia {Ep} numerabile di insiemi di Borel a due a due
disgiunti

[e.9] o0
pl U En) =D ulEn),
h=0 h=0

dove la convergenza della serie é intesa assolutamente®.

LA seconda dei testi le definizioni di misure con segno o di misure di Radon sono date in modi
diversi, qui seguiamo le definizioni di [?] e [?]

2Si osserva che diversamente da quanto fatto qui in [?] le misure con segno non sono necessa-
riemente finite ma possono assumere al piu uno dei due valori tra 400 e —oco in modo da evitare
forme indeterminate. In questo senso le misure con segno definite in [?] sono pill generali.

3 Altrimenti la misura dell’unione dipenderebbe dall’ordine con cui si somma, la serie.
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Esempio 3.1.4.
1) Se f e LY(R™) la misura p(B) = [ f dz é una misura con segno.

2) Se{xp} & un insieme numerabile di punti in R™ e cp, € R tale che ), |cp| < 00

allora
wB) =Y e,
zpE€B
0ssia [ = Y Chlg, € una misura con segno (si dice che p € una misura
atomica). In generale un atomo di una misura é un punto x per cui pu({x}) #
0.

Esercizio 3.1.5. Provare che se u é una misura positiva o-finita allora ha al piu
una quantita numerabile di atomi.

Data una misura p (come nella Definizione 3.1.3)si definisce la variazione totale
|pe| definita su ogni boreliano B come

o
|u|(B) := sup {Z |n(E;)|; E; € B disgiunti, B = U;’olEi}
i=1

(allo stesso modo si puo definire la variazione totale di una misura a valori vettoriali
o complessi).

Si dimostra, ma non lo faremo qui che la misura variazione totale |y| tina misura
positiva finite (in particolare di Radon), ossia |u|(2) < oco.

A partire dalla variazione totale di u si puo costruire la decomposizione di Jordan
di p, definendo la parte positiva u* e la parte negativa = della misura p come

b el g ~_pl=p
[ 5 [ 5
In particolare
wl=p"+p=  p=pt—p.

Osservazione 3.1.6. Si prova che u* e p~ sono misure singolari, ossia “vivono”
su insiemi disgiunti a meno di insiemi di misura nulla®.

E chiaro che grazie alla decomposizione di p in parte positiva e parte negativa,
¢ possibile definire I'integrale rispetto alla misura g come segue

Aﬂ@@uzéﬂmmﬁ—ljuww

per ogni funzione |p| misurabile.

Osservazione 3.1.7. E chiaro che ™ < |u| e anche p~ < |u|, quindi usando il
Teorema di Radon-Nikodym si ha che esistono due funzioni ht e h™ che sono ||
sommabili tali che

pt=hilpl T =hojul
Si puo mostrare (usando il fatto che u* e p~ sono singolari) che hyh_ =0 |u|-q.o.
e che h = hy + h_ wverifica |h| =1 |u|-q.0. In particolare p = hlu| e

AﬂwwzzijMMm

1Se BT e B~ sono rispettivamente l'insieme positivo e I'insieme negativo di p, allora put =
plBtep =pulB".
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Concludiamo introducendo la nozione di misura di Radon per misure con segno.

Definizione 3.1.8. Una funzione di insieme pu : B(2) — R che é una misura su
B(K) per ogni compatto K di 2 (ossia |p|(K) < o0o) si dice misura di Radon. Se
inoltre u € una misura su B(Q) (quindi |p|(Q2) < 0o) si dice misura di Radon finita.
Denotiamo con M(Q) Uinsieme delle misure di Radon finite in €, con Miy(Q2)
denotiamo le misure di Radon in Q.

Se p € una misura di Radon, allora anche |p| € una misura di Radon positiva.
Si pud anche provare che ([?]) le misure di Radon positive sono misure regolari
internamente e esternamente, ossia tali che per ogni boreliano A C 2

pu(A) =sup{u(K) : K CC A compatto}
e per ogni boreliano A di €2 si ha
w(A) =inf{u(U) : U D A aperto}.

I due spazi M(Q2) e M;,(£2) hanno la notevole proprieta (a volte anche usata
come definizione) di essere rispettivamente il duale di Cy(Q2) e C.(€2) (come mostrato
dal seguente Teorema di Riesz per il quale rimandiamo a [?] o [?] e che enunciamo
per completezza).

Teorema 3.1.9 (Teorema di Riesz). Sia @ C R™ e sia L € [Co(Q)]), ossia un
funzionale lineare e continuo nella norma del sup, ossia tale che

|IL|| = sup{L(u) : ue Cy(2) sup|u| <1} < 0.

Allora esiste un’unica misura di Radon finita u € M(SQ), tale che

L(u) = /Qud,u Vu € Cp(R)

1L = [l (€) -
C’¢ anche una versione “locale” del Teorema di Riesz che riguarda il duale dello
spazio C.(£2) con la seguente nozione di convergenza:® u; — u in C.(Q2) se
dK compatto t.c. (3.2)
suppu; € K, suppu € K e wuj converge uniformemente a v in K '
Teorema 3.1.10. Sia L : C.(Q2) — R lineare e continuo rispetto alla convergenza
descritta in (3.2), allora esiste un’unica misura di Radon p € Moe(2), tale che

L(u) = /Qud,u Vu € Co(Q2) .

Esercizio 3.1.11. Dato Q C R" e sia p una misura di Radon su . Assumiamo
che

/ wdp =0 Vo € C.(Q). (3.3)
Q

Se p é una misura positiva provare che p = 0.
Suggerimento: Basta provare che p(K) = 0 per ogni compatto K e quindi
concludere usando la regolarita.

La tesi dell’esercizio precedente ¢ vera anche senza assumere che p sia positiva
(si pud provare per esempio usando che p = hlu| con h € LY(Q, |u|) e la densita delle
funzioni continue in L'(Q, |u|).

5Questa convergenza & indotta dalla topologia dei sottospazi Co(Kp) con Kj compatti che
invadono crescendo Q (UpKr = Q e Co(Q) = UnCo(Kn))
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3.1.2 Lo spazio delle funzioni test

A questo punto vogliamo che i nostri nuovi oggetti siano anche differenziabili infinite
volte (anche quelli definite dagli esempi precedenti). Poiché l'idea fondamentale &
quella di definire la derivazione, ancora una volta attraverso ’azione su un opportuno
insieme di funzioni test, ¢ naturale chiedere che queste siano quindi infinitamente
derivabile, ossia sceglieremo 'insieme delle funzioni test come C2°(£2), I'insieme delle
funzioni infinitamente derivabili e a supporto compatto.

La richiesta di essere in C2°() sembra molto forte. E naturale domandarsi
“quante” funzioni ci siano. Ci convinceremo che questo spazio € molto “ricco”.

1”esempio classico di funzione C*°(R) non analitica ¢ la seguente funzione

f(a:):{e_ﬂ sex >0

0 sex <0.

Una variazione sul tema ¢ la seguente funzione radiale p : R™ — RS

<71 ; 2)
p(z) = Ce\ -] se |z <1
0 se |z| > 1,

(3.4)

dove C' & una costante di normalizzazione tale che [p, p(x)dr = 1. A partire
da questa funzione si costruisco infinite funzioni CZ°(R™) grazie all’operazione di
convoluzione che richiamiamo brevemente.

Convoluzione e mollificatori

Date g, f € L'(R") si definisce il prodotto di convoluzione f * g la funzione data da
frgx) = A flx—y)gly) dy = A fy)g(z —y)dy.

E facile, utilizzando il teorema di Fubini, provare che il prodotti di convoluzione &
una funzione di L' e

1 gllr < [ fllzllgler -

Vale in verita un risultato piu generale, la disuguaglianza di Young: se f € LP(R™)
e g€ LYR™) conp,qg>1er < +oo, tale che %4’% = 1+%, allora fxg e L"(R") e

1f*gller <[ fllzellgllza-

La proprieta piu importante del prodotto di convoluzione & il sue effetto regola-
rizzante.

Esercizio 3.1.12. Data la funzione di Haeviside H(z) = X[o,400) € la funzione
ga(x) = %X[—a,a]' Determinare H * go. Calcolare anche f x g, con f(z) = |x| e
stimare la norma L di f — f * g, al variare di a > 0.

L’esercizio mostra che un primo effetto regolarizzante dipende dal fatto che I'in-
tegrale “media” i valori delle funzioni. L’effetto & ancora piu significativo se si sceglie
g regolare. La convoluzione infatti eredita la regolarita di g.

Si puo infatti provare il seguente risultato.

5Una funzione radiale, ossia a simmetria radiale, in generale & una funzione f : R™ — R della
forma f(z) = g(|z|) con g : [0, 4+00) = R
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Teorema 3.1.13. Se f € L' (R") e g € C¥R") (ossia a supporto compatto e
derivabili fino all’ordine k con derivate k-esime continue), allora f x g € C*(R™) e

D*(f xg) = f+D%.

Ricordiamo che la notazione D*f, con a un multi-indice o = (o, ..., ay,), con
a; € N, indica le derivate parziali

|al
DO im ]

Oz{*...0xy"
con |a| = o1 + ... + .

Osservazione 3.1.14. E facile convincersi che se facciamo la convoluzione tra
due funzioni a supporto compatto il risultato é ancora a supporto compatto. Piu
precisamente se f,g € L*(R™), allora

supp (f * g) = supp f +suppg
(provarlo per esercizio).”

In particolare usando la funzione p € C°(R"), definita in (3.4), e g € L1(R")
con suppg compatto, otteniamo p * g € C°(R™). Sappiamo anche che p (grazie al
fatto che & una funzione a integrale 1) puo essere usata per approssimare qualsiasi
funzione LP con funzioni C*°.

Definiamo infatti per € > 0

X

pe(x) :=¢""p (*) : (3.5)

£

E facile verificare usando un cambio di variabili che

[ ptarda= [ playds=1

e inoltre che suppp. = B(0).

Esercizio 3.1.15. Data g € LP(R™) provare che g- = p: x g € LP(R") N C>*(R") e
che g. converge pere — 0 a g in LP.

Suggerimento: La dimostrazione si fa in piu passi. Prima si prova il risultato
per g continua e a supporto compatto (e quindi uniformemente continua). Quindi
usando la densita delle funzioni continue in LP si prova per g in LP con supporto
compatto. infine si estende per tutte le g € LP(R™).

La successione p. (per questa notevole proprieta sottolineata dall’Esercizion 3.1.15)
viene chiama una successione di mollificatori.

Osserviamo che il riscalamento che abbiamo fatto per ottenere p. € quello neces-
sario a mantenere invariata la massa di p., ed e lo stesso riscalamento che si deve
fare quando si calcola la media, in particolare

m(Bt(x))/B ( )g(y)dyz/nxs(w—y)g(y)dy,

dove xc(z) = T(Blg(o))XBe(O) (z) = E"m(lBl (0)) XB1(0) (f)

"Ricordiamoci che per una funzione f definita q.o. il supporto si deve definire opportunamente.
Si considera w 'unione di tutti gli aperti di R" su cui f = 0 q.o. Il supporto di f & il complementare

di w. & facile vedere che se f & continua questo insieme di riduce a {z € R* : f(z) # 0}.
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Esercizio 3.1.16. Provare che le affermazioni degli Esercizi 3.1.1 (perp > 1) e
3.1.11 sono ancora vere se le (3.1) e (3.3) sono vere solo per ogni ¢ € C°(2).

Lo spazio C2°(£2) & quindi molto ricco e ha il vantaggio che si presta a definite
le derivate di una funzione anche non derivabile (o di una misura) attraverso una
formula di integrazione per parti, ossia attraverso ’azione che questa esercita sulla
corrispondente derivata delle funzioni test.

Lo spazio CZ°(Q2) si puo dotare di una topologia la cui convergenza indotta e
descritta dalla definizione che segue. Denoteremo con D(2) (semplicemente D se
Q =R") lo spazio C2°(2) dotato di tale topologia, per una ragione che sara chiara
tra un attimo.

Definizione 3.1.17. Diremo che una successione py, converge a ¢ in D(2) se esiste
un compatto K C € tale che supp pp C K per ogni h € N e supp ¢ C K, e se tutte le
derivate parziali di ordine o, D%py, convergono uniformemente alla corrispondente
derivata di p, ossia D%p (per ogni multi-indice o = (..., ), con a; € N).

La topologia che induce questa nozione di convergenza si puo costruire esplicita-
mente a partire da metriche definite su gli spazi C°(K) al variare di K compatto di
Q. Qualche cenno piu esplicito della costruzione di questa topologia puo essere tro-
vato nell’appendice a questo capitolo, e rende D(2) uno spazio vettoriale topologica
localmente convesso si veda [?] per dettagli).

Daremo piu esplicitamente risultati per D(R"™). Le corrispondenti definizioni nel
caso di D(2) con Q un aperto di R” sono completamente parallele e naturali.

A questo punto passiamo a definire le distribuzioni su tutto R™ come segue.

3.1.3 Definizione di distribuzioni e esempi

Definizione 3.1.18. Una distribuzione T' é un funzionale lineare su D continuo
rispetto alla convergenza definita mella Definizione 3.1.17. L’insieme di tutte le
distribuzioni verrd quindi denotato con D'. Indicheremo con (T, ) (o T(p)) la sua
azione su @ € D.

Osservazione 3.1.19. Quindi un funzionale lineare su D, T, ¢ una distribuzione
se per ogni successione o — 0 in D si ha che (T, pp) — 0.

p

P (R™)® con una distribuzione

E chiaro ora che possiamo identificare ogni f € L

<T“¢>:ﬂénfwm peD. (3.6)

Analogamente identifichiamo ogni misura di Radon p € M;,.(R™) con

GL¢%:/;WM p€eD. (3.7)

La verifica che (3.6) e (3.7) sono lineari e continue su D ¢ lasciata per esercizio.
Le notazioni Tt e T}, per queste distribuzioni (con un piccolo abuso) verranno sosti-
tuite direttamente da f e p, quando questo non dara luogo a fraintendimenti (cioe

(T, ) = (f,0) € (Tus ) = (W, 9)).-

8Con LY (R™) denotiamo 'insieme delle funzioni f, tali che f € LP(w) per ogni w precompatto

(ossia a chiusura compatta)
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Osserviamo che se f # L} (R™) non possiamo definire una distribuzione attra-
verso la sua azione. Per esempio % # L} (R) non & una distribuzione in D(R),
mentre lo & in D(R\ {0}). Vedremo piti avanti che in particolare a 1 si pud associare

una distribuzione oppurtunamente.

Esercizio 3.1.20. Dimostrare che la delta di Dirac dg non puo essere identificata

con una funzione f € L}OC(R”), ossia mostrare che non esiste f € L}OC(R”) tale che

. fx)p(x)dr = ¢(0) Ve € DR").
Ma ci sono distribuzioni che non sono né funzioni né misure, come mostrato dal
seguente esercizio.

Esercizio 3.1.21. Provare che la distribuzione dipolo su R, &', definita come

(0", ) == —¢'(0)

non puo essere rappresentata da una misura (0ssia non puo essere scritta nella forma
data da (3.7) per alcuna misura p).
Suggerimento: Provarlo per assurdo testando il dipolo con la successione

() = (sin(kz))p(z) .

A questo punto & naturale introdurre la nozione di derivata di una distribuzione.
Dalla formula di Gauss sappiamo che se f € C1(£2),  un aperto con bordo regolare
e p € CX(N) si ha

| eontde= [ orndo [ onerio=- [ oot @9
Q o0 Q Q

dove v = (vq,...,v,) € la normale esterna a 2 e dove abbiamo usato che ¢ ¢ a
supporto compatto in 2. D’altronde possiamo interpretare sia f che la sua derivata
parziale 0., f come distribuzioni e abbiamo

O fr0) = =(f,0n) Ve eD(Q). (3.9)
Ora presa una qualsiasi distribuzione T € D’(Q) il funzionale
¢ chiaramente lineare e continuo in D(2).

Definizione 3.1.22. Sia T € D'. La derivata di 0, T, i € {1,...,n}, nel senso delle
distribuzioni € la distribuzione definita dalla formula

<890iT7 ()0> = _<T7 61"190> V(P €D

Dalla (3.9) si vede (vedi Esercizio 3.1.23) che se f € C1(Q) allora la sua derivata
nel senso delle distribuzioni coincide con quella classica, per questo si continua a
usare lo stesso simbolo. Inoltre poiché la derivata di una distribuzione ¢ ancora una
distribuzione, segue che le distribuzioni sono derivabili infinite volte.

A questo punto e chiaro che per quanto visto alla fine del capitolo precedente la
derivata nel senso delle distribuzioni della Haeviside H : R — R, H(z) = X (0,400)s €
data da dp, ossia per ogni ¢ € D(R) si ha

+00
<EM=AHMM@M=A o () dz = —(0) = — (50, )

Quindi H' = §; nel senso delle distribuzioni.
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Esercizio 3.1.23. Provare che se f : [a,b] = R é una funzione Lipschitz, allora la
sua derivata nel senso delle distribuzioni coincide con la derivata q.o..

Suggerimento: Mostrare che ff Dpfodr = —ff fDppdx e quindi passare al
limite giustificando il passaggio.

Esercizio 3.1.24. Mostrare che se T é una distribuzione allora
8x1ka:8:cka:,T Vi ke {1,,n}

Esercizio 3.1.25. Data una distribuzione T scrivere esplicitamente attraverso la
sua azione su elementi di D o D(Q;R™) (ossia n-ple di funzioni in D) le sequente
operazioni differenziali: VT (gradiente distribuzionale); divT (divergenza distribu-
zionale per distribuzioni vettoriali, T = (11, T3, ...,T,,), conT; € D); AT (Laplaciano
distribuzionale), se n = 3 rotT (rotore distribuzionale).

E quindi chiaro cosa vuol dire che —Ag = g nel senso delle distribuzioni. Vuol
dire che

—(9:A¢) =(0) VepeD.

Esercizio 3.1.26. Verificare che la funzione g(xz) = iﬁ e soluzione nel senso delle

7
distribuzioni di —Ag = dg.
Suggerimento: Si prenda ¢ con supporto in Br e si usi che
1 1
/ —p(x) dr = lim —p(x)dx,
By 2| r=0./Bp\B, 7]

pit qualche integrazione per parti e qualche stima.

3.2 Una digressione unidimensionale

Prima di andare avanti con la teoria delle distribuzioni (delle quali dobbiamo ancora
specificare alcuni aspetti) soffermiamoci sul caso unidimensionale e vediamo che
nuova luce puo dare questo cambio di prospettiva.

Proposizione 3.2.1. Sia T € D'(R). Se T = 0 in D’ allora T ¢é una funzione
costante (ossia agisce su @ come (T, @) =c [ ¢).

Dimostrazione. Per definizione si ha che
(T',¢) =—(T,¢) VoeD
e quindi
(T)=0 VeV ={y: JpeDcony =1i}. (3.10)

E facile vedere che V() = {¢) € D : Jg ¥ dx = 0} . Infatti un’inclusione & banale
perché se ¢ € D allora ¢’ € D e fR ©'dr = 0. Viceversa se 1p € D e verifica
Jg v dx =0, allora p(z) = [*__1(t) dt verifica ¢’ = ¢ ed ¢ in D.

Quindi se fissiamo una funzione g tale che

/gpod:czl,
R

possiamo scrivere tutte le funzioni di D come 1 + cpg per qualche funzione ¢ € V1)
e qualche ¢ € R. Basta infatti prendere ¢ = [, pda e 1) = ¢ — cpp. Da (3.10) segue
allora che

(T, ) = e(T, po) = (T, o) /R oz,

ossia T' ¢ univocamente individuata dal suo valore su g e quindi € costante. O
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In particolare due distribuzioni che hanno la stessa derivata coincidano a meno
di una costante.

Il precedente risultato vale anche per distribuzioni in R™, ma la dimostrazione
richiede qualche altra nozione e verra proposta in seguito come esercizio.

Esercizio 3.2.2. Provare che per ogni G € D'(R) esiste una soluzione (unica a
meno di distribuzioni costanti nel senso appena visto) dell’equazione nel senso delle
distribuzioni

T =G.
In questo senso ogni distribuzione ammette una primitiva in D'(R).

Adesso usiamo la teoria delle distribuzioni per provare un’altra caratterizza-
zione (piu funzionale) delle funzioni assolutamente continue e quindi del teorema
fondamentale del calcolo.

Proposizione 3.2.3. Sia f € L'((a,b)) e consideriamo T]’c la sua derivata nel senso
delle distribuzioni. Supponiamo questa sia una funzione g € L'((a,b)) e definiamo

Allora F ¢ assolutamente continua e esiste una costante ¢ tale che FF' = f + ¢ q.o.
in (a,b). In altre parole se la derivata di f nel senso delle distribuzioni ¢ L', f ¢
assolutamente continua e la sua derivata q.o. coincide q.o. con la derivata nel senso
delle distribuzions.

Dimostrazione. 11 fatto che F sia assolutamente continua segue immediatamente
dal Teorema di Egorov (di assoluta continuita dell’integrale) usando 'integrabilita
di f’ (ed & gia stato provato nel capitolo precedente). Per concludere basta quindi
mostrare che T}, = TJ’c in D'((a,b)). Poiché sappiamo gia che la derivata q.o. di F', F”,
esiste e coincide q.o. con g, basta dimostrare che la derivata q.o. € anche una derivata
distribuzionale. Presa una funzione ¢ € D((a,b)) si ha che pF & assolutamente
continua e quindi vale la formula di integrazione per parti (Esercizio 2.4.12)

/ ' () () di = - / P a)pla) de

da cui si deduce che F’ & la derivata nel senso delle distribuzioni e si conclude. [

Chiameremo W1!((a, b)) I'insieme delle funzioni di L'((a, b)) con derivata distri-
buzionale din L'((a,b)) (ci torneremo).
Esercizio 3.2.4. Data una funzione discontinua a(x) =1+ X1 1y(2) definita nel-
3

intevallo (0,1). Determinare la soluzione in WH dell’equazione (au’)’ = 0 con la
condizione u(0) = 0 e u(1) = 3 (le derivate vanno intese nel senso delle distribuzio-

Anche le funzioni a variazione limitata possono essere ripensate in questa nuova
ottica.

Proposizione 3.2.5. Sia f € L'((a,b)) e sia f' la sua derivata nel senso delle
distribuzioni. Supponiamo che f' = p € M((a,b)) e definiamo

F(x) = p((a,z]) .- (3.11)
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Allora F (estesa per continuita in [a,b]) € una funzione a variazione limitata in
[a,b], F = f+c q.o. in (a,b) e

Var(F, [a,b]) = |ul((a.b)). (3.12)

Dimostrazione. La dimostrazione che F' & a variazione limitata e 'identita tra la
norma variazione totale di F' e la variazione totale della misura p seguono immedia-
tamente dalla definizione di |u|(a,b) e Var(F, [a, b]). Infatti per ogni partizione P di
[a, b] si ha

P)= Z |F(@:) — Fxi-1)| = Z lu((wim1, i])| < |pl(a,b) < +oo.

=1

E quindi passando al sup sulle partizioni si Var(F, [a,b]) < |u|(a,b). Questo prova
che F' & a variazione limitata, mentre I'uguaglianza si mostra usando la definizione di
|pe| € con un po’ di accortezza mostrando che ci si puo ridurre in essa alle partizioni
finite di intervalli della forma (z;_1, x;].

Per verificare che F' = f + ¢ q.0., basta provare che T}, = u. La dimostrazione
segue applicando il teorema di Fubini alla misura prodotto du x dx. Per ogni ¢ €
D((a,b)) si ha

wu%—fﬂ@ // (0 (¥) dii() ¢ (@) da
//mm mmm>l () duy) = (1, 0).

In generale definiamo le funzioni BV ((a,b)) come 'insieme delle funzioni in f €
L'((a,b)) tali che la deriva nel senso delle distribuzioni di f sia una misura p €
M((a,b)). La variazione totale di p & quindi una seminorma in BV ((a,b)). Si prova
che BV ((a,b)) & uno spazio di Banach rispetto alla norma

O

1fBviap)) = Iflrapy) + ll((a; b)) -

C’¢ da osservare che non tutte le funzioni a variazione limitata come sono sta-
te definite attraverso le variazioni (nel precedente capitolo) verificano la tesi della
Proposizione. Infatti & vero che se f & a variazione limitata allora definita F' come
in (3.11) si ha che F' coincide q.o. con f, ma la (3.12) non ¢ necessariamente vera.
Infatti le funzioni f sono solo definite q.0. mentre la variazione Var(f, [a,b]) & sen-
sibile ai valori puntuali di f. Per esempio la funzione f(x) = 0 se x # 0, mentre
f(0) =1 ha variazione totale uguale a 2 ¢ f' = 0 in D’. L’affermazione perd diventa
vera se ci limitiamo alle funzioni a variazione limitata che assumono solo valori che
coincidono o con il limite destro o con il limite sinistro (che come sappiamo esistono
sempre).

Osservazione 3.2.6. Se f : [a,b] — R é una funzione a variazione limitata continua
a destra, si puo provare che esiste una misura di Radon che verifica

p(e,d)) = f(d) = f(e) V(e d] < (a,b] (3.13)

e tale che f' = p inD'. Questa misura si puo definire a partire da (3.13) e si chiama
la misura di Stieltjes associata a f (si veda [?] per dettagli).
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Esercizio 3.2.7. Sia F la funzione di Cantor Vitali. Definiamo supporto di una
misura positiva di Borel su §, u, l'insieme

suppp ={z € Q : VN intorno dix = p(N) > 0}.

Provare che se uy = F' (dove F' denota la derivata nel senso delle distribuzioni di
F') allora m(supp ) = 0, nonostante che |u|(0,1) = 1.

Esercizio 3.2.8. Sia B; C R? la palla unitaria in R?. Determinare le derivate
distribuzionali della funzione f(x) = xp,(z). Possiamo dire che ¢ una misura?
Come ¢é caratterizzata?

3.3 Le regole di calcolo e di approssimazione

3.3.1 Convergenza di distribuzioni

Definizione 3.3.1. Diciamo che T}, converge a T in D’ se
(Th,p) = (T,9)  VpeD.

In altre parole la convergenza in distribuzion: coincide con la convergenza puntuale
come funzionali lineari.

La convergenza in D’ & una convergenza piuttosto debole (ossia sono tante le suc-
cessioni che convergono in D’). Vedremo pit avanti che in effetti & una convergenza
che ha buone proprieta di compattezza.

o o . . . . 1 . 1
Esercizio 3.3.2. Se una successione fy, di funzioni L, () converge a f in L;,.(S2),
0ssia

lim/ fo— fldz=0 VvV ccQ,
Q/

n—oo

allora

/fn@dw%/fgodx Yo € D
Q Q

ossia converge in D'.

Diciamo una successione f, di funzioni LP(Q2), con p € [1,400) converge a
debolmente f in LP(Q2), e lo denotiamo con

B o fumf imIP

se
' 1 1
/fmpdl‘—)/fgpdm VoeLP () con -+ — =1
Q Q p p

ossia converge puntualmente come elemento del duale di L¥ (). E chiaro quindi
che se f,, converge debolmente in LP(Q) allora converge in D'(2).

Esempio 3.3.3. Consideriamo la successione f,(x) = sin(nz) questa, grazie alla di-
suguaglianza di Plancharel (che assicura che i coefficienti di Fourier di ¢ € L*((a, b))
sono in £?), converge debolmente a zero in L?((a,b)) e quindi anche in D'((a,b)).
La cosa come sappiamo si verifica facilmente prendendo ¢ € D((a,b)) e integrando

per parti
b
cos
/ "2 (x) da
a

1 /
= < —sup|y'|,
n n

b
/ sinnzp(x) dx

che tende a zero per n — 4o00. Pero non converge forte in alcun LP((a, b)) (perché?).
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Ma la convergenza in D’ & ancora piu debole (d’altronde I'insieme delle funzioni
test D & piu piccolo di LP). Infatti la successione per esempio

fn(x) = nsin(nz)

converge in D'((0,1)) a zero, questo si vede facilmente testando con una funzione
in D((0,1)) e integrando per parti, mentre non converge debolmente in alcun LP.
Basta infatti testare con la funzione () = z e integrare per parti®.

Lemma 3.3.4. Data f € L} (R) é 1-periodica e definiamo fi(x) := f(kz). La
successione f, converge in D' alla sua media, ossia alla distribuzione costante uguale

afol f(z)dx

Dimostrazione. Prendiamo ¢ € D(R) e supponiamo che suppy C [-N,N], con
N € N. Allora si ha

[ e a=1 [ swp (L) =1 [ e (L) a
i 3 [ Trwe (e 3 [T () (1)) o

(3.14)

Quindi usando la periodicita di f (per cui f;“ fdr = fol fdx) e la regolarita di ¢ si

[ ereta dx—/f dy‘ /|f Ny [ ol w—290<>

INk
SUlel/ |f(y)ldy.

(3.15)

_|_

Da cui si conclude osservando che il membro di destra tende a zero per k — +oo. [

Esercizio 3.3.5. Data f € L} (R) é l-periodica e definiamo fr(z) = f(kz).
Provare che fi converge forte in qualche LloC se e soltanto se f e costante.

Suggerimento: Mostrare che si puo supporre che f sia a media nulla e che quindi
fr converga a zero forte in LP((0,1)).

Esercizio 3.3.6. Data f € L} (R) Z"-periodica (ossia tale che f(x+z) = f(z) per
ogni z € 7" ), Definiamo fi(x) := f(kx).

Provare che fi converge in D'(R™) alla sua media, ossia alla distribuzione co-
stante uguale a f(o,l)n f(z)dz.

Il risultato del Lemma 3.3.4 e dell’Esercizio 3.3.6 (anche esteso alla convergenza
debole in LP) & noto come “Lemma di Riemann Lebesgue” .

Un esempio molto importante di successioni di distribuzioni convergenti sono le
delta approssimanti e in particolare i mollificatori.

9A corso un po’ pitt avanzato la verifica che questa successione non converge debolmente in L?
sara facile conseguenza del fatto che una successione convergente debolmente in LP & limitata in
norma.

10Vedremo come si estende alla convergenza debole pilt avanti, ma visto che avete gia la definizione
di convergenza debole in L? potete incominciare a pensarci
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Data una funzione n € C2°(R") con suppn C Bi1(0) e [5, n(z) dz = 1, chiamiamo
successione di mollificatori, la successione

1 T
Ne(z) = 87177 <g> .
Notare che per come ¢ stata definita 7. € C2°(R™) con suppn. C B(0) € [p, 1e(x) dz =

1. La successione 7. converge alla delta dg in distribuzioni. Infatti per ogni ¢ € D
abbiamo

< sup |p(x) — (0)],
B:(0)

(er ) — 0(0)] = / (£ (O

da cui concludiamo facendo il limite per € — 0 e usando l'uniforme continuita di ¢.

Notiamo che nel conto precedente abbiamo usato solo che l'integrale di 7. sia
1, che 7. sia positiva e che il suo supporto sia in B:(0). Queste proprieta ga-
rantiscono che la successione converga in D’ alla delta, ossia ¢ una successione
delta-approssimante (il nome mollificatore invece viene usato per evidenziare 1'ef-
fetto regolarizzante di 1. nell’operazione di convoluzione con un’altra funzione o,
come vedremo, con una distribuzione). Quindi per esempio un’altra successione
delta-approssimante potrebbe essere mx B.(0)-

Esercizio 3.3.7. Consideriamo la funzione in R

1 — |z se |z < 2
fl@)=1q|z| -3 se 2 <l|z[<3
0 se |z| < 2

e definiamo f.(x) = %f (%72) Determinare il limite in distribuzioni della succes-
sione fe.

Esercizio 3.3.8. Provare che se n € L*(R™) con [g. n(x)dx =1 allora

ne(x) = "n (f)

5
converge in D'(R™) a dg.

Esercizio 3.3.9. Consideriamo le distribuzioni
T, = ”(51/n - 5—1/n) .

Si puo determinare il limite nel senso delle distribuzioni di T,, ? In caso affermativo,
determinarlo.

La convergenza di distribuzioni ci permette di costruire altri esempi interessanti
di distribuzioni. Consideriamo in R la funzione f(z) = 1. Questa funzione non & in
L} (R) e quindi non gli si pud associare in modo immediato una distribuzione sem-
plicemente integrandola contro funzioni test. Con un po’ di cautela pero possiamo

trovare una distribuzione da associarle. Prendiamo la successione di funzioni

1 x| >¢€

altrimenti
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(quindi ottenute rimuovendo la singolarita di f).
E chiaro che le funzioni g. sono in Lllo -(R) e quindi le possiamo interpretare come
distribuzioni. Ora per ogni ¢ € D(R) con supporto in [—R, R| consideriamo

(ges0) = [ 9:@p@)do = [ p(e)do = L.
R |z|>e T
Con un cambio di variabili e usando che il supporto dell funzione test & in [—R, R]

si ha
[ e,

T

I = < 2(R—)[¢'lloo (3.16)

(qui abbiamo usato che |M| = 2|¢'(&)] < 2||¢'||x). Data la regolarita di ¢

si ha che M ¢ assolutamente integrabile e quindi esiste il limite di I, per
¢ — 0. Definiamo quindi la distribuzione valore principale di % la seguente

1
— = lim I, .
<mxw> lim 7

La linearita di questo funzionale ¢ banalmente verifica, mentre la continuita e ga-
rantita passando al limite in (3.16) e ottenendo

1
(0361 < 21 1

da cui concludiamo che vp% € D’ usando I'Esercizio 3.5.4.

Infine vedremo pitt avanti il fatto notevole che ogni distribuzione T € D’ puo es-
sere approssimata nella convergenza appena descritta da una successione di funzioni
C°. Ossia che vale il seguente teorema.

Teorema 3.3.10. Sia T € D', allora esiste una successione u, € C°(R™) che
converge a T in distribuzioni, ossia tale che

(Tupr0) = (T,0)  VeeD.

La dimostrazione di questo risultato sara ottenuta come conseguenza dell’Eser-
cizio 3.3.22 piu avanti.

Esercizio 3.3.11. Sia p. una successione delta approssimante. Determinare il
limite in D'(R) della successione

pe(r) — pe(x —€) '
3

3.3.2 Moltiplicazione e regola di Leibniz

E chiaro che la moltiplicazione per uno scalare e la somma di distribuzioni sono
ancora distribuzioni (la cui azione su D ¢ definita in modo ovvio). Ci domandiamo
se possiamo fare altre operazioni, per esempio la moltiplicazione tra distribuzioni.
In generale la risposta € no, nel senso che non e chiaro quale potrebbe essere una
buona definizione. Potremmo infatti pensare di definirla per approssimazione con
funzioni. Per esempio data una successione di funzioni uj che converge a T' nel senso
delle distribuzioni, potremmo definite 7% come il limite in distribuzioni di uz Ma si
capisce che questo in generale non funziona grazie al seguente esempio (esercizio).
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Esercizio 3.3.12. Sia uj una successione delta approssimante (ossia della forma

ug(x) = k"u(kx), con u a supporto compatto, e convergente alla delta in distribu-

zioni). Provare che la successione u% non puo convergere in distribuzioni.

C’¢ perd un modo molto chiaro di definire il prodotto tra una distribuzione e
una funzione in C*°.

Data T € D' e u € C*, poiché data ¢ € D si ha che up € D, possiamo definire
la distribuzione 1" nel seguente modo

(uT,p) == (Tyup) VpeD.

Per mostrare la continuita di questa distribuzione basta controllare che se ¢y con-
verge a ¢ in D, allora ¢y, converge a 1y in D.

Esempio 3.3.13. Data u € C*®(R") si ha udyp = u(0)dg. Infatti

(udo, @) = (60, up) = u(0)¢(0) = (u(0)do, ).

Per 'operazione di moltiplicazione per una funzione C* vale la regola di Leibniz
per la derivazione. Infatti

<aﬂ?z (UT)v 90> = _<UT7 8961§0> = _<T7 ua96130> =
<T7 axzu@> - <T7 aﬂf»‘z (u90)> = <890iUT7 90> + <U8$iT7 90> :

3.3.3 La composizione

Per definire la composizione partiamo dal caso di funzioni regolari e prendiamo una
funzione biunivoca v : Q' — Q con 9,9~ € C™. Sia ora f : Q — R una funzione
in L' e poniamo

w(z) = foy(r) = f(v(z)).

Per ogni ¢ € D(Q) usando il cambiamento di coordinate abbiamo
[ rwe@ar= [ e = [ e @)y,

dove Jy-1 ¢ la matrice Jacobiana di 1~ 1. In termini di distribuzioni questo si riscrive
come segue

(fou, o) =(f, 0o |dety1]). (3.17)

Per come abbiamo scelto ¢ la (3.17) ha senso anche se sostituiamo la funzione f
con una distribuzione generica. Infatti se ¢ € D allora ¢ o w_1|detJ¢71| €Dese
¢r — ¢ in D allora ¢y 0 ¢~ t|dety-1| = @ o =t detJy-1] in D.

Definizione 3.3.14. Se ¢ : ' — Q biunivoca con ,~1 € C®(Q) e T € D'(Q)
definiamo la distribuzione T o1 (che con un abuso di notazione spesso indicheremo
con T'(Y(x))) come seque

(Tow,p) = (T,potp~ detdy1]) Vo eD(Q).

E da notare che le condizioni su % sono importanti perché la composizione sia
ben definita stabile rispetto alla convergenza in distribuzioni.



46 CAPITOLO 3. LE DISTRIBUZIONI

Esercizio 3.3.15. Se consideriamo la funzione (z) = 2, questa ¢ biunivoca da
R in R, C%° ma ¢ 1(z) = 23 non ¢ C*°. Data ug(r) = kxo,1/x)(z) (che & una
delta approssimante), provare che la successione ug(x) non converge nel senso delle
distribuzions.

Esercizio 3.3.16. Determinare la distribuzione § o), per le sequenti scelte di ):
1. Y(z) =azx cona € R, a #0;
2. Y(x) = Az con A € M"™*" det A # 0;
3. YP(x) =Ax+bcon Ae M™" det A#0, ebeR"

3.3.4 La convoluzione

Siamo pronti ora a definire anche la convoluzione per distribuzioni. Come vedremo
questo non & sempre possibile. Partiamo da due funzioni f e g in L'(R")

frg(x) = . fWg(@ —y)dy = - fl@—y)g(y)dy.
Quindi prendendo ¢ € D, usando Fubini si ha
fro@e@de= [ [ fate—y) duole) ds

-/ [ [ eargte—) dx] Iy (318)

=/n [/n ez +y)g(x) d:v] fy)dy.

Potremmo usare questa formula per estendere la definizione di convoluzione alle
distribuzioni usando un argomento di approssimazione. C’¢ un problema pero. La
funzione di due variabili

]Rn

P(z,y) = p(z +y)

non ha supporto compatto, a meno che ¢ non sia nulla. Cosl come non e a supporto
compatto in generale la funzione

v p(r+y)g(z)de
se g non lo e.
Esempio 3.3.17. Per convincersene basta disegnare sul piano xy la funzione ® nel

caso in cui o = X[o,1]-

Si pud quindi estendere (3.18) al caso di due convoluzioni se una delle due ha
supporto compatto“.

"Data una distribuzione T € D’(Q) diciamo che T si annulla in un aperto A di Q C R" se
(T,p) =0

per ogni ¢ € D con supp ¢ C A. Sia ora A I'unione di tutti gli aperti su cui si annulla T, il supporto
di T ¢ dato da
suppT = Q\ A.
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Ci limitiamo qui a estendere la definizione di convoluzione al caso di una distri-
buzione T' € D’ e di una funzione in ¢ € D. A questo scopo ¢ comodo introdurre la
seguente notazione, data u : 2 C R" — R:

u(y) =uly —x)  a(y) = u(-y).

E facile vedere che
(Tpu) = 7 (0) TaTylh = Tppyl .

Inoltre, poiché con un cambiamento di variabile si ha

/n T2 (y)p(y) dy = - Y(y — x)p(y) dy = . Y(y)p(y + ) dy
= [ Y(y)T2p(y)dy,
]Rn

possiamo in analogia definire per ogni T' € D’

<TO€T7 90> = <T7 T—$(p>

Per vedere piu chiaramente come agisce la traslazione di z ¢ comodo (anche se non
ortodosso) introdurre esplicitamente nell’azione di T' su ¢ la variabile da cui dipende
@ e su cui agisce T', scrivendo

(T, ) = (T'(x), o(x)) - (3.19)
Cosicché si ha
(T, ) = (T(y), oy — x)) -
Esercizio 3.3.18. Mostrare che data T € D', la distribuzione

T — The, T
h

converge in D' a 0,,T.

Ispirandoci alla definizione di convoluzione tra due funzioni possiamo quindi
definire la convoluzione tra una distribuzione 7' € D’ e una funzione test in D.

Definizione 3.3.19. Se T € D'(R") e ¢ € D(R") definiamo T * ¢ come seque

T x ¢(x) = (T, (100)) = (T(y), p(x —y)) - (3.20)

Osservazione 3.3.20. Osserviamo che T x ¢(0) = (T, ¢) = (T(y), p(—y)) per ogni
¢ € D(R™).

E facile vedere che questa operazione ¢ ben definita (se ¢ € D, anche 1,¢ €
D per ogni € R") e che se T & una funzione di L}, .(R") la Definizione 3.3.19
restituisce la usuale convoluzione tra funzioni. Si possono provare varie proprieta
della convoluzione che sono elencate nel seguente esercizio.

Esercizio 3.3.21. Provare che se T € D'(R") e ¢ € D(R™) allora

1. 7(T*¢) = (1:T)x =T x 1200 ;
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2. Per ogni multi-indice o € N"
DT x¢)=(DT)xp =T+ D.

In particolare T * ¢ € C°(R™)
Suggerimento: Fare il limite del rapporto incrementale.
3. Se T ¢(0) =0 per ogni ¢ € D(R™) allora T = 0;
Esercizio 3.3.22. Date v, € D e T € D' provare
1 (T 9p) % 0)(0) = (T * (¢ % ¢))(0).

Suggerimento: Usare l'approssimazione dell’integrale con le somme di Rie-
mann per approssimare 1 x @ e usare la linearita delle distribuzions.

Attenzione: si usa che T x p(0) = (T, p).

2. (T 1) * 9)(@) = (T (% @))(@) per ogni @ € R?

3. Sia p. usa successione convergente a 0y in distribuzioni (ossia una 0 appros-
simante), provare che

(T,¢) = im(T % o, ) = Lim ((T ) *9)(0)
e—0 e—0
Suggerimento: Usare il punto 1. e I’Osservazione 3.3.20.

4. Mostrare che se VI =0 allora esiste o € R tale che
(T, ¢) =« o dz vV ¢ € D(R").
Rn

Suggerimento: Usare che se VI = 0 allora V(T *xp.) = 0 e il passo precedente.

L’esercizio precedente in particolare prova il teorema di approssimazione gia
menzionato (Teorema (3.3.10)). Una conseguenza interessante ¢ il seguente Lemma
di Weyl.

Lemma 3.3.23 (Weyl). Se T € D'(R™) che verifica AT = 0 nel senso delle
distribuzioni, allora T =T, con u € C°(R"™) e Au = 0.

Dimostrazione. (Cenni) Usiamo il fatto che una funzione, u : R — R, & armonica
se e solo se verifica la proprieta della media, ossia

1
w(zy) = ———— u(z)do(z),
o) = G /aBp(:vo) )dote)

dove o,_1 ¢ la misura della superficie sferica n-dimensionale.

Se ora prendiamo un mollificatore p, a simmetria radiale (ossia tale che p.(x) =
ne(|z]) = 6*”77(%) conn:R—=R neCX((-1,1))e 0+°O n(r)o,_1r"tdr = 1) e
definiamo

ue(x) =T * pe(x) .
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E facile verificare che Au. = 0. Quindi verifica la proprieta della media e
+0o0
wrp@) = [ wla-pewdy= [ [ o=yt doty)ar
n 0 8B,(0)
+00 +oo 1
—[ a0 [ wwdawdr= [ a)g tul)ar
0 8B, (z) 0

+oo
= Ue(x)/o U(T)Un—lrn_ldr = uc (7).

Quindi otteniamo che u. % p(x) = u:(x) e passando al limite per e — 0siha T*p =T
e quindi u(z) =T * p(z) € C*°, armonica e rappresenta 7. O

Dalla dimostrazione del Lemma di Weyl si capisce che questo vale anche in
forma localizzata, ossia: se T € D'(2) e AT = 0 allora esiste una funzione u €
C*°(Q)) armonica e tale che T' = T, (si puo usare lo stesso argomento con qualche
aggiustamento).

3.4 Cenni sulla Trasformata di Fourier e le distribuzioni

temperate
Quest’ultima sezione!? non & centrale nel programma di questo corso ed & dedicata a
chi ha gia visto la trasformata di Fourier in un altro corso. E noto che la trasformata
di Fourier ha la notevole proprieta di trasformare equazioni differenziali in equazioni
algebriche. In particolare questa ha un ruolo importante nella determinazione della
soluzione fondamentale per equazioni alle derivate parziali lineari a coefficienti co-
stanti. A questo scopo € un passo essenziale estendere la nozione di trasformata di
Fourier anche alle distribuzioni.

Ricordiamo che data una funzione f € L'(R") la sua trasformata di Fourier &
data da

for = [ e,

Si dimostra che la trasformata di Fourier & un’isometria da L?(R"™) in L?(R") e se
f € L3(R™) vale la seguente formula di inversione

f) = [ e g

Notiamo alcuni fatti fondamentali:

1. La teoria fin qui sviluppata per le distribuzioni, si puo estendere (per linea-
rita) senza alcuna difficolta concettuale al caso in cui le funzioni test (e anche le
distribuzioni) siano a valori in C.

2. Se f,g € L*(R") si ha

F(€)g(€) de = / F(@)e 27w dug () d
R™ n JRn

' (3.21)
= /n /n e—mswg(f) d¢ f(x)dx = s F(@)3() da

12Questa parte non & stata trattata nel corso del 2016-17
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Quindi per definire la trasformata di una distribuzione vorremmo usare la stessa
tecnica. Vorremmo scaricare la trasformata sulla funzione test e quindi scrivere
qualche cosa tipo

C’e pero un problema:

3. Se ¢ € D in generale ¢ ¢ D (ossia anche se ¢ ha supporto compatto la sua
trasformata non lo ha).

Esercizio 3.4.1. Data ¢ € D(R) con supp ¢ C [—R, R]
1. Provare che ¢ é analitica

(usando che e=2m€ = S~ (ZETON o ope ]f_RR 2"p(x) dz| < 2|l R¥H).

n=0 n!

2. Dedurne che ¢ non puo avere supporto compatto.

3. Mostrare che

MO =o(|¢]™™)  |z| = 400 V¥ n,meN.

Cerchiamo quindi (come nel caso di L?) una classe di funzioni che viene trasfor-
mata in se stessa attraverso la trasformata di Fourier. Questa e classe di Schwartz
delle funzioni a decrescenza rapida.

Definizione 3.4.2. Denotiamo con S(R™) la classe delle funzioni a decrescenza
rapida, ossia delle funzioni ¢ € C°(R™) tale che per ogni multi-indice o € N
verificano

D% (x) = o(|z|™™) |z| = 400 VmeN.

Queste sono funzioni che non hanno necessariamente supporto compatto ma che
decadono all’infinito esponenzialmente, loro e tutte le loro derivate. Quindi per
. 2 2 . 2 . N
esempio v(z) = e I € S ma u(z) = e~ 1*I" sin(e~1*I") non appartiene a S perche la
proprieta di decadimento ¢ verificata da v ma non dalle sue derivate (verificarlo).
Fatto importante: Si verifica che se ¢ € S allora ¢ € S.

Definizione 3.4.3. Diciamo che una successione @y converge in S se per ogni
multi-indice B = (B1, ..., Bn) € N*, posto 27 := xfl 2 i ha

2P D%py, — 2P D% uniformemente in R™.

Evidentemente se una successione in D converge nella topologia di D, allora
converge anche nella topologia di §. Ma non & vero il viceversa.
A questo punto su S possiamo definire una sottoclasse di distribuzioni.

Definizione 3.4.4. Si chiamano distribuzioni temperate quelle distribuzioni di'T" €
D’ tale che per ogni vy, € D tali che v, — 0 in S si ha

<T, ’Uk> — 0.
Questo insieme si indica con S'.

Si puo mostrare che D € denso in S e quindi per approssimazione si puo definire
I’azione di ogni distribuzione in S su tutti gli elementi di S.
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Osservazione 3.4.5. Sono distribuzioni temperate:
1. I polinomi
2. Le distribuzioni a supporto compatto
3. Le funzioni in LP conp > 1
4. Non ¢éin S’ la funzione e*
Insomma sono in 8" le “distribuzioni a crescita lenta”.

A questo punto abbiamo tutti gli ingredienti per definire la trasformata di Fou-
rier per una distribuzione temperata (che verifichera proprieta analoghe - che non
mostreremo - a quelle che sono gia state viste nel caso di trasformate di funzioni in

L?).

Definizione 3.4.6. Per ogni T € S’ si definisce

(T, ) = (T, ) Vepes.

Concludiamo con un esempio importante. Con questa definizione possiamo fare
la trasformata di Fourier di 1 (che appunto ¢ in §’. Si ha usando la definizione (e la
formula di inversione)

Loh=(19) = [ 9@)ds =400

In altre parole 1 = .

Calcoliamo ora la trasformata della delta:

(0, 0) = (60, ) = $(0) = / () da .

n

In altre parole 80 =1.

Notare che questo esempio e particolarmente rilevante se si cerca la soluzione
fondamentale di un’equazione alle derivare parziali a coefficienti costanti. Solo a
titolo esemplificativo consideriamo 1’equazione nel senso delle distribuzioni (nel caso
n > 3)

—AG=4p.
Utilizzando la trasformata di Fourier si puo riscrivere questa equazione come
9 A
—[¢[°G(€) = 1.

Anti-trasformando questa identita (omettiamo i dettagli) si ottiene la nota formula

Esercizio 3.4.7. Calcolare T in R.
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3.5 Appendice: Cenni sulla topologia in D

Consideriamo un compatto K e denotiamo con Dy il sottospazio delle funzioni in
C2°(R™) con supporto in K. Per ogni m € N e f € Dk denotiamo con

1fllmic =D sup |D*f(x)|

a, Jal<m zeK

(con DYf intendiamo f).
Esercizio 3.5.1. 1. Mostrare che la che || - ||m,x € una norma in D ;

2. Provare che

— 1 o= tlmx
d =D om |
k(o) == 27 1+ || — || m i

m=0
definisce una distanza, e quindi una topologia metrizzabile Tk, in Dy ;
3. Date pj,p € Dk, provare che ¢; converge a ¢ in Dk se e soltanto se D%p;
converge uniformemente in K a D%p, per ogni multi-indice o.
Suggerimento: Usare che la serie che definisce dg ¢ una serie a termini
positivi.
La topologia 7 in D & quindi definita come segue.

Definizione 3.5.2. Un insieme A C D ¢é un aperto nella topologia T se e soltanto
se ANDy & un aperto di Tk per ogni K compatto.

Si puo dimostrare che una topologia cosi definita non & metrizzabile.

Proposizione 3.5.3. La convergenza nella topologia T coincide con la convergenza
data dalla definizione Definizione 3.1.17.

Includiamo la dimostrazione per completezza.
Dimostrazione. Basta provare che le seguenti sono equivalenti:
i) op > 0in T;

ii) Esiste un compatto K C  tale che supp ¢, C K e D%pj, — 0 uniformemente,
per ogni multi-indice .

Proviamo prima che ii) implica i). Se vale ii) e chiaro che ¢} converge a 0 in
Dg. Allora per ogni aperto A in T contenente 0, per definizione A N Dk & aperto
in D e quindi esiste h tale che per ogni h > h, ¢}, € A.

Per provare il viceversa basta provare che esiste un compatto K tale che supp o5, C
K per ogni h € N. Supponiamo per assurdo che esista una successione h; — oo tale
che supp @y, \ B;(0) # 0 (ossia esiste z; ¢ B;(0) tale che [y, ()] = ; > 0). Ora
consideriamo l’'insieme

A={peD: |p(z;)| <ej; Vj}.

Evidentemente ¢p,; # A. Otteniamo un assurdo con i) se mostriamo che A & un
aperto di 7. Quindi basta mostrare che per ogni compatto K, AN Dg ¢ aperto in
Tk
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Dato K compatto esiste N tale x1,...,zy appartengono a K, mentre x; ¢ K per
ogni j > N. Quindi
ADx ={p €D : |p(§))| <¢ per|=o00,...,N}.
e facile vedere che questo & un aperto in Dg. O

Esercizio 3.5.4. Dato un compatto K e sia L : Dg — R ¢ un funzionale lineare,
allora L é continuo su Dk se e soltanto se esistono C' >0 e N € N tali che

(L) < Cllellne ¢ €Dx.

Suggerimento: Un wverso é facile. Provare limplicazione = per assurdo, usando
che [l@llm,x < llollnx per ognim < N.

Esercizio 3.5.5. Mostrare che le sequenti affermazioni sono equivalenti
i) T €D
ii) Per ogni compatto K C R™ esistono C >0 e N € N tali che

KT, o) < Cllellve v €Dk

3.6 Altri esercizi

Esercizio 3.6.1. Calcolare la derivata nel senso delle distribuzioni delle sequenti
distribuziont

1. T'=3H, dove H ¢ la funzione Heaviside, ossia H(x) = X|o 4o0)-
2. T =0dg+ 301
3. T =20 .
Esercizio 3.6.2. Calcolare il gradiente delle sequenti distribuzioni in R?
1. T= X{xl >0}
2. (T, ) = [, ¢(x1,0) da1 per ogni ¢ € D(R?)
Esercizio 3.6.3. Scrivere l'equazione di Eulero-Lagrange associata al problema di
MINIMo
1
min{/ 22 |2de - we CH[-1,1]) conu(=1) =0 eu(l) =1}.
-1

Interpretarla nel senso delle distribuzioni e trovare una soluzione'>.

Esercizio 3.6.4. Data T =), 0, eu € D(R) con suppu C [0, 1].
Determinare v =T % u e provare che v € una funzione periodica.

3Richiamo: L’equazione di Eulero Lagrange associata al funzionale si ottiene facendo le varia-
zioni prime, ossia testando il funzionale con funzioni ammissibili della forma w4ty per ¢ € D. Una
condizione necessaria all’esistenza di un minimo sara quindi che la funzione g(t) = fil 22 [u o' Pdx
abbia un minimo in ¢ = 0. La condizione g'(0) = 0 per ogni ¢ € D esprime appunto l’equazione di
Eulero Lagrange in debole
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Esercizio 3.6.5. Data la funzione u(z) = In|z|, = € R mostrare che u € S'(R) e
che u' = vpi.
Suggerimento: usare che [ In|z|¢’(z) de = lim. 0 f|z|>€ In|z|¢' (x) dz

Esercizio 3.6.6. Dire, giustificando la risposta, quali delle sequenti mappe da D(R)
i R sono delle distribuzion:

(T1, ¢ Z<p (Ty, ) : Z«p(’“

(T, ) Zso Tig) = [ a)da.

Esercizio 3.6.7. Provare che se Ty, converge in D'(R™) a T allora per ogni multi-
indice «, si ha che D*T,, converge a D*T in D'(R™).



Spazi di Sobolev

Abbiamo visto che perche valga il teorema fondamentale del calcolo con la deri-
vata q.o. (il che ci garantisce che conoscere la derivata ci “misura” le variazioni della
funzione) ¢ necessario che la funzione sia assolutamente continua. Inoltre allargando
la nozione di funzione alle distribuzioni abbiamo anche capito che questa proprieta
puo essere espressa in termini di “regolarita” della derivata distribuzionale (ossia
avere derivata distribuzionale in L! garantisce assoluta continuita q.o.).

Vogliamo ora spingere questa idea ulteriormente e definire spazi di funzioni abba-
stanza generali da permettere formulazioni deboli e esistenza delle relative soluzioni
di problemi, per esempio, alle derivate parziali, e abbastanza regolari da far si che
tali soluzioni abbiano una buona interpretazione, per esempio, fisica.

Torniamo al problema di Poisson e al principio di Dirichlet citato nell’introdu-
zione.

Cerchiamo strumenti che garantiscano l’esistenza di una soluzione del problema

—Au = in
u=f in (A1)
u=20 o,
oppure il problema di reazione-diffusione della forma
—Autu=f in (4.2)
u=20 0.

La condizione di Dirichlet © = 0 su 92 puo essere anche sostituita dalla cosiddetta

condizione di Neumann % = 0, ossia derivata normale uguale a zero. Abbiamo gia

visto che se u ¢ “soluzione” di (4.2) allora realizza il minimo di

. 1 2 2 /
- — . 4.
ui%%ﬂ{z/Q\Vu] d:L'+/Q]u\ dx qudx} (4.3)

Se questo minimo esiste (con la necessaria regolarita - per esempio C'!) sappiamo
anche che & soluzione della seguente equazione in forma debole

/Vqudm+/uvdx:/fvdaz Voe Q). (4.4)
Q Q Q

A questo punto sappiamo interpretare questa formulazione debole usando le distri-
buzioni e quindi dire semplicemente che ’equazione —Au + u = f & soddisfatta nel
senso delle distribuzioni (ossia in D).

La questione ¢ capire quali condizioni ci garantiscano he una soluzione esista.
Un primo tentativo potrebbe essere quello di riconoscere in

/Vqudx—i—/uvdx (4.5)
Q Q

95
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una struttura di prodotto scalare (per esempio tra funzioni di C') e in

1
2
fullmey = ( [ (9uPao [ juas)
Q Q

la norma associata. Questo suggerisce 'uso della struttura di spazio di Hilbert. Il
problema & che C! non & completo rispetto alla norma [Jul| g1 (q)-

Esercizio 4.0.1. Mostrare che la successione fn(x) = \/22 + L appartiene a C*([—1,1])
ed ¢ di Cauchy rispetto alla norma

1z + 11 N e

ma non ha limite in C*([—1,1]).

L’idea & quindi quella di chiudere C' rispetto alla norma || - |1, in modo da
completarlo. Lo spazio cosi ottenuto & lo spazio H!(Q2), dato da

H'(Q) = oty

Vedremo che questo spazio ¢ uno spazio di Hilbert rispetto al prodotto scalare (4.5).

Un altro modo di affrontare il problema ¢ quello di cercare direttamente uno
spazio per poter formulare il problema (4.2) (o equivalentemente (4.3)) facendo le
richieste minimali di regolarita (il necessario a dar senso al problema). Guardando
alla formulazione debole (4.2) & quindi chiaro che dovremmo chiedere u € Li (Q) e

loc
Vu € L, .(Q) (dove Vu denota il gradiente nel senso delle distribuzioni). D’altronde
il problema (4.3)) suggerisce una richiesta poco piu forte, ossia u € L*(Q) e Vu €
L?(2) (il problema del dato al bordo zero lo affronteremo pilt avanti). Questo porta

alla definizione dello spazio di Sobolev
Wh2(Q):={f € L*Q) : VfinD', Vfec[L*D)]"}. (4.6)

Lo spazio W12(Q) viene munito della norma |- ||yy1.2 = ||-|| 1. Lo spazio H' e lo
spazio W12 storicamente sono stati introdotti e usati separatamente a partire dagli
anni ’30. La questione se questi in generale coincidessero ¢ rimasto un problema
aperto fino alla dimostrazione del Teorema “H = W”1.

Nel caso © = R" c’¢ un altro modo di introdurre lo spazio H'(R") che fa uso
della trasformata di Fourier

[I-ll31

HUR™) == {f € CX(R") : (L+[€2)7f(€) € L2RY)} |

dove || fllyr = [|(1 + €122 F(€)]| 2

4.1 Derivate deboli

In questo capitolo €2 sard un aperto di R"”.

Definizione 4.1.1. Diciamo che una funzione L}, (Q) ¢ differenziabile debolmente

(ammette derivate deboli) se esistono g1 ,..., gn € L1 _(Q) tale che

loc

| fonpde== [ gpds  vpecr@.
Q Q

'Meyer e Serrin, 1964.
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Quindi lo spazio di Sobolev W2 coincide con le funzioni di L? con derivata
debole in L?.
Vediamo alcune prime proprieta delle derivate deboli.

1. Se le derivate deboli esistono sono determinate univocamente a meno di insiemi
di misura nulla. Questo & evidentemente conseguenza del fatto gia osservato
(nell’Esercizio 3.1.16) che se g,h € L} (Q) e

loc

/ggodm—/hcpda; Vo € C ()
Q Q

allora g = h q.o. in €.

2. Le derivate deboli di ordine superiore si possono definire in modo naturale e,
se esistono (in altre parole se la corrispondente derivata distribuzionale & in
L} ), commutano (come avviene per le derivate distribuzionali).

3. Se f & derivabile debolmente e ¢ € C°(Q2) anche f¢ & derivabile debolmente
e vale la regola di Leibniz per la derivata del prodotto.

4. Sia f, € L}, (92) e & un multi-indice in N". Supponiamo che f, — fin L}, ()
e Df, = go — g in L} (), allora f & derivabile debolmente all’'ordine a e

loc
D f = g q.o. in § (provarlo per esercizio).

1
loc

Esercizio 4.1.2. Supponiamo che f € L
senso che esista g € L} (R) tale che

loc

/ngo”da::/Rggodx Vo e CX(R).

(R) ammetta derivata seconda debole nel

Provare che f ammette derivata prima debole.

Vediamo un po’ di esempi di funzioni derivabili debolmente.

i) Evidentemente, come abbiamo gia visto, se f : R — R localmente assoluta-
mente continua (ossia assolutamente continua in ogni intervallo [a, b]), allora
la sua derivata q.o. coincide con la derivata debole. Anzi sappiamo che in
dimensione 1 le funzioni derivabili debolmente sono tutte e sole le funzioni che
coincidono (q.0.) con funzioni assolutamente continue.

ii) Se f € C1(Q), Q C R", allora la derivata debole coincide q.o. con la derivata
classica (basta applicare la formula di Gauss Green).

iii) La funzione f(z) = |z| ammette derivata debole (sia in R che in R™). Infatti
¢ facile verificare che in R,

—1 xr <0
f'(z) = sgn(z) =140 =0
1 x>0.

Invece in R" si ha che 0y, f(z) = IL\

x
iv) La funzione x|y ;) non ammette derivata debole, cosi come la funzione x g, (o),
con B1(0) C R™. Le derivate distribuzionali di queste funzioni abbiamo visto
infatti che sono misure non assolutamente continue rispetto alla misura di
Lebesgue.
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Esercizio 4.1.3. Mostrare che se f : Q@ — R, con @ C R"™ ¢ Lipschitz allora ¢
derivabile debolmente.

Suggerimento: Basta scrivere il rapporto incrementale e usare il teorema di
convergenza dominata per passare al limite.

In generale ci sono funzioni anche non Lipschitz (e addirittura discontinue) che
sono derivabili debolmente

v) La funzione f(z) = \/x, x € R ¢ derivabile in senso debole e f'(z) = ﬁ

vi) In dimensione n > 3 la funzione di Green G(z) = ‘xlc,f,g e derivabile debolmente

e 0,,G(z) = en(2-n)z;

B

Esercizio 4.1.4. Sia Q = B(0,1) C R", con n > 2. Consideriamo f : Q — R data
da f(x) := |z|* Provare che f ¢é derivabile in senso debole (ossia il suo gradiente
nel senso delle distribuzioni appartiene a (L}, .(2))") se e soltanto se o > —n + 1.

Suggerimento: Considerare prima fB(O,l)\B(O,a) [0z, o dx, usar la formula di Gauss

Green e poi passare al limite per € — 0.

Insomma le funzioni derivabili debolmente non sono necessariamente continue
(possono per esempio avere discontinuita in punti (in dimensione n > 2), perd non
possono avere discontinuita su insiemi troppo grandi (per esempio su ipersuperfici).
Vedremo in effetti che le funzioni che ammettono derivate deboli devono essere asso-
lutamente continue su quasi tutte le “sezioni unidimensionali” (questo punto verra
tratta pilt precisamente piu avanti).

4.2 Gli spazi Wh»

Passiamo ora alla definizione di un’ampia classe di spazi di Sobolev che sono la
naturale generalizzazione dello spazio W12(Q)) (adatti a trattare anche problemi
non lineari o di ordine superiore).

Definizione 4.2.1. Dato 1 < p < +o0 lo spazio di Sobole W1P(Q) ¢ lo spazio delle
funzioni in LP(QY) che ammettono derivate deboli in LP(2), ossia

WHP(Q) = {f € LP(Q) = Vf € [LP(Q)]"}, (4.7)

munito della norma

1

n P

ullyroo) = (Z/ lﬁmiu]pdx—l-/ |u|pdx>
i1 Y8 Q

se p < 400, mentre per p = 400

HuHW1,oo(Q) := sup |u| + sup |Vu|
0 Q

Osserviamo che una successione u,, converge in WP a u se e soltanto se u,
converge a u in L e tutte le derivate parziali deboli 0,,u,, convergono in L? alle
corrispondenti Oy, u.
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Esercizio 4.2.2. Mostrare che la norma || - ||w1» € equivalente alla norma

n
lallze + ) 110s,ull o
i=1

Suggerimento: Per mostrare l’equivalenza bisogna mostrare due disuguaglianze.
Una si fa applicando la disuguaglianza di Hélder discreta®

,Ualtrausandolasubadditivita’di

p(t) =tr
Esercizio 4.2.3. Sia Q = B(0,1) C R", con n > 2. Consideriamo f : & — R
data da f(x) := |z|*. Dato p € [1,+00), determinare o in modo che f appartenga a
Whr(Q).

Definizione 4.2.4. Dato 1 < p < 400 e k € N lo spazio di Sobolev WFP(Q) ¢ lo
spazio delle funzioni in LP(Q2) che ammettono derivate deboli in LP(SY), ossia

Wk’p(Q) ={felP(Q): D“f e LP(Q),VaeN,|a|l <k}, (4.8)
munito della norma

1
P

lullwene = | 3 /Q D®ul? d

|la|<k

se p < +00, mentre per p = 400

ullwrce (@) = sup| D%l
laj<k

(denotiamo D°u = u).

Osservazione 4.2.5. Se ) ¢ limitato, esattamente come per gli spazi di Lebesgue,
come conseguenza della disuguaglianza di Holder si ha

Whr@Q) c whi(Q)  Vp>gq

e linclusione ¢é stretta (si veda I’Esercizio 77).
Inoltre é anche chiaro che, qualsiasi sia @ C R™

WhEP(Q) c WhP(Q)  VE>h.

e l’inclusione ¢ stretta.

“Disuguaglianza di Holder discreta:

N N 1/ N 1
> Jaal il < (ZIMI”) (Z jail”)
i—1 i—1 i—1
3Mostrare che una funzione ¢ : [0, +00) — R, concava e che verifica ¢(0) = 0 soddisfa

pla+b) <pla)+eb) Va,bel0,+00),

ossia ¢ € subadditiva.
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Osservazione 4.2.6. In particolare in R si ha che
W'?((a,b)) c W' ((a,b))  Vp>1.

Quindi per ogni funzione u € WP((a,b)) esiste un rappresentante continuo @ di u.
Pin precisamente esiste una funzione assolutamente continua in [a,b] tale & = u gq.o.
in (a,b) e

() — aly) = / (b dt. (4.9)

Infatti sappiamo gia che la funzione v(x) = ff u'(t) dt e assolutamente continua e
verifica v(z) = u(z) + ¢ q.o. in (a,b), da cui deduciamo che u(zx) = v(x) —c é il

rappresentante continuo di u e verifica (77).

Proposizione 4.2.7. Lo spazio WFP(Q) & uno spazio di Banach per ogni p €
[1,400] e k € N\ {0}.
Inoltre lo spazio W2(Q) & uno spazio di Hilbert con prodotto scalare

(u,v) 1) ::/Vqudaz+/uvdx
Q Q

Dimostrazione. Per semplicita consideriamo il caso k = 1, il caso generale & comple-
tamente analogo. La dimostrazione del fatto che W1P(Q) & completo & conseguenza
immediata della completezza di LP e del fatto che se u, ¢ di Cauchy in W1P(Q),
allora u, e Oy,uy, sono di Cauchy in LP(2). Quindi u, converge a u in LP(Q2) e
Oz, Uy, converge a v; in LP(Q2) che abbiamo gia visto, implica che u ¢ differenziabile
debolmente e che v; = d;,u q.o. in 2. Provare che W12(Q2) & uno spazio di Hilbert,
ossia che (u,v)p1(q) ¢ un prodotto scalare in Wh2(Q) & immediato. O

E anche spazio di Hilbert lo spazio W#?2(Q). Con quale prodotto scalare? Come
gia detto vedremo in particolare che W12 = H'. Tradizionalmente per p = 2 si usa
la notazione H' al posto di W12 (H* per W*2(Q)). La “H” sta per “Hilbert”.

4.2.1 Densita e estensione

L’affermazione che H! = W12 corrisponde a provare che ogni C> & denso in W12,
Vedremo che questo risultato di approssimazione € vero in generale per tutti gli spazi
di Sobolev. Nel caso 2 = R" quasto e espresso dal seguente teorema, mentre il caso
generale di €2 aperto qualsiasi di R™ verra trattato nel Teorema ?77.

Teorema 4.2.8. Sia p € [1,+00). Se f € WFP(R") allora esiste una successione
o € C®(R™) N WFEP(R™) tale che

o = f in WFP(R™).

Dimostrazione. La dimostrazione viene immediatamente considerando una succes-
sione di mollificatori pg(x) = k"p(kz), con p € C®(R") e suppp C Bi(0) e
definendo

er(z) = f* pr(z).

Sappiamo gia che ¢ € C®°(R") e che D%p), = D f * p,, quindi ¢, € WHP(R™). La
convergenza e una conseguenza dei risultati gia noti sulle successioni di mollificatori.

O]
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Osservazione 4.2.9. Si vede che si puo provare un risultato anche un po’ piu forte,
ossia che C2°(R™) ¢ denso in WHP(R™) (si veda I’Esercizio 77).

Per mostrare 'affermazione fatta nell’Osservazione 7?7 consideriamo la seguente
funzione di troncatura

Cwy=4t ISl oemn (4.10)
0 |x| > 2 ¢ ' '

Come si prova che esiste una funzione fatta cosi?

Esercizio 4.2.10. Definiamo la funzione (p(x) = C(%) e gn = Chg con g €
WhP(R™).

1. Provare che g, € W*P(R™) e che supp g, ¢ compatto.
2. Provare che gy, converge a g in WFP(R™).
3. Provare che C°*(R™) ¢ denso in WFP(R™).

Il nostro obiettivo & ora provare il risultato di densita anche nel caso €2 # R™.

Osserviamo che se fossimo in grado di estendere una qualsiasi funzione f €
WLP(Q) a una funzione in W*?(R™), il risultato precedente (e quindi la convoluzione
con la successione dei mollificatori) garantirebbe il risultato cercato). Per esempio,
provare che C*°(2) ¢ denso in LP(Q2) si ottiene facilmente estendendo una qualsiasi
funzione f € LP(Q) a

) f(=) se x € Q
(x)_{O sex € R"\ Q

e quindi usando la convoluzione. Il punto ¢ che in generale se f € WhrP(Q) la
funzione f ¢ W*P(R™). Anzi in generale se non si fanno ipotesi sulla “regolarita”
del dominio 2 non & detto che sia possibile estendere funzioni di W1?(Q) a tutto
R™.

4.2.2 Estensione unidimensionale

Analizziamo brevemente il problema dell’estensione di funzioni di Sobolev partendo
dal caso 1-dimensionale che puo essere trattato abbastanza semplicemente.
Consideriamo una funzione u € W1P((0, +00)) e definiamo

() = {u(m) x>0

u(—z) =<0.

Allora u* € WHP(R) e [[u*|[wipm) < 2lullwie(o+o0))- Infatti & facile provare (ed &
lasciato per esercizio) che

—u'(—z) x<0.

e la derivata debole di u*. La stima della norma, viene facilmente con un cambio di
variabili.
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In generale in una variabile ¢ sempre possibile estendere funzioni di Sobolev
definite su intervalli a funzioni di Sobolev definite su tutto R. Per convincersene
non ¢ restrittivo supporre che u € W1?((0,1)) (il passaggio da (a,b) a (0,1) si fa
facilmente per traslazione e riscalamento).

Possiamo estendere u a una funzione @ € WHP((—1,2)) riflettendo u intorno a
zero e intorno a 1 ponendo

u(x) 0<z<l1
w(z) =  u(—) -1<z<0 (4.11)
ul2—z) 1<z<2.

A questo punto si estende a tutto R “mandando” a zero la funzione fuori di (0,1)
(come nel seguente esercizio).

Esercizio 4.2.11. Siau € W'P((0,1)) e @ definita come in (?7). Sia ¢ € C2((—1,2))
con ¢ = 1 4n (0,1). Provare che u* = (u € WYP(R), che u* = u in (0,1) e
[w [wre@y < Cllullwieo,1)-

Esercizio 4.2.12. Sia Q C R" aperto, ¢ € C(Q) e f € WP(Q). Provare che
f:R" > R data da

0 altrimenti in R™.

= {go(x)f(a:) sex €9

appartiene a WHP(R™).

4.2.3 Cenni sull’estensione in R"

Il meccanismo di estensione in R™ sfrutta ancora 'idea della riflessione ma ovvia-
mente € complicato dalla geometria del dominio, in particolare richiede che 2 sia
regolare.

Definizione 4.2.13. Diciamo che Q C R™ ¢ di classe C' se per ogni x € 0) esiste
un intorno di x U e una funzione biunivoca H : Q — U, tale che H € CY(Q),
H1eClU), HQY) =UNQ (dove Qt ={x € Q: x, >0}) e HQN {z, =
0}) = U nox.

L’idea ¢ di localizzare con una partizione dell’unitd? e riflettere localmente.
Esercizio 4.2.14. Sia Q = (—1,1)" C R" e siano Qt = {z € Q : =z, > 0} e
Q™ ={r€Q: v, <0}. Datau € WHP(Q") definiamo

u(z) sewx +
ﬂ(x):{u €Q

w(xy, ey X1, —y) S€T € Q.

4Ricordiamo cosa si intende per una partizione dell’unita subordinata a un ricoprimento di aperti.
Se A & un aperto e {U;} una famiglia di aperti che ricoprono A, una partizione dell’unitd subordinata
a {U;} & I'insieme di funzioni {¢;} che verificano le seguenti proprieta:

1. i € CZ(Us);
2. 0<pi <1

3. per ogni compatti K C A, si ha che ¢;(z) = 0 per ogni € K e per ogni ¢ (tranne al pitt un
numero finito);

4. >, pi(x) =1 per ogni x € A.
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1. Mostrare che
/ u(z)0g, Y () de = —/ O, u(z)(x) dz
QT QT

per ogni 1 € Cl(@+) e =0 sudQt.

Suggerimento: Usare un argomento di densita.

2. Provare che se ( € C2°(Q) allora per ogni i #n
/ u(z)0y,((z) de = —/ O, u(z)((z) dx
Qt Qt

Suggerimento: Scegliere nella definizione di derivata debole p(x) = ng(x,)((x),
conn € C((0,1)) eny /1 per k — +oo in (0,1) e passare al limite per
k — 4o00.

3. Mostrare che esiste la derivata debole rispetto a x, ed é data da
Op,u(r) sexe€ QT
— O, u(x1, ey Tp1, —xy)  SET € Q7.

Suggerimento: Nella definizione di derivata debole cambiare variabili e usare
che la funzione (2',xy,) = p(2’,x,) — p(2’, —xy), dove x’ denota le prime
n — 1 variabili, verifica le ipotesi del punto 1.

4. Mostrare che esiste la derivata debole rispetto a x; con i #n ed é data da
Opu(x) sex €@t

axla — Zq ( ) Q ~
Op,u(T1, ooy Tp1, —Tp) SexT € Q7.

Suggerimento: Integrale per parti, cambiare variabili e usare che la funzione
(2 2n) = o2 xn) + (2!, —xy), dove &' denota le prime n — 1 variabili,
verifica le ipotesi del punto 2.

5. Dedurre che @ ¢ derivabile in senso debole e i € WHP(Q).

Se quindi 99 di classe C! e compatto, consideriamo un ricoprimento di €2 con
carte locali e localizziamo v € W1P() nelle carte locali usando una partizione
dell’unita.

Q

—

Su ognuna delle carte locali “raddrizziamo” il bordo usando 'ipotesi di regola-
rita e estendiamo per riflessione (come nel caso unidimensionale) in un intorno del
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bordo. Quindi usiamo lo spazio guadagnato con questa estensione per mandare a
zero la funzione e estenderla su tutto R”. E chiaro che questa e una descrizione
approssimativa del procedimento (giusto per dare l'idea). L’enunciato preciso ¢ il
seguente (che non verra dimostrato qui, ma che puo essere trovato in [?]).

Teorema 4.2.15. Sia Q di classe C' e sia O limitato (oppure Q = R} ), ep €
[1,400], allora esiste un operatore lineare di estensione

P:Wh(Q) - WIP(R™)

che verifica
Pu(z) = u(x) g.o. in Q

HPUHWLP(R") < CHUHWLP(Q) ,

con C' una costante che dipende da ).

4.2.4 Teorema di Meyers-Serrin

Il teorema di densita perd non richiede alcuna ipotesi di regolarita del dominio.

Teorema 4.2.16 (H = W). Sia p € [1,4+00), k € N. Allora C*°(Q) N WkP(Q) ¢
denso in WkP(Q).

In particolare questo teorema ci dice che la chiusura di C*(Q) N W*P(Q) con la
norma W*P(Q) coincide con WP ().

Dimostrazione. Faremo la dimostrazione assumendo k& = 1 (il caso generale ¢ com-
pletamente analogo, ma piu pensante nelle notazioni). La dimostrazione si articola
in piu passi: prima si contruisce una opportuna partizione dell’unita di €2, quindi
data una funzione f € W¥P(Q) la si localizza, la si estende a zero su tutto R” e la
si approssima per convoluzione. Si conclude costruendo un’approssimazione di f a
partire dalle approssimazioni locali. Il passo cruciale ¢ la costruzione della partizione
dell’unita.

Passo 1: Partizione dell’unita

Per ogni ¢« € N consideriamo

1
Q; = {x €O |z <i, dist (z,R"\ Q) > } .
i
Gli insiemi €2; sono aperti limitati, inoltre ; ¢ compatto e

Q0 C Qi Q=0

Ora costruiamo due ricoprimenti di €2, uno con degli aperti V; e l'altro con dei
compatti K; C V;. Poniamo

Vi= Qi3 \ O Ki = Qi \ Qita

e Vo =Qs, Kg = Q. E chiaro che i V; sono aperti e ricoprono 2 (U;V; = Q), cosi
come i K; sono compatti e ricoprono Q (U;k; = §2). Inoltre i V; verificano la seguente
proprieta: ogni x€) appartiene al piu a tre V;. Consideriamo quindi per ogni ¢ € N
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una funzione h; € C°(V;) tale che hy =1 in K; e 0 < h<1 e definiamo per z € Q e
per ogni %

hi(x)
Z]’GN h; (z)
Poiché ogni x € ) appartiene almeno a un K; e al piu a tre V; si ha che la somma
al denominatore & sempre finita e maggiore o uguale a 1. Quindi le t; sono ben
definite e verificano

Yi(w) =

i €CX(Vi), >0, > gi(x)=1VaeQ,

in altre parole {t;} € una partizione dell’unita subordinata a {V;}.

Passo 2: Approssimazione locale
Sia f € WhP(Q) e sia € > 0.
Per ogni ¢ € N definiamo la funzione f; : R — R data da

0 altrimenti in R"™.

£ie) = {wi(w)f(:c) sew eV,

Si vede facilmente (Esercizio (?7)) che f; € W1P(R") e che
Ora prendiamo una delta approssimante

mw(x) = k' (kz),

con n € C°(B1(0)) con fBl(O) ndx = 1. Per ogni i € N si ha che n; * f; € C°(R")N
WLP(R™) e ny* f; converge a f; in W1P(R™) per k — oo. Inoltre poiché suppny  f; =
{zR" : dist (z,suppf;) < %}, si ha che possiamo scegliere k abbastanza grande tale
che ng * f; € C°(V;). Fissiamo quindi k; in modo che g;(x) = ng, * fi(z) verifichi

9i € CEWVi) e llgi— fillwroqy) <277, (4.12)

Passo 3: Conclusione
Poniamo

g(x):Zgj(:U) x €.
=0

Poiché g; € C°(V;) e dato comunque x € € questo appartiene al piu a tre V;, la
serie € sempre finita e la funzione g € ben definita in 2. Inoltre si verifica facilmente
che g € C*(Q). Infatti per ogni fissato i > 3, poiché V; = Qi 13\ Qe V; NQ; =10
per ogni j > i, per ogni z € §2; si ha che

gj(x) =0 Viji>i.

Quindi

g(z):Zgj(x) VaoeQ,

J=0
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e analogamente

Quindi usando (??) otteniamo
i

i
1f = gllwiry < D Nfi— gillwiemny < ) 277e < 2,
=0 =0

per ogni i € N. Poiché f € WP(Q) facendo il limite per i — oo (ossia per €; 7 )
si deduce che g € WHP(Q (oltre a essere in C°°(£2 come gia osservato) e

1f = gllwrr@) <2
e questo conclude la dimostrazione. O

Osservazione 4.2.17. Evidentemente questo risultato non si estende a W5H*°(Q)
(cio¢ p = +00). Per esempio la funzione f(z) = |z| appartienete a WH°((—1,1))
ma non si pud approssimare in norma W5H> con funzioni regolari.

Osserviamo che la funzione g costruita nella dimostrazione & somma di funzioni
a supporto compatto in 2 ma in generale non sara nulla sul bordo di 2 (essendo
pero nulla fuori di © avra una discontinuita sul bordo).

In generale dato un dominio €2 qualsiasi non e sempre possibile estendere funzioni
WLP(Q) e quindi non & sempre possibile approssimarle (in €2) con funzioni che sono
in C*°(R"™).

Esempio 4.2.18. Fissiamo Q = {(z,y) € R? : 0 < |z <1, 0 <y < 1} e
consideriamo la funzione

( ) 1 sex >0
u(x,y) =
Y 0 sex <0.

Evidentemente questa funzione & in WP () ma non puo essere estesa a una funzio-
ne in WYP(R?). Provare per esercizio che non ¢é possibile approssimare u in WP (€2)
con una successione in C°°(R?) N W1P(Q).

4.2.5 Regole di calcolo

Avendo il teorema di approssimazione con funzioni regolari, possiamo estendere
alcune delle regole di calcolo alle derivate deboli.

Proposizione 4.2.19 (Regola del prodotto). Sia p € [1,+00] e p’ il suo esponente
coniugato (ossia tale che 1 = % + ]%, p' =1 nel caso p = +00). Sia f € WHP(Q) e

g€ leP'(Q). Allora fg € WHH(Q) e

Dimostrazione. 1 dettagli della dimostrazione sono lasciati per esercizio (e comunque
si possono trovare in [?], Proposizione IX.4). La dimostrazione segue facilmente
scrivendo la derivata del prodotto in forma debole per due successioni f, e g, di
funzioni C*°(Q2) che approssimano f e g, rispettivamente, e quindi passando al limite
negli integrali. O



4.2. GLI SPAZI WK.F 67
Esercizio 4.2.20. Se Q ¢ limitato e f,g € W12(Q) N L>(Q), provare che fg €
Wh2(Q) N L>®() e vale (77).

Proposizione 4.2.21 (Regola della catena). Sia G € C'(R) con G(0) = 0 e
|G'(t)] < M per ogni t € R. Dato f € WHP(Q), provare che G o f € WHP(Q)
e

02,(G o f) = (G"0 f)0u, [ (4.14)

Dimostrazione. 1 dettagli della dimostrazione sono lasciati per esercizio (e comun-
que si possono trovare in [?], Proposizione IX.5). Usando le ipotesi su G si vede
facilmente che G o u € LP(2) e che (G’ o u)dy,u € LP(Q). Quindi si procede per
approssimazione. Data u € W1P(§), con p < oo, troviamo u, € C*(Q) N W1P(Q)
che converge a u. Per u, vale

/G(un(x))amiw(x) dr = —/ G (un(2)) O, un(2)p(z) dz ¢ € CZ(Q).
Q Q

Per concludere basta passare al limite per n — 400 usando la lipschitzianita di G.
Il caso p = 400 si fa considerando ' CC Q (in particolare Q' limitato) e osservando
che se f € W' 0o(Q) allora f € WHP(Q). O

Esercizio 4.2.22. Sia f € WYP(Q). Provare che le funzioni
fr=max{f,0} [~ =max{-f,0} [fl=f"—f"
sono in WIP(Q), cone derivate deboli date da
Ou f T = xp+0nf Onif™ = —Xg-0uf Oulfl=XE+0u,f — x5-0uf,

Et:={zcQ: f(x)>0} E-={zreQ: f(z)<O0}.

Dedurre che per ogni M > 0 la funzione troncata
Tyuf=fAMVM=max{min{f, M}, —M}

appartiene a WHP(€2).
Suggerimento: E sufficiente fare il caso f. Data la funzione

k t+1
gr(t) = / * stds,
2 Ji

provare che g € CY(R), che |gp(t) — tT| < 2, |g.(t)] < 1, g, = 0 in (—00,0) e
g, — 1 in (0,400). Definire quindi gi(t) = gi(t — +). Osservare che §;,(0) = 0,
G, = 0 in (—00,0] e g, — 1 in (0,+00). Quindi usare la regola della catena e
passare al limite (giustificando i passaggi) per k — oo.

e

Esercizio 4.2.23. Sia p € [1,+00] e f € W'P(Q). Sia E C Q misurabile e a € R.
Provare che
f=a inkE == O, [ =0 Vi.

Suggerimento: Usare I’Esercizio 7?7 e il fatto che f = (f —a)™ — (f —a)” +a.
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4.3 Lo spazio W, ”(Q)

Usando un argomento di densitd si pud anche definire un sottospazio di W1P(Q)
(con p < +00) che sara utile per trattare problemi in cui si vuole assegnare il dato al
bordo (ricordiamoci che in linea di principio le funzioni degli spazi di Sobolev sono
definite a meno di insiemi di misura nulla e quindi assegnarne il valore su un insieme
n — 1 dimensionale richiede cautela).

Definizione 4.3.1. Sia p € [1,400), definiamo lo spazio

wle  ———_Wlp

Wy P (Q) == CH(9Q) Ce ()

Cc

Useremo soprattutto il caso p = 2 che denotiamo con
1 1,2
Hy () := Wy ()

(per le ragioni gia discusse).
k

Analogamente si puo definire lo spazio Wéﬁ’p = CCOO(Q)W T e HE(Q) = Wg’Q(Q),
for k e N.

Osservazione 4.3.2. Lo spazio Wol’p(Q) ¢ un sottospazio chiuso di WP (), e
quindi € uno spazio di Banach. In particolare H&(Q) e uno spazio di Hilbert con
prodotto scalare (-, ).

N . . . . . . 1 .
Vedremo pilt avanti alcune caratterizzazioni degli spazi W,”(2). Vediamo ora
qualche caso in cui possiamo riconoscere se una funzione effettivamente appartiene
1p
a Wy™.

Esempi 4.3.3. 1. Se f € W'P(Q) e esiste un compatto K C Q tale che f = 0
g.o. in Q\ K, allora f € W(}’p(Q).

Infatti in questo caso se consideriamo la funzione

~ _{f(:z:) sex € ()

0 altrimenti in R™,

¢ facile mostrare che f € WYP(R™). Basta infatti fissare una funzione 1 €
CX(Q) conp =1 in K. Allora si ha che vf = f e si conclude grazie all’e-
sercizio (?7). Basta quindi considerare una successione di mollificatori n; e la
convoluzione f; = n; * f. Per j grande abbastanza fi € CX(Q) e f; converge
a fin WYP, da cui si conclude.

2. Nel caso uni-dimensionale la caratterizzazione dello spazio Wol’p((a, b)) é im-
mediata. St vede infatti che

f € WyP((a,b)) <= f(a) = f(b) =0,

dove f ¢ il rappresentante continuo di f.

Un verso di questa caratterizzazione ¢ immediato. Infatti se f & il limite in
WP di una successione f; € C°((a,b)), in particolare fj(a) = f;(b) = 0.
Allora grazie al teorema fondamentale del calcolo

mm:fﬂmﬁ eﬂmzfﬁww
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da cui si deduce che f; converge uniformemente a fin [a,b]. Infatti

£() |</ 1) = @)t < b — )P 1~ o)

dovep' el ‘esponente coniugato ap e abbiamo usato la disuguaglianza di Holder.
E quindi f(a) = f(b) = 0.

Viceversa, per mostrare che se f(a) = f(b) = 0, si ha che f € Wol’p((a,b))
bisogna costruire una successione in C°((a,b)) che converge a f in WiP. Per
fare questo basta “restringere” il supporto di f (in modo che diventi a supporto
compatto) e poi usare il punto precedente. Non e restrittivo supporre che f sia
continua (altrimenti la sostituiamo con il suo rappresentante continuo). Basta
quindi considerare una funzione

0 <1
a(t) = se [t <
t se |t > 2,

con G € C*R), |G(t)| < |t| e G'(t)| < M (¢ facile vedere che questa funzione
esiste, basta mollificare g(x) = HTXR\(_%%))- Si definisce quindi

fulw) = G (x)).

E facile provare (lasciato per esercizio) che f, € a supporto compatto in (a,b),
appartiene a WP ((a,b)) e grazie al punto 1. appartiene a Wol’p((a, b)). Inoltre
fn converge a f in WP e quindi deduciamo che f € Wol’p((a, b)).

Con un argomento simile a quello visto nel caso uni-dimensionale dell’esempio
precedente si puo provare il seguente risultato (che non proviamo ma che chi &
interessato puo trovare su [?], Teorema IX.17).

Proposizione 4.3.4. Se ) ¢ di classe O allora se u € WHP(Q) N C(Q) le sequenti
affermazioni sono equivalenti:

i) u=0 su 08;
i) u e WyP(9).

Osservazione 4.3.5. E facile mostrare che se f € Wol’p(Q) allora la funzione

. {f($) sex €€

0 altrimenti in R™ |

appartiene a Wol’p(]R”) (si lasciano i dettagli per esercizio). Inoltre, dal risultato di
densita di C2°(R™) in WHP(R™) deduciamo che

WyP(R") = WHP(R").

Capiremo presto che le proprieta generali degli spazi di Sobolev (la struttura di
Banach e, nel caso p = 2, la struttura di spazio di Hilbert), li rendono “ambienti”
molto naturali per la formulazione di vari problemi (anche classici) di equazioni alle
derivate parziali.
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4.3.1 Applicazione a un’equazione di reazione-diffusione

Come esempio riprendiamo il problema di reazione-diffusione considerato nell’Intro-
duzione

{—Au +u=f in (4.15)

u=~0 su 0.

Abbiamo gia discusso che quando esiste una soluzione “classica” (per esempio u €
C?(Q) N C(Q), con u = 0 su IN) di questo problema questa verifica anche

/Vquda?—&—/uvdx—/ffudm VovelCX9N). (4.16)
Q Q Q

Ora se f non & regolare (per esempio & solo in L2(£2)) non ci possiamo aspettare una
soluzione classica di (??), ma possiamo ridurre le nostre richieste e considerare (77?)
come la formulazione debole di (??), chidendo che u € H}(£2). Inoltre se u € H} ()
e vale (77?), ragionando per densita possiamo richiedere che

/Vqud$+/uvdaz:/fvdx Ve Hy(9). (4.17)
Q Q Q

Proviamo che esiste un’unica soluzione debole in H}(2) di (?7).
Infatti H}(2) & uno spazio di Hilbert e I'equazione (??) corrisponde a

(u,v)le/vada: Ve HyQ).

Osserviamo inoltre che

vn—>/fvdx
Q

¢ un funzionale lineare e continuo® da H{(Q) in R.
Si puo quindi applicare il Teorema di Riezs.

Teorema 4.3.6. Se H ¢ uno spazio di Hilbert con prodotto scalare (-,-)g e T un
elemento del duale H', allora esiste un’unico w € H tale che

(u,v)g =T (v) VveH.

Inoltre u e anche l'unico elemento che verifica
1 1
i(u,u)H —T(u) = Umelgll §(U’U)H —T(v).

Per concludere quindi basta applicare il Teorema di Riezs con H = H}(f2),

(u,v)H:/Vqudx—l-/uvda:
Q Q

T(v) —/vadx.

Se ne deduce anche che la soluzione w € anche 'unico punto di minimo di

1
min {/ Vu|2dx+/u2d:c—/fudx},
Hy(@) (2 Jo Q Q

ossia la validita del principio di Dirichlet.

5Per una caratterizzazione completa del duale degli spazi di Sobolev rimandiamo al Capitolo ??
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Esercizio 4.3.7. Provare che esiste un’unica soluzione debole w € H}(SY) del pro-
blema

/Qa(x)Vu(x)Vv(x)dac—i-/

c(x)u(z)v(z) de = / fx)v(x)dr Y ve Hy(Q),
Q Q

(4.18)
con a,c € L®(Q) ec(x) >c>0ealx)>a>0qo. in .
Suggerimento: Provare che fQ aVuVvdzr + fQ cuv dx definisce un prodotto sca-
lare equivalente a (-,-) g1 e usare il Teorema di Riezs.

Esercizio 4.3.8. Data f € L?(a,b).

1. Provare che esiste un’unica funzione u € H'(a,b) che verifica

b b b
/u'v'd:v+/ uvdx:/ fvdx Vv € H'(a,b).

2. Mostrare che u € anche l'unico punto di minimo di
1 b 1 b b
min{/ |u'\2dx+/ |u]2dx—/ fu: ue H (a,b)}.
2 a 2 a a

3. Provare che u € H?(a,b).

4. Integrando per parti mostrare che u verifica

{—u” +u=f q.o. in (a,b)
u(a)=u'(b) =0

(le condizioni al bordo u/'(a) = u'(b) = 0 si chiamano condizioni di Neumann e
st dice che sono le condizioni al bordo naturali, nel senso che si ottengono come
conseguenza dell’equazione in forma debole senza imporre ulteriori vincoli).

4.3.2 Disuguaglianza di Poincaré

La struttura di spazio di Hilbert quindi ci permette di trattare problemi lineari
della forma (??). Vediamo che possiamo trattare anche il caso ¢ = 0, in particolare
troviamo una soluzione debole del problema di Poisson

{—Au:f in Q

(4.19)
u=20 su 0f).

Teorema 4.3.9. Siap € [1,400) e Q un aperto limitato di R"™. FEsiste una costante
C > 0 (dipendente da p e Q) tale che

lulloi) < ClIVullogy — Vue WyP(Q). (4.20)

Osservazione 4.3.10. La disuguaglianza di Poincaré é la versione “quantitativa”
del risultato che afferma che se una funzione in Wol’p(Q) che verifica Vu = 0, allora
u = 0. In altre parole ci dice quanto vicino (in mnorma LP) sia u a zero se Vu &
vicino a zero (sempre in norma LP).

La dimostrazione che vediamo ora non fornisce la costante ottimale di Poincag,
che invece verra discussa in seguito € ha un importante significato.
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Dimostrazione. Supponiamo per iniziare che u € C°(2) e fissiamo L = diam €.
Senza perdere in generalita possiamo supporre che Q C Qr = (0,L)". Per ogni
x € Q denotiamo x = (x1,2'), con ' € R" ! e z = (0,2). Grazie alla regolarita
di u, usando il teorema fondamentale del calcolo e il fatto che u € uguale a zero sul
bordo di @y, si ha

1
u(x):/ Oz u(s,2’) ds.
0

E quindi elevando alla p e usando la disuguaglianza di Holder (con p e l'esponente
coniugato p’)

T1
ufa)pp = ] | otsanyas
0

1
<larl? [ 10nu(sa)ds
0
b (L
< Lp’/ |0z, u(s, ") |P ds .
0
Quindi integrando su {2 si ha
/ lu(z)Pdx < Lﬁﬂ/ |0y u(z)|P dx
L QL

da cui, tenendo conto che 1% + 1 = p e che u ha supporto in €2, e stimando il modulo
della derivata parziale con il modulo del gradiente, si ha

/Q|u(a;)|pda; < Lp/Q |Vu(z)|P de. (4.21)

Per estendere la stima a tutte le funzioni u € WO1 P(£2), basta notare che per definizio-
ne esiste una successione uy, in C2°(§) convergente a u in norma WP. In particolare
lukllr = |Jullze € [[Vuk|lrr — ||Vul|zr. Quindi applicando la disuguaglianza (77?)
a up e passando al limite, si ottiene la tesi.

O

Osservazione 4.3.11. E chiaro che la stessa dimostrazione vale anche per altri
domini (non necessariamente limitati). Per esempio se Q ={x € R" : 0 <z < L}

Osservazione 4.3.12. La disuguaglianza di Poincaré non vale in = R™. Pren-
diamo per esempio u € H*(R) e definiamo

Allora v),(z) = tu(Z) e

X
n
vpl?dz =n ul?de — +o0 per n — 400,
|vn]
R R

mentre
/ [ |2de = 712/ W'|?dz — 0 per n — +00.
R n= Jr

Quindi ¢ chiaro che in questo casola disuguaglianza di Poincaré non pud valere.
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Osservazione 4.3.13. La dipendenza della costante dalla “grandezza” del dominio
¢ ottimale (ossia é dimensionalmente giusta). Per capire cosa si intende conside-
riamo ) = Q1 e supponiamo di avere una costante di Poincaré ottimale per QQ1,
chiamiamola C1(p), ossia

/ Pz < Ci(p) / VulPde Y ue WIP(Q)).
1 1

Ora presa u € Wol’p(QL) si ha che u(x) = u(Lx) appartiene a Wol’p(Ql) e Vu(z) =
LVu(Lz). Applicando la disuguaglianza di Poincaré a 4 e facendo un cambio di
variabile otteniamo

L"/ |u|pdx:/ \ﬂ|pda:§C1(p)/ |Vﬂ|pdx:Lp”C’1(p)/ |VulPdx
QL Q1 Q1 QL

da cui deduciamo che la costante di Poincaré ottimale in Qr é LPCy(p).

Osservazione 4.3.14. Un importante conseguenza della disuguaglianza di Poincaré
(la pit importante) é che se Q) ¢ limitato (in generale se in Q vale la disuguaglianza
di Poincaré) allora

1
r
lullygy o= 1Vl = ([ 1VaPaz)

¢ una norma equivalente alla norma WYP. Infatti evidentemente || Vul|1r < |Ju r» +
IVul|r < ||ully1.p, mentre grazie alla disuguaglianza di Poincaré ||ul|pe +||Vu| Lr <
1+ O Vulle = ||ully1p (dove C ¢ la disuguaglianza di Poincaré).

0

In particolare lo spazio HOI(Q) e uno spazio di Hilbert con prodotto scalare

(u, v) g1 :—/QVqudx.

Per capire I'importanza della disuguaglianza di Poincaré mostriamo un esempio
di applicazione che fa uso del fatto che H& € uno spazio di Hilbert e che in uno spazio
di Hilbert vale il teorema di rappresentazione di Riezs, che richiameremo pilti avanti.
4.3.3 Applicazione al problema di Poisson. Esistenza e regolarita
Sia 2 C R" e consideriamo il problema di Poisson (77).

{—Au—f in Q

(4.22)
u=20 su 0f).

Ora se f € L?(f2) in genere non ci possiamo aspettare una soluzione classica di (?7)
quindi anche in questo caso consideriamo il problema in forma debole chiedendo che
u € HE(Q) verifichi

/ VuVudr = / fvdx Vo € HY(Q). (4.23)
Q Q

Il principio di Dirichlet rilassato afferma quindi che u € anche un punto di minimo
(l'unico) del problema variazionale

min{;/Q\Vu|2d:U+/qud:r: ueH&(Q)} (4.24)
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Questo risultato & di nuovo garantito dal Teorema di Riezs applicato in H3(f2), con
prodotto scalare (-, ')H&- Infatti se f € L?(2) si ha che

‘/qudx

dove nell’ultimo passaggio abbiamo usato la disuguaglianza di Poincaré. Quindi

< llz2llullz < Clfl 2 IVullze -

U /qudzn =: F(u)

¢ un funzionale lineare e continuo in (H}(£2))’. Quindi il teorema di Riezs garantisce
che esista un unico u € H} () tale che

(w,0)rey = F(v) Yo € HY(Q)
e quindi (?7?). Inoltre questo u ¢ anche 'unico punto di minimo di (?7?).

Esercizio 4.3.15. Dato Q2 C R"™ aperto limitato e f € L*(Q)). Fissatoi € {1,...,n}
mostrare che esiste un’unica funzione w; € H}(SY) tale che

/ Vw;Vvdr = / fOr,vdx Vo € Hy (D). (4.25)
Q Q

Suggerimento: Mostrare che F(v) = [ fOz,vdx ¢ un elemento del duale di Hg(S2).

Il punto di vista delle soluzioni deboli & quindi di diminuire le richieste di regola-
rita per le soluzioni (si dice “rilassare il problema”) in modo da garantirne ’esistenza
e, eventualmente recuperare le soluzioni classiche mostrando a posteriori che le so-
luzioni deboli sono piu regolari di quanto non si fosse richiesto in partenza. Questo
secondo processo & quello che va sotto il nome di teoria della regolarita. Per esempio
sappiamo gia’ che se fossimo in grado di mostrare che la soluzione u di (??) in realta
¢ in C%(Q) N C(Q) e Q & un dominio regolare, allora sarebbe soluzione classica di
(?7). A volte non si riesce ad arrivare a tanto, ma si possono mostrare dei risultati
di regolarita parziale. Vale per esempio il seguente risultato.

Proposizione 4.3.16. Sia Q limitato, f € L?(2). Se la funzione u € HE(Q) verifica

/ VuVovdr = / fvdx Vv e C° (), (4.26)
Q Q

2
allora uw € Hf,,

(62).

Vedremo pill avanti che appartenere H? fa guadagnare ulteriore regolarita. Per
esempio in una variabile si ha che se u € H%(a,b), allora @ € C'(a,b) (controllare
per esercizio).

Dimostrazione. La dimostrazione fa uso del Lemma di Weyl in forma localizzata.
Per ogni i € {1,...,n} consideriamo la funzione w; € H{ () trovata nell’Eserci-
zio 77. Questa verifica

/Vinv dx = / fOyvdx Vv € C° ()
Q Q
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che confrontata con (??) implica che
/ Vw;Vvdxr = / VuVo,,vdx Yo e C(9).
Q Q

Questo implica, interpretando u e w; come distribuzioni che
(Aw;,v) = —(A(Og,u),v) Yv e C°(Q).

In altre parole A(w; + dz,u) = 0 nel senso delle distribuzioni in €. Possiamo quindi
concludere con il Lemma di Weyl (in forma localizzata) che w; 4 0, u € una funzione
C*(9). Poiché w; € HE(Q), si ha che le derivate parziali nel senso delle distribuzioni
Oz, u solo somma di una funzione C*°(2) e una in Hg (), e quindi sono in particolare
appartengono a H. (). In conclusione u € H? (). O

Si noti che la regolarita e solo locale. Se si vuole ottenere un risultato di regolarita
fin sul bordo (per esempio il fatto che u € H?(2) si deve supporre che 2 sia regolare.



Richiami sugli spazi di Hilbert e
applicazioni

Abbiamo gia visto quanto la struttura di spazio di Hilbert collegata con le pro-
prieta degli spazi di Sobolev H! e H& sia utile per la soluzione di problemi alle
derivate parziali classici, come I’equazione di Poisson e il principio di Dirichlet. Rac-
cogliamo qui alcuni fatti essenziali sugli spazi di Hilbert che poi verranno utilizzati
in varie applicazioni (in particolare legate a equazioni alle derivate parziali lineari).

5.1 Generalita

Se H & uno spazio vettoriale su R, una applicazione (-,-) : H x H — R & un prodotto
scalare in H se verifica

i) (bilineare) (au+ fv,w) = a(u, w)+ L(v,w) e (v, au+ pv) = a(w,u)+ (w,v)
per ogni o, B € R e u,v,w € H;

ii) (simmetrica) (u,v) = (v,u) per ogni u,v € H;
iii) (definita positiva) (u,u) > 0 per ogni v € H e (u,u) = 0 se e solo se u = 0;

Osservazione 5.1.1 (Disuguaglianza di Cauchy- Schwartz). E facile vedere che una
forma bilineare simmetrica positiva verifica la disuguaglianza di Cauchy- Schwartz

N|=

1
[(u, 0)| < (u,u)2(v,v)
Infatti per ogni u,v € H, conv #0, et € R si ha

0 < (u—tv,u—tv) = (u,u) +t*(v,v) — 2t(u,v).

1
Scegliendo quindi t = <((Z’5))> 2
Dato un prodotto scalare su H allora
1
Jull = (u,u)2

definisce una norma su H. e questa norma verifica [’identita del parallelogramma

2 2

a—>
2

a+b
2

1 1
= S llall® + S 12 (5.1)

per ogni a,b € H.

Definizione 5.1.2. Uno spazio vettoriale H munito di un prodotto scalare ¢ uno
spazio di Hilbert se & completo rispetto alla norma indotta dal prodotto scalare.

76
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Spazi di Hilbert sono ovviamente gli spazi euclidei finito dimensionali R", cosi
come tra gli spazi infinito dimensionali gli esempio principali sono 2 e L?. Ab-
biamo notato, e gid usato, che anche H'! e H& hanno la struttura di spazio di

Hilbert. Lo spiizio Z = {z = {zptpeny © D, 72 < +00} munito della norma
|z|| = (3,,#2)2 & evidentemente lo spazio infinito dimensionale “pilt vicino” a uno

spazio euclideo finito dimensionale, per il quale quindi valgono molti risultati natu-
rali in dimensione finita. Contemporaneamente ¢? & un esempio prototipo di spazio
di Hilbert. Vale infatti il seguente risultato che enunciamo per completezza, ma che
non dimostreremo.

Teorema 5.1.3. Se H ¢ uno spazio di Hilbert infinito dimensionale, allora H ¢
separabile se e solo se H ¢& isometrico a (2.

In particolare si puo dimostrare che se H & un Hilbert separabile esiste sempre
una base ortonormale completa {e,} € H tale che ||e,|| = 1 per ogni n, (en,em) =0

per ogni n # m e
o0

x = Z(:{;,en)en VeeH
n=0
e che la mappa

x> {an} = {(z,en)}

¢ un’isometria da H a ¢2.

Questa identificazione permette di provare molte buone proprieta degli spa-
zi di Hilbert separabili, che quindi valgono anche per L? e H' (che sono Hilbert
separabili).

5.2 La proiezione

Anche senza assumere la separabilta, la completezza rispetto a una norma indotta da
un prodotto scalare garantisce proprieta molto buone e robuste agli spazi di Hilbert.
Il risultato principale in questo senso ¢ il teorema della proiezione.

Teorema 5.2.1. [Teorema della proiezione] Se K ¢é un convesso chiuso non vuoto
in uno spazio di Hilbert H, allora per ogni w € H esiste un unico elemento ug € K
tale che
lu — up|| = min |ju — v|| .
veEK

Inoltre questo elemento ug é caratterizzato dalla sequente proprieta
(u—ug,v—1up) <0 Vve K. (5.2)
L’elemento ug si chiama proiezione di u su K e si indica con Pg(u) = ug.

Dimostrazione. Consideriamo una successione minimizzante, ossia una successione
u, € K tale che
dp = ||lu —up,|| = Inf |lu—ov| =:d
o = wall = inf flu— o]

(questa successione esiste per definizione di inf e perché K & non vuoto).

Ora mostriamo che u, € una successione di Cauchy. Fissiamo quindi n,m € N
e applichiamo l'identita del parallelogramma (??) con a = u — uyp € b = U — Up,.
Otteniamo quindi

2
Up — Um

u_un—i—um 2
2

1 1
5 = Sl wl?+ S =l (53)
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Osserviamo che poiché K & convesso abbiamo che “"Jr# € K e quindi

2
>d.

u_un—i—um
2

Quindi da (??) deduciamo

2
Up — Um

1 1 1 1
5 S*”U—UnHQ‘*‘iHU—UmHQ—dQ:§d121+§d72n—d2-

Il fatto che wu, sia di Cauchy si deduce quindi dall’ipotesi che d,, — d. Quindi,
essendo H completo esiste ug € H tale che u,, — ug e poiché K e chiuso deduciamo
che ug € K e quindi realizza il minimo, ossia

e = woll = min [~ o]

Per provare (??) notiamo che per ogni v € K, grazie alla convessita di K, tv+ (1 —
t)ug € K per ogni t € [0,1]. Quindi
lu —uol|® < [Ju— (tv + (1 = t)ug)||* < (u—up — t(v — ug), u — ug — t(v — ug))
= ||lu — uol|* + t3||v — uo||? — 2t(v — uo, u — ug) .
Per t # 0 deduciamo
1 2
(v —uo,u —uo) < Stflv— uoll
da cui si conclude facendo il limite ¢ — 0. L’unicita e conseguenza di (??). Infatti

se uj e ug sono due soluzioni, applicando la (?7) per u; scegliendo v = ug e per ug
scegliendo uq si ha

(u—uy,ug —u1) <0 (u—ug,u; —ug) <0.

Sommando queste due disequazioni si ottiene ||us — u1||? = (u2 — u1,us —uy) <0 e
quindi u; = ue. ]

Osservazione 5.2.2. Notiamo che piuttosto che l’identita del parallelogramma, per
la dimostrazione si € usata la sequente disuguaglianza

2 2

a—>
2

a+b
2

< —lla||* + =||b]|* .

Vedremo pit avanti che un risultato del tipo “Teorema della proiezione” vale infatti
i contesti piu generali.

Corollario 5.2.3. Se K = M con M un sottospazio chiuso di H allora per ogni
u € H si ha
(u— Pyp(u),v) =0 VoeM. (5.4)

Dimostrazione. Per il Teorema della proiezione infatti Pys(u) € caratterizzato da
(u— Pyr(u),w — Py(u)) <0 VweM. (5.5)

Poiché Pys(u) € M e M & un sottospazio, per ogni v € M possiamo scegliere in (77)
w = v+ Py(u) da cui deduciamo

(u— Pyr(u),v) <0 VveM.

L’uguaglianza segue testando questa disequazione con —wv. O
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Osservazione 5.2.4. In generale la proiezione su un convesso chiuso non € lineare
ma € una mappa lipschitziana, ossia

| Prc(u1) — Prc(uz)|| < flur — uz| -

Se invece K = M ¢& un sottospazio chiuso, grazie all’unicita si mostra facilmente
che Pyr(u) é una mappa lineare (la verifica di queste due affermazioni é lasciata per
esercizio).

Una volta definita la proiezione (ortogonale) su un sottospazio possiamo definire
il sottospazio ortogonale

M+ ={ueH: (uv)=0Yv € M}.
E quindi chiaro dal Corollario ?? che u — Pyr(u) € M*. Inoltre si deduce che
H=MaoM+ ¢ MnM"={0}.
Infine da (??) si vede che
u=Py(u) <= wuweM

e quindi
M+ ={0} < M=H.
La verifica di queste affermazioni segue direttmente dall’'unicita e dalla definizione

di proiezione ed ¢ lasciata per esercizio.

Esempio 5.2.5. Sia Q un apero limitato di R™. Dato L*(Q2), consideriamo il sotto-
spazio M delle funzioni q.o. costanti in . Il sottospazio M e un sottospazio chiuso
generato dalla funzione f = 1 g.o. in Q. Quindi la proiezione é la soluzione del
sequente problema di minimo

min/ |f(z) — M2dz.
Q

AER
Se definiamo g(\) = [ |f(@) — MPdx = [, |f(@)Pdz + N2m(Q) — 2\ [, f(z) dz, i
minimo in deve verificare g'(\) = 0. Quindi otteniamo che

g/()\):2x\m(ﬂ)—2/gf(:n)d1:: — )\:m(lm/gf(x)d;p.

In altre parole la proiezione di una funzione f di L*(Q) sulle costanti coincide con
la media di f e il sottospazio ortogonale M+ ¢ linsieme delle funzioni di L*(Q) a
media nulla.

Esercizio 5.2.6. Dato K convesso chiuso in R" e dato xo € R" e sia || - || una
norma in R™. Consideriamo il sequente problema

inf ||z — 2| .
Inf [lz — ol

1. Data una successione minimizzante (ossia tale che ||xg—xy,|| — inf ek ||z —x0]]
provare che ammette una sottosuccessione convergente a un elemento .

2. Provare che Z é soluzione del problema di minimo e quindi ||xo—z| = dist (zo, K).
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3. Provare che se || - || é la norma euclidea la soluzione del problema di minimo
(ossia la proiezione) é unica.

4. Mostrare un esempio di norma e di K per cui la proiezione non € unica.

Esercizio 5.2.7. Sia K = {f € L'((0,1)) : fol f(z)dz = 1}. Ewvidentemente
0 ¢ K. Mostrare che K ¢é convesso e che esistono infiniti g € K di norma minima,
ossia che verificano ||g||1 = mingek || f]| L1 = dist (0, K).

5.3 Teorema di Riezs e generalizzazioni

Con il Teorema della proiezione si dimostra il Teorema di Riezs.

Teorema 5.3.1. Se H ¢ uno spazio di Hilbert con prodotto scalare (-,-) e T un
elemento del duale H', allora esiste un’unico w € H tale che

(u,v) = T(v) Vve H.

Inoltre u é anche 'unico elemento che verifica
Sl = Tw) = min o~ T(0)
—||u]|* = T(w) = min =||v]|* — T'(v) .
2 veH 2

La dimostrazione usa la decomposizione di H in M e M+ con M = T~1({0}) e
viene omessa.

Con I’Esercizio 77 abbiamo gia applicato il Teorema di Riezs per trovare un’unica
soluzione debole u € HE(2) del problema

/Q o(2)Vu(z)Vo(z) dz + /

c(x)u(x)v(z)de = / f(x)v(z)de Yve HLQ),
Q Q

(5.6)
con a,c € L*®(Q) e c(z) > ¢ > 0ealr) > a > 0 qo. in Q, mostrando che
fQ aVuVuvdr + fQ cuv dz definisce un prodotto scalare equivalente a (-,-)g1. Una
soluzione di (??) coincide quindi con 1'unico punto di minimo del problema

min {/Qa(x)]Vu(x)\Qda:+/Qc(a:)|u(x)|2d:c—/gf(x)u(:v) d:c}

ueHL ()
L’equazione in forma debole (??) puo anche essere intesa nel senso delle distribu-
zione & quindi, “integrando per parti” o per definizione di derivate nel senso delle

distribuzioni, come

—div (aVu) +cu=f  inD'(Q).

Il Teorema di Riezs ci permette quindi di trattare una larga classe di problemi. In
verita negli spazi di Hilbert vale un risultato ancora pilti generale che ci garantisce
l’esistenza di un teorema di rappresentazione “tipo Riezs” anche per forme bilineari
che non sono prodotti scalari, “ma quasi”.

Definizione 5.3.2. Dato H spazio di Hilbert la forma bilineare a(-,-) : Hx H — R
st dice

i) Continua se esiste una costante > 0 tale che

la(u, v)] < Bllullllv] Y uveH.
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ii) Coerciva se esiste una costante a > 0 tale che

la(u,u) > aul? VueH.

it) Simmetrica se a(u,v) = a(v,u) per ogni uv € H.

Teorema 5.3.3. Sia H uno spazio di Hilbert e a(-,-) : H x H — R una forma
bilineare continua e coercitiva. Allora per ogni f € H' esiste un’unica uw € H tale
che

a(u,v) = (f,v) Yv e H. (5.7)

Inoltre se a(-,-) é simmetrica, allora u é anche 'unico punto di minimo di

min{%a(v,v} —(f,v) 1 ve H} (5.8)

Omettiamo la dimostrazione di questo Teorema che si puo trovare per esempio
in [?]. Osserviamo che in generale se a(-,-) non ¢ simmetrica la soluzione di (?7?)
non coincide con la soluzione del problema di minimo (?7), che pure esiste unica
sempre grazie al Teorema di Lax Milgram applicato alla forma bilineare simmetrica
a(u,v) = (a(u,v) + a(v,u))/2.

Inoltre e chiaro che se a(-,-) & simmetrica il risultato & semplicemente il Teorema
di Riesz una volta osservato che le ipotesi di continuita e coercivita rendono a(-, )
un prodotto scalare che induce in H una norma equivalente a quella di partenza.

5.4 Applicazioni

5.4.1 1l problema a ostacolo

Dato €2 un aperto limitato di R” e fissiamo ¢ € C}(Q2). Chiamiamo un problema a
ostacolo il seguente problema di minimo

min {/ \Vu|?dz : u > ¢ qo. in Q} .
ueHé(Q) Q

Osserviamo che questo problema puo essere riformulato usando il teorema ella pro-
iezione. Infatti non ¢ altro che la proiezione di 0 sul convesso K = {u € H}(Q) u >
¢ q.o. in Q} (la verifica che K sia convesso, chiuso, non vuoto ¢ immediata e lasciata
per esercizio).

Il teorema della proiezione quindi garantisce I’esistenza di un solo punto di mi-
nimo wug, caratterizzato anche come 'unica soluzione della seguente disequazione
variazionale

/ Vug(Vo —Vug)de <0  WYweK. (5.9)
Q

In caso in cui la soluzione sia pilt regolare che H{ la condizione (??) si puod
riscrivere in forma “classica”. Supponiamo infatti che ci sia un aperto A in cui
ug > ¢, allora si ha che

u=¢ in N\ A4
uo armonica in A (5.10)
ug =0 su 9N

Per illustrare piu rigorosamente questo esempio consideriamo il caso unidimen-
sionale.
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Esempio 5.4.1. Sia ¢ € Cl(a,b) e ug € Hi(a,b) lunico punto di minimo del
problema

b
min ){/ |W/|?dz : uw> ¢ qo. in (a,b)} :

u€H (ab

(che sappiamo esistere per quanto gia osservato in generale) e caratteriazzato da
b

/ up (v — ug) dz <0 Vo e K ={uc H}(a,b) : u>¢ qo. in (a,b)}. (5.11)
a

Notiamo che nel caso unidimensionale possiamo sempre assumere uy continua (0ssia
scegliere il suo rappresentante continuo) e quindi supporre che la condizione ug > ¢
sia verificata ovunque il (a,b).

Sia ora A = {x € (a,b) up(z) > ()} e dato n € N poniamo A, = {x €
(a,b) uo(x) > @(x)+2}. Oraper ognin fissato A, ¢é aperto e scegliendo 1) € C1(A,),
la funzione ug+typ € K pert piccolo abbastanza. Da (??) (i dettagli si lasciano per
esercizio) si ottiene quindi

b
/ upy'de <0 Vi € CH(A,). (5.12)

In particolare testando con ¢ e e — e facendo variane n € N, si ottiene che

b
/ upy' de =0 Vi € CHA), (5.13)
Ossia
u=¢pinQ\A
ug=0 in A (5.14)

ug(a) = up(b) =0

Esercizio 5.4.2. Dato un insieme aperto E CC € con Q aperto limitato in R™ con
n > 1, definiamo

Cap(FE, Q) := inf {/ |Vulde :u € H}(Q), u> xg qo. in Q} :
Q

Questa si chiama la capacita (armonica) di E in Q.
a) Provare che linsieme {u € H}(Q), u > xg g.0. in Q} ¢ non vuoto.

b) Mostrare che Cap(E, Q) < +oo. Dedurne che il problema che definisce Cap(FE, §2)
ammette minimo, ug (potenziale capacitario).

Suggerimento: Usare il teorema della proiezione.
¢) Provare che il minimo é unico.

d) Provare che ug =1 g.o. in E.

Suggerimento: Usare che ug A1 & una funzione test ammissibile

e) Provare che se F' C E con F aperto, allora Cap(F,Q) < Cap(FE, Q).



5.4. APPLICAZIONI 83

f) (Facoltativo) Per n = 2 calcolare Cap(By,, Br) (dove 0 < r < R e B, denota
la palla di raggio r e centro 0).

Suggerimento: Usare che up, minimizza

min / \Vul|?de :u € HY(Q), u=1 qo. in B,
BR\B’V‘
e a simmetria radiale e calcolarla usando ’equazione di Fulero.

5.4.2 1l problema di Dirichlet

Fissiamo €2 limitato in R™. Possiamo dare una formulazione debole del problema di
Dirichlet

{—Au =0 in Q (5.15)

u=g su 0f2

Data g € C(09), una soluzione classica consiste nel determinare u € C2(Q) N C(Q)
che verica (?7). Per avere un’idea di una “buona” formulazione debole consideriamo
il caso unidimensionale del seguente esercizio.

Esercizio 5.4.3. Sia [ = (0,1) CR. Dato o, € R e f € L*(I).

a) Si provi che esiste un’unica soluzione u € H'(I), tale che u(0) = o e u(1) = j
(intendendo con u l’estensione continua a [0, 1] del rappresentante continuo di
u) del problema

1 1 1
/ u'v'dz + / wvdr = / fvdz Vo € Hi(I).
0 0 0

e che é il punto di minimo di

1 1 1
min{/ (Ju/|* + u\z)dx—/ fudz :
2 Jo 0 (5.16)
ue HY(I), conu(0) =ae u(l) = 5}
Suggerimento: Considerare la funzione w = u — ug con up(x) = (f — a)r + «
e determinare il problema di cui é soluzione w.
b) Dedurre che u € H? e che u ¢ la soluzione debole del problema
—u' +u=f in I
u(0)=a u(l)=24.
Supponiamo quindi che esista § : 2 — R con § € HY(Q)NC(Q), con j(x) = g(x)

se x € OSL.
Allora una possibile formulazione debole del problema di Dirichlet (?7?) &

min /Nu\?da:, (5.17)
u—geH; () Jo

o in alternativa u = w + g dove w € H}(£2) ¢ la soluzione debole di
/ VwVovdr = — / ViVudr Yo € HJ(Q). (5.18)
Q Q

Il fatto che il problema (7?) ha una sola soluzione ¢ stato gia visto ed & conseguenza
del teorema di Riezs e la disuguaglianza di Poincaré. Mostrare che questa soluzione
¢ anche 'unico punto di minimo per (?7) ¢ lasciato per esercizio.
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5.4.3 1 problemi ellittici a coefficienti non costanti

Il teorema di Lax-Milgram enunciato sopra permette di determinare 'esistenza di
un’unica soluzione di un’ampia classe di equazioni alle derivate parziali uniforme-
mente ellittiche, lineari del secondo ordine. In molte applicazioni infatti, dall’elettro-
statica a problemi di elasticita (come gia menzionato nell’introduzione), & naturale
avere a che fare con “mezzi” non omogenei e anisotropi. Questo in termine delle
equazioni di equilibri o delle reltive energie si traduce nella presenza di coefficienti di-
pendenti dalla variabile spaziale e (eventualmente) diversi per le diverse “direzioni”.
In altre parole ci si trova a risolvere equazioni, per esempio, della forma
{—div (A(x)Vu)=f  inQ

(5.19)
u=20 su 0f)

ossia a sostituire 'operatore del secondo ordine Laplaciano, con 'operatore
n
Lu := —div (A(z)Vu) = Zam].(aij(m)amu)
i=1

dove A :  — R™ ™ ¢ la matrice dei coefficienti. In generale non c’e’ alcuna ragione
per cui i coefficienti del problema (??) siano regolari, anzi ci sono applicazioni molto
rilevanti in cui la scelta pilt naturale & considerare coefficienti discontinui’ E quindi
necessario anche in questo caso considerare una formulazione debole.

Supponiamo che €2 sia limitato in R™. Diremo che u € una soluzione debole di
Lu = f, con dati di Dirichlet al bordo (u = 0 su 9Q), se u € H}(Q) e verifica

/ 0z, u0y, v dr = / fodx Ve HQ). (5.20)
Q Q

Se assumiamo che i coefficienti della matrice A(z) siano funzioni in L>°(£2), ottenia-
mo che

‘/Qaij&,;iuﬁxjvdx‘ < B Vull 2@ lIVollra  Yu, ve HHQ),

per qualche 8 > 0. Inoltre se supponiamo che la matrice A sia uniformemente
ellittica, ossia che esista a > 0 per cui

aij(2)E€ > al¢)?  VEER" VreQ.
Allora deduciamo che

a(u,v) ::/aijaxiuﬁxjvdzn
0

¢ una forma bilineare coerciva e continua in H¢ () e quindi grazie al Teorema di
Lax Milgram esiste un’unica soluzione debole di (??). Se inoltre A(z) ¢ una matrice
simmetrica, ¢ simmetrica anche la forma a(u, v) e la soluzione debole ¢ anche 1'unico
minimo del problema variazionale

min{;/aijaxivaxjvdw—/fvdx : veH&(Q)}. (5.21)
Q ‘ Q

Infine anche in questo caso la formulazione debole (?7) ¢ ’equazione di Eulero-
Lagrange associata al problema di minimo (?7).

o) questo il caso dei modelli per i materiali compositi, ossia materiali costituiti da agglomerati
di diversi materiali che quindi hanno proprieta (quali conduttivitad o elasticita) diverse in diversi
punti.
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5.4.4 Osservazioni sulla migliore costante di Poincaré

Abbiamo provato che se € ¢ limitato, esiste una costante C' > tale che vale la
disuguaglianza di Poincaré, ossia

/Q lu2da < C’/Q |Vu|?dz Yu € H(Q). (5.22)

Abbiamo anche gia osservato che con la nostra dimostrazione non otteniamo in
generale una costante ottimale, se pur ottimale come ordine di grandezza rispetto
al diametro del dominio. Definiamo ora

Vul2d
M= g eVl (5.23)
u€H(Q), u#0 fQ |U’ dx

Dalla (??) si deduce che A\ > 1/C > 0 e che quindi

1
/ lu2dz < / |Vu|?dx Vu € H} (Q), (5.24)
0 At Ja

dove a questo punto la costante & ottimale.
Consideriamo ora il problema in forma debole

/ VuVovdr — c/ wvdr = / fvdx Yo € HY(Q) (5.25)
) Q Q

con ¢ > 0. Definiamo in H}(Q2) la forma bilineare
a(u,v) = / Vquda:—c/ wvdzx .
Q Q

E facile vedere che questa & continua. Per mostrare la coerivita usiamo la disugua-
glianza di Poincaré (?7?) e otteniamo

a(u,u):/\Vu|2da:—c/u2d:v2(l—c)/ |Vul|? da .
Q Q A Ja

Quindi deduciamo che la forma bilineare & continua e coercitiva se ¢ < A;. Quindi
se ¢ < A1 grazie al Teorema di Lax Milgram (o semplicemente il Teorema di Riesz)
esiste un’unica soluzione in H}(Q2) di (??). In particolare se f = 0 1'unica soluzione
eu=0.

Si vedra pit avanti (come conseguenza del metodo diretto del calcolo delle varia-
zioni) che il valore Aj in (??) ¢ effettivamente un minimo.

Esercizio 5.4.4. Sia u1 € H}()) una funzione che realizza il minimo di (7).
Provare che uy é anche una soluzione debole di

{—Au = \u mn Q (5.26)

u=20 su 0€),

ossia verifica

/Vu1Vvdx = )\1/ wvdr Yo € HY(Q).
Q Q
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Il problema di minimo che definisce A1 si chiama quoziente di Rayleigh e definisce
“il primo autovalore dell’operatore Laplaciano” per il problema di Dirichlet in 2.
Non approfondiamo questo punto che riguarda lo studio delle proprieta spettrali
degli operatori compatti, ma lo illustriamo brevemente nel caso unidimensionale
attraverso gli Esercizi 77 e 77.

Esercizio 5.4.5. Determinare l'integrale generale dell’equazione differenziale ordi-
naria —u” = Xu, con u: (0,1) = R, al variare di A € R.

1. Quindi provare che il problema ai limiti

{—u" = \u in (0,1)

u(0) =u(1) =0 (5.27)

per A < 0 ammette soluzione unica u = 0.
2. Determinare per quali X\ > 0 (?7?7) ammette soluzione non nulla.

Svolgendo D’esercizio di ottiene che per Ay = k272 il problema (??) ammette
soluzione non banale ug(x) = sin krz.

Esercizio 5.4.6. Ora data una qualsiasi funzione u € H&(O,l) provare che la
funzione

~ {u(x) z € (0,1)
—u(—z) =€ (-1,0)

appartiene a H}(—1,1), & dispari e estende u. Sviluppare in serie di Fourier dei soli
seni la funzione 4 e provare che vale

1 1
1
/ u?dr < 2/ [ |2da Yu € H)(0,1),
0 ™ Jo

con luguaglianza per u(x) = sin(mx). In altre parole in una dimensione si puo
calcolare esattamente la migliore costante di Poincaré per un intervallo, e nel caso
dell’intervallo (0,1) ¢ uguale a %5.

Suggerimento: Usare che @ e @' sono in L?(—1,1) e scrivere le loro norme usando
lidentita di Parseval.



Funzionali lineari su spazi di Banach

Uno spazio di Banach € uno spazio normato completo rispetto alla topologia
indotta dalla norma. Esempi noti di spazi di Banach sono evidentemente gli spazi
normati finito dimensionali e gli spazi di Lebesgue LP, per p € [1,+400], gli spazi di
Sobolev W¥P con k € N e p € [1,+0o0].

Esercizio 6.0.1. Sia o € (0,1) e consideriamo l’insieme delle funzioni a-holderiane
sull’intervallo [a,b] € R

€O (at) = £ € Olla, ) [flai=sup D =IO < o
Ty |x Z/‘
1. Mostrare che [f]|o & un seminorma;
2. Provare che C%%([a,b]) & denso in C([a,b]);

3. Mostrare che
[ fllcoe = | flloo + [fla

¢ una norma e che rende C%*([a,b]) uno spazio di Banach;
4. Provare che dato r € [a,b] la funzione g.(x) = |z —r|* & in C¥*([a,b]);

5. Provare che per ogni r # s
[gr - gs]a > 2.

Da questo dedurre che C%%([a,b]) non ¢& separabile (ossia non ammette un
sottoinsieme numerabile denso).

In questa sezione vedremo alcuni risultati riguardanti la struttura degli spazi di

Banach e in particolare dei funzionali lineari su questi definiti.

6.1 Richiamo sugli operatori lineari

Siano X e Y due spazi vettoriali topologici (ossia spazi vettoriali in cui la topologia
rende continue le operazioni di spazio vettoriale), F': X — Y & un operatore lineare
da X in Y se

F(azx + By) = aF(x) + SF(y) Va,3eR z,yec X.
Indichiamo con £(X,Y) lo spazio degli operatori da X a Y lineari e continui.

Definizione 6.1.1. Siano X e Y due spazio normati un operatore T : X — Y si
dice limitato se esiste M > 0 tale che

I1F@)ly < Mlz|x  VzeX.

87
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Proposizione 6.1.2. Siano X e Y spazi normati e F': X — Y lineare. Allora le
sequenti affermazioni sono equivalenti
i) T é continuo
ii) T é continuo in 0
iit) T é limitato
La dimostrazione di questa proposizione dovrebbe essere nota ed ¢ lasciata per
€esercizio.

A questo punto si puod introdurre una norma operatoriale per F' € £(X,Y), con
X e Y normati

F(x Y
1Flloor =sup @Y 0 i R@)ly = swp [P @)y
w#0  lzlx a0, jex<t lallx =1

Proposizione 6.1.3. Siano X eY spazi normati e sia Y di Banach, allora L(X,Y)
e uno spazio di Banach.

Dimostrazione. Sia F, una successione di Cauchy in £(X,Y’), quindi per ogni € > 0
esiste 1 € N tale che per ogni n,m > n si ha ||F, — Fi| £(x,y) < & Quindi

[Fn(z) — Fu(z)|ly <ellzllx Ve X.

In particolare per ogni x € X la successione F,(x) ¢ di Cauchy in Y e quindi
converge a un qualche F(z) in Y. E facile verificare che F(x) cosi definito ¢ in

N

lineare e limitato e quindi in £(X,Y’). Infatti si ha che si ha che [|Fy|zx,y) €
limitata e quindi

[E () [ly = lim [[Fo(2) [y < Tminf [[Fof| 2x v llz]lx < Mjzflx

Infine se x € X con ||z||x =1 si ha che per ogni n > n

|Fa(x) = F@lly = lm [|Fy(@) = Fe)ly < lmninf | Fy = Fullegxyy < <.

m——+00
e quindi [|F, — Fllz(x,y) < € per ogni n > 7. O

In particolare il duale X’ = £(X,R) di uno spazio normato ¢ sempre uno spazio
di Banach con norma

F(z
1Pl =sp 29—y P@) = s P
w20 [Zllx a0, allx<1 240, ||z x <1

Ricordiamo che grazie al teorema di rappresentazione di Riesz sugli spazi di
Lebesgue si ha (L) = L con p € (1,+0) e % + ]% =1, (L') = L>, mentre
vedremo che L' C (L) !

!Come gia visto si usano indifferentemente (se non da adito ad ambiguita) le notazioni

<f,.’L'> o <f7x>X’,X o f(x)v

per indicare I’azione su = di un elemento f € X' (ci si riferisce a (-, ), come 'applicazione di dualita
in X).
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6.2 Teoremi di Hahn Banach

Il primo risultato che vediamo riguarda la possibilita di estendere funzionali lineari
definiti su sottospazi.

Definizione 6.2.1. Sia X uno spazio vettoriale e p: X — R.

i) p € positivamente 1-omogenea se

plaz) = ap(zx) VaeR a>0 Vze X;

ii) p é subadditiva se

plx+y) < plx)+py) Vr,y € X.

Osserviamo che se p € positivamente 1-omogenea allora p(0) = 0. Inoltre p &
positivamente 1-omogenea ¢ subadditiva se e soltanto se p ¢ convessa (la verifica &
facile ed ¢ lasciata per esercizio).

Se X = R™ e M un suo sottospazio, ¢ facile estendere un funzionale lineare
definito su M a un funzionale lineare definito su tutto R", basta infatti definirlo
arbitrariamente sulle direzioni ortogonali a M (per esempio 0 se non vogliamo far
crescere la norma). In uno spazio infinito dimensionale questa operazione € piu
delicata, ma & possibile grazie al teorema di Hahn-Banach.

Teorema 6.2.2 (di Hahn Banach). Sia X uno spazio vettoriale e sia p : X — R
una mappa positivamente 1-omogenea e subadditiva. Se G C X & un sottospazio di
X eg:G — R é un funzionale lineare che verifica

g(x) < p(z) red,

allora esiste un funzionale lineare f : X — R tale che f(x) = g(z) per ogni x € G
(ossia f estende g) e

fx)<plz) zeX.

Osservazione 6.2.3. Notiamo che applichiamo il teorema a uno spazio normato X
eg: G — R, lineare e continuo, con p(x) = ||g||cr||x||x otteniamo una estensione f
di g che verifica

f@) <lgllelzllx  VozeX.

E facile vedere quindi che f & continuo e verifica ||f|x = ||gllar, ossia abbiamo
esteso g a tutto X senza aumentare la morma.

Dimostrazione. La dimostrazione del Teorema di Hahn Banach si basa sul Lemma
di Zorn. Per le dimostrazioni di entrambi rimandiamo a [?], Teorema 1.1 e Lemma

I.2. O

Vediamo alcune altre notevoli conseguenze del Teorema di Hahn Banach in forma
analitica, per gli spazi normati.

Corollario 6.2.4. Indichiamo con L>®(Q) e L'(Q) gli spazi di Lebesque in Q C R™
rispetto alla misura di Lebesque. Allora (L=°(Q)) 2 LY(Q).
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Dimostrazione. Non & restrittivo supporre  limitato. Sia F': C(Q) — R tale che
(F.9)=9(0) VgeC(Q).

Allora
I(F, g)] < sgp\g\ = |glloo -

Ora grazie al Teorema di Hahn Banach (e I’Osservazione ??), possiamo estendere F
aun F € (L>(Q)) tale che

(P, 9)] < llgloc -

Supponiamo ora che esiste una funzione h € L(Q) tale che
<F,g>:/ghd:ﬂ VgeL*(Q).
Q
Scegliendo g(z) = gi(z) = e *I*|, poiché g, € C(Q) si ha

L= (Fo) = (Fugw) = [ e lha)do,
Q
ma, questa ¢ una contraddizione perché il membro destro di questa formula tnde a
zero per k che tende all’infinito, grazie al Teorema di Convergenza Dominata. [
Esercizio 6.2.5. Trovare uno spazio di misura (2, 1) in cui (L°°(Q, p)) = LY (, p).

Corollario 6.2.6. Se X ¢ uno spazio normato e X # {0} e xg € X, allora esiste
f € X' tale che || f|lx =1 e f(xo) = ||xol|x-

Dimostrazione. Prendiamo p(x) = ||z||x e definiamo su G = zoR = span{zo}
il funzionale lineare g(tzp) = t||xo||x. Utilizzando il teorema di Hahn Banach
(Teorema ?7?) troviamo f € X’ tale che f(txg) = g(txo) = tllzollx, e quindi
|f(tzo)| = |[txo||x, e che soddisfa f(x) < |z||x. In particolare f(zo) = ||zo|lx
da cui si deduce anche che || f||x = 1. O

Come conseguenza di questo corollario e facile provare che per ogni x € X si ha

z||lx = max |[f(x)].
] ||f||x/S1| (z)|

Notare che questo ¢ un risultato mentre la formula che da la norma del duale

[fllxr:= sup |f(z)]

Izl x <1
€ una definizione. In generale non & vero che il sup in questa formula sia raggiunto.
Esercizio 6.2.7. Consideriamo il sottospazio di C([0,1])
X ={ueC’([0,1]) : u(0) =0}

e definiamo

Mostrare che non esiste alcuna funzione in X per la quale la norma ||F|x: é
raggiunta da |F(u)|/||u||oo-
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Esercizio 6.2.8. Dato X normato e xg € X.
1. Se zg # 0, esiste fo € X', con [|follxr =1 e f(x0) = |0l x;
2. Se f(xo) =0 per ogni f € X', allora zo = 0;

3. Diciamo che uno spazio normato € strettamente convesso se per ogni x,y € X,
conz #y ezl =yl =1 si ha che | 52| < 1. Mostrare che L* e L> non
sono strettamente concessi;

4. Provare che se X' ¢ strettamente convesso allora l’elemento fo del punto 1) é
UNLCO.

5. Mostrare un esempio di uno spazio X in cui l’elemento fo del punto 1) non é
UNLCO.

Corollario 6.2.9. Sia X uno spazio normato e G un suo sottospazio chiuso proprio.
Consideriamo xg € X \ G tale che dist (zg,G) = § > 0%. Allora esiste f € X' tale

che [[fllx =1, fi, =0 e f(zo) = 9.

Dimostrazione. Scegliamo ancora p(z) = [|z[|x. Conderiamo G = G + 2R e defi-
niamo g(z +tzg) = td. Ovviamente g & lineare in G e non nulla (infatti g, = 0 ma
9(z0) =6 > 0).

Inoltre, usando che dist (zg, G) < ||zg — y|| per ogni y € G,

T
g(x +txg) = to < |t]||zo + ¥|| = ||z + tzo|| = p(z + txo) .

In particolare g ¢ continua e ||g||z < 1. Proviamo che ||g||z = 1. Poiché G ¢ chiuso
(e quindi 6 > 0), per ogni € > 0 esiste z. € G tale che ||xg — zc|| < (1 +¢), da cui
abbiamo che

<1

d(14+¢) o(1+¢)

H Zo Te

e quindi

Te n o 1
I\750+e) "o(1re)) 1+e
Quindi ||g]| > 1/(1 + €) e grazie all’arbitrarieta di € si conclude che ||g|| = 1. Allora

applicando il Teorema di Hahn Banach troviamo f € X’ con le proprieta richieste.
O

Il Teorema di Hahn Banach fornisce anche una importante caratterizzazione degli
insiemi densi di uno spazio normato.

Esercizio 6.2.10. Provare il sequente enunciato:
Sia X normato e M un suo sottospazio.
Allora M ¢ denso se e solo se per ogni f € X' tale che Sy =0 st ha f=0.

Il funzionale ottenuto attraverso il Corollario ?? in un certo senso ¢ ’equivalente
della proiezione in uno spazio di Banach.

Vediamo ora un’altra forma del Teorema di Hahn Banach che afferma che due
convessi disgiunti possono essere separato da un iperpiano. Questo € un fatto in-
tuitivo in un contesto finito dimensionale e si puo dimostrare senza alcuna ulteriore

2La distanza di un punto da un insieme & definita come dist (z9, G) := infseq ||zo —||. Mostrare
che sotto le ipotesi del Corollario ?? si ha dist (0, G) > 0.
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ipotesi se non la convessita (vedi Esercizio ?7), mentre in un contesto generale richie-
de alcune ipotesi topologiche sugli insiemi. Questo risultato ha molte conseguenze
importanti in analisi.

Definizione 6.2.11. Un iperpiano affine in X (spazio vettoriale normato) é il

sequente insieme
H={zreX f(z)=a}=[f=q]

per qualche f: X — R lineare con f #0 e a € R.

Esercizio 6.2.12. Dato f : X — R lineare e « € R. [f = ] é chiuso se e solo se
f € continua

Definizione 6.2.13. Siano A, B C X. Diciamo che un iperpiano [f = «] separa in
senso largo i due insiemi A e B se

flz)<a VzeA e flyy>a VyeB.

Diciamo che un iperpiano [f = «] separa in senso stretto i due insiemi A e B se
esiste € > 0 tale che

flz)<a—e VzeA e flyy>a+e VyeB.

Esercizio 6.2.14 (Funzionale di Minkowski o Gauge di C'). Sia X normato e C C X
un convesso aperto con 0 € C. Il funzionale di Minkowski di C ¢ dato da

pc(x):inf{r>0:§60} reX.
1. Provare che l'insieme su cui si fa l'inf € non vuoto;
2. Mostrare che pc é positivamente 1-omogeneo e subadditivo su X ;
3. Provare che esiste M > 0 tale che 0 < pc(z) < M||z||x;
4. Provare che pc(z) <1 <=z € C.

Nota: Questo esercizio é un risultato che sta su [?].

Esercizio 6.2.15. Sia X normato e C C X convesso aperto con 0 € C. Assumiamo
che C = —C (ossia C sia simmetrico) e che C' sia limitato. Provare che pc é una
norma equivalente a || - || x.

Esercizio 6.2.16. Sia X = C([0,1]) con la norma del sup, || f|loc = sup,ejo,1) | f(2)]-
Per ogni p € (1,+00) consideriamo

C—{feX: /1\f\pdm<1}.
0

1. Provare che C' ¢ aperto, simmetrico e convesso;
2. E limitato?
3. Calcolare po. E equivalente a || - ||oo ?

Lemma 6.2.17. Sia C C X, C # () aperto convesso e sia v € X \ C. Allora esiste
f € X' tale che
f@) <flwo) Vazel,

ossia [f = f(xo)] separa C e xy.
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Dimostrazione. La dimostrazione, con notazioni leggermente diverse si trova su [?7],
Lemma 1.3. ]

Questo risultato si puo estendere al caso di due convessi disgiunti nei due seguenti
modi.

Teorema 6.2.18 (Teorema di Hahn-Banach, I forma geometrica). Siano A e B due
sottoinsieme di X, convessi e non vuoti, con ANB = (). Supponiamo che almeno uno
dei due sia aperto, allora esiste un iperpiano chiuso che li divide (in senso largo).

Dimostrazione. La dimostrazione si ottiene applicando il lemma ?? a C = A — B e
si trova in [?], Teorema I.6. O

Teorema 6.2.19 (Teorema di Hahn-Banach, II forma geometrica). Siano A e B
due sottoinsieme di X, convessi e non vuoti, con AN B = (. Supponiamo che A
sia chiuso e B sia compatto, allora esiste un iperpiano chiuso che li divide in senso
stretto.

Dimostrazione. La dimostrazione si ottiene applicando il Teorema ?? a A’ = A— B
(notando che grazie alle ipotesi & chiuso) e B’ = B(0,e) C (A")°. E lasciata per
esercizio, ma trova per esteso in [?], Teorema I.6. ]

Osservazione 6.2.20. In generale, in dimensione infinita, non si possono separare
due convessi disgiunti con un iperpiano se non si fa qualche ipotesi topologica (vedi
Esercizio 77 ), mentre é sempre possibile in dimensione finita (vedi Esercizio ?7).

Esercizio 6.2.21. Per ogni a € R considerare linsieme di L*([—1,1])
Co:={f¢€ L*([-1,1]) : continua e f(0) = al .

Mostrare che Cy € un convesso né aperto, né chiuso. Che per ogni o Cy, € denso
in L?([=1,1]). Dedurne che se a # 8 Co e Cg mon possono essere separati da un
iperpiano chiuso.

Esercizio 6.2.22. Sia X uno spazio vettoriale normato di dimensione finita. Sia
C € X non vuoto, convesso tale che 0 ¢ C.

1. Scegliere un insieme {x, : n € N} C C denso in C (perché esiste?). Per ogni
n Poniamo

n
C’n:co{xl,xg,...,:vn} = {x:Ztixi L eER >0 th‘:1} .
=1 i

Mostrare che C,, ¢ compatto e che U,C,, & denso in C.
2. Provare che esiste f, € X' tale che ||fullx' =1 € (fn,z) > 0 per ogni x € C,,.
3. Dedurre che esiste f € X' tale che ||f||xr =1 e (f,z) >0 per ogni x € C.

4. Concludere che dati comunque due insiemi convessi disgiunti A e B in X,
esiste un iperpiano chiuso che li separa (senza ulteriori ipotesi su A e B).

Concludiamo questa parte sulle conseguenze del Teorema di Hahn Banach, con
qualche cenno del suo ruolo nei teoremi di rappresentazione degli spazi duali. In
partiolare vogliamo dare un’idea di come si ottiene che il duale delle funzioni continue
in un compatto € uno spazio di misure finite sul compatto.
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Teorema 6.2.23. Sia K compatto. Allora (C(K)) = M(K). Ossia per ogni
T € (C(K)) esiste un'unica p € M(K) tale che

1T} = [l (K)

e viceversa, per ogni u € M(K)

T(p) = /K pdu e C(K) (6.1)

definisce un elemento del duale di C(K).

Dimostrazione. La dimostrazione nel dettaglio di questo risultato & piuttosto tecnica
e usa vari risultati di teoria della misura. Diamo pero un idea da dove nasce questa
identificazione. Un verso, ossia che (??) definisca un elemento di (C(K))’, & facile
(ed & lasciato per esercizio). Per mostrare il viceversa fissiamo T' € (C(K))’. Poiche
C(K) C B(K) (dove con B(K) intendiamo lo spazio delle funzioni limitate, definite
puntualmente, munito della norma del sup), allora, grazie all’Osservazione 77, si
pud estendere T' a un funzionale T € (B(K))’ tale che ||T|| = ||T||. Allora, per ogni
boreliano E C K, possiamo definire

AE) =T(xe)-

In questo modo A ¢ una funzione di insieme che verifica |A(E)| < ||T']|. Inoltre
usando la linearitd di 7' si ha che se By N Ey = 0,

ME1 U Ey) = M(Ey) + A\(Bs),

ossia A € una misura finitamente additiva. Esattamente come si fa per le misure di
Borel o-additive si puo definite I'integrale rispetto a A di una funzione semplice f

/ fdA V f € B(K) f semplice
K
e quindi per approssimazione, usando la continuita di T si ottiene

T<f>=T<f>=/deA v feC().

Si puo concludere mostrando, con un argomento di teoria della misura che permette
di regolarizzare la misura A\ rendendola o-additiva senza pero variare 'integrale
delle funzioni continue. Ossia si puo in effetti trovare una misura v € M(K) con
IV|(K) = ||T|| e tale che

T(f):/de)\:/dey V feC(K).

6.3 Uniforme limitatezza

In questa sezione tratteremo una importante proprieta delle applicazioni lineari tra
spazi di Banach (il principio di uniforme limitatezza). Di nuovo come vedremo con il
prossimo esempio questa ¢ una proprieta molto naturale in R™, che in un opportuno
senso si estende anche agli spazi normati in generale.
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Esempio 6.3.1. Supponiamo di avere una famiglia {T;}icr di applicazioni lineari
T; : R? — R. In particolare abbiamo una famiglia di vettori {bi}ier C R? tale che
Ti(x) = b; - & per ogni x € R2. Supponiamo che

sup |T;(x)| < +o00 reR?. (6.2)

Da questo possiamo dedurre che

sup || T3] = sup [[bi]] < +o0. (6.3)

Infatti applicando (?7) ai vettori della base di R? si ottiene che esistono My, My > 0
tali che
bl <M e [B2<My, Viel,

da cui si conclude Uuniforme limitatezza delle b;, ossia (77).

L’equivalente per spazi infinito dimensionali di questo fatto illustrato nell’esem-
pio e il Teorema di Banach-Steinhaus.

Teorema 6.3.2 (Teorema di Banach Steinhaus). Siano X uno spazio di Banach e
Y wuno spazio normato e sia {T;}icr una famiglia (non necessariamente numerabile)
di operatori in L(X,Y), lineari e continui. Supponiamo che

sup || T;(x)[ly < +o0 reX. (6.4)
7

Allora
sup |3l £ (x,y) < +00, (6.5)

ossia esiste C' > 0 tale che
[Ti(x)[ly < Cllzllx  zeX
e quindi T; sono equi-limitati e equi-continus.

Osservazione 6.3.3. La condizione di limitatezza puntuale (??) equivale a richie-
dere che per ogni x € X esista M, > 0 tale che

sup (| T;(z)[ly < M.
(]

1l teorema dice che queste costanti sono equi-limitate se x sta in un insieme limitato
e questo basta per stimare la norma di T; (ossia da una stima puntuale deduciamo
una stima uniforme).

La dimostrazione del Teorema di Banach-Steinhaus (per la quale si deve vedere
[?], Teorema II.1) fa uso essenziale del Lemma di Baire che qui riportiamo e per la
cui dimostrazione rimandiamo a [?], Lemma IL.1.

Lemma 6.3.4. Se X # () ¢ uno spazio metrico completo e {X,}n sono dei chiusi
tali che Int(X,,) = 0 per ognin € N, allora Int(U, X,,) = 0.

Osservazione 6.3.5. Rifrasando il Lemma sopra enunciato si puo mostrare che la
tesi del Lemma ¢ equivalente a dire che se X = U,X,, con X,, chiusi, allora esiste
ng € N tale che

Int(X,,) # 0.

Ossia uno spazio metrico completo & di seconda categoria di Baire
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Vediamo ora qualche corollario importante (per il seguito) del Teorema di Banach
Steinhaus.

Normalmente il limite puntuale di mappe continue non & continuo, mentre il
Teorema di Banach Steinhaus garantendo 1’equicontinuita ha come conseguenza che
questo & vero per le mappe lineari.

Corollario 6.3.6. Siano X eY due spazi di Banach. Sia {T,,} C L(X,Y). Suppo-
niamo che per ogni x € X si abbia che T, (x)converge a qualche T'(x), allora

1. sup,, | 1ol g(x,y) < +00;
2. TeL(X,)Y);
8T ex,yy < liminfyeo [|Tnllzix,y)-

Dimostrazione. La dimostrazione ¢ un’immediata conseguenza del Teorema di Banach-
Steinhaus. Per i dettagli si veda [?], Corollario II.2. O

Particolarmente interessante per noi sara ’applicazione di questi risultati al caso
in cui X sia un Banach e Y = R, in questo modo quindi deduciamo proprieta di
successioni di elementi nel duale di X, X'.

Esempio 6.3.7. Consideriamo la funzione f : R — R 1-periodica data da f(x) =
X[O,%)(x) per x € [0,1). Definiamo quindi fx(z) = f(kx). Sappiamo che

1
Ti(p) = /0 fupds Vg e I3((0,1))

¢ un’applicazione lineare e continua in L?((0,1)) e abbiamo gia visto (Lemma 3.3.4)
che verifica

1
Te) = [ eda=Tl)  VpeCm(0.1).

Usando la densita di C°((0,1)) in L2((0,1)) si ha

1t _ )
Te) =g | edr=iTe)  VoeIX(0.1).

E facile verificare in questo esempio che la tesi del Corollario 7? ¢ verificata e in
particolare che il punto 3. ¢é verificato con la disuguaglianza stretta (la verifica é
lasciata per esercizio).

Esercizio 6.3.8. Provare che se f, f € L*(Q), con Q C R™ verificano

/fkgdw%/fgda? VgeL*Q)
Q Q

li =
Jim il = 1711

allora fi, converge a f in L?(12).

Corollario 6.3.9. Sia G ¢ uno spazio di Banach e B C G. Supponiamo che per
ogni f € G, f(B) sia limitato. Allora B ¢é limitato.
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Dimostrazione. Segue direttamente dal Teorema (?7) applicato a X = G’ e I = B
(si veda [?], Corollario I1.3 per i dettagli). O

In altre parole il Corollario ci dice che la limitatezza di un insieme & garantita se
¢ limitata la sua immagine attraverso tutti funzionali lineari (questo in dimensione
finita ¢ immediato e coincide con la limitatezza delle componenti). Si noti che un
criterio di limitatezza “duale” vale anche per sottoinsiemi di G, ossia B’ C G’ &
limitato se Ugep/{f(x)} € limitato in R (non fatto a lezione, ma reperibile su [?],
Corallario 11.4).

Vediamo altre due importanti conseguenze del Teorema di Hahn Banach che sono
vere solo sugli spazi di Banach (mentre ricordiamo che il Teorema di Hahn Banach
non si applica al caso generale di spazi vettoriali).

Definizione 6.3.10. Siano X e Y due spazi topologici. Diciamo che una mappa
f: X =Y ¢ aperta se per ogni U C X aperto, si ha che f(U) é aperyo in'Y .

Teorema 6.3.11 (Teorema della mappa aperta). Siano X e Y due spazi di Banach
esiaT e L(X,Y). Allora

T é surettiva = T ¢ aperta

Osservazione 6.3.12. Notiamo che la tesi del teorema della mappa aperta é banal-
mente verificata se X =R"™ e Y = R™ (ossia in dimensione finita). Da caso finito
dimensionale si capisce pero che la linearita e importante per concludere (si pensi
infatti a f : R — R data da f(x) = 2® — x che manda (—o0,0) in (—oo, 3%/3])

Osservazione 6.3.13. La proprieta di T : X — Y di essere una mappa aperta &
equivalente a dire che

36 > 0 tale che  B(0,6) C T(B(0,1)). (6.6)

Mostriamo che (??) implica che T ¢ aperta. Infatti se U ¢ aperto in X, fissiamo
y € T(U). Allora esiste x € U tale che y = T(x) e esiste € > 0 tale che B(x,e) C U,
perché U ¢ aperto. Quindi da (?7) si ha che

T(U) 2 T(B(x,¢)) = T(z) + T(B(0,¢))
T(x)+eT(B(0,1))

D T(x)+ B(0,e0) = B(y,e0) .

Da cui si deduce che T'(U) é aperto.
Viceversa se T ¢é aperta, in particolare T(B(0,1)) é aperto (e contiene 0), da cui
st deduce immediatamente (77).

Corollario 6.3.14 (Teorema dell’operatore inverso). Siano X e Y due spazi di
Banach. Sia T € L(X,Y) e supponiamo che T sia biettiva. Allora T~ € L(Y, X)
(0ssia é continua,).

Dimostrazione. B un’immediata conseguenza del Teorema delle mappa aperta. [J

Dimostrazione del Teorema della mappa aperta. Per prima cosa osserviamo
che T'(B(0,1)) & un insieme convesso. Infatti la palla B(0,1) & convessa in qual-
siasi spazio normato (la cosa ¢ di facile verifica) e grazie alla linearita di T" anche
T(B(0,1)) & convesso.
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Dividiamo la dimostrazione in due passi.
Passo 1: Mostriamo che esiste ¢ > 0 tale che
B(0,0) C T(B(0,1)). (6.7)
Poiche T & una mappa suriettiva si ha che
7B - v
keN

Gli insiemi X3 = T'(B(0,k)) sono chiusi e Y & uno spazio di Banach, quindi per
il Teorema di Baire si ha che esiste kg € N tale che Int (T'(B(0,kg))) # 0. Quindi
esiste yo € Int (T'(B(0, ko))) e esiste > 0 tale che

B(yo,r) CT(B(0,ko))

e quindi dalla linearita di T si ha

”
Bly, ) € T(B(O,1)).
0
Sempre usando la linearita ¢ facile convincersi che —yo € T(B(0,1)) e che quindi

r
ko

B(0, >=mmé9—%gﬂmam+Twmn»

Da cui usando la concessita di T/(B(0, 1)) si ottiene
r ——
—) CT(B(0,1)).
3) € TB0.1)
T

Che conclude il primo passo ponendo o = T

B(0

Passo 2: Proviamo che o
'2
Scegliamo yy € B(0,0) allora grazie al Passo 1 esiste 29 € B(0,1) tale che yy —
T'(x0) € B(0,%) e quindi 2(yo — T'(20)) € B(0,0). Procediamo cosi induttivamente
e costruiamo due successioni y, € B(0,0) e z, € B(0,1) tali che

2(yn — T'(zn)) € B(0,0) € Ynt1 = 2(yn — T'(2)) -

In particolare se ha 27" 1y, 1 = 27"y, — T(27"xy,).
Sommando per n da 0 a m si ottiene

B(0,2) C T(B(0,1)). (6.8)

m
T (Z 2_”35”) =90 — 2" YY1 = Yo sem — +o0.
n=0

Ora poiché z,, € B(0,1) allora la serie > 27", converge totalmente e allora suc-
cessione delle somme parziali s, = Y -2 "z, ¢ di Cauchy, quindi, poiché X &
completo, & convergente a s € X. Poiché ||z,|| < 1 si ha quindi che [|s|| < 2. Dato
che T'(s) = yo (e yo € stato scelto arbitrariamente in B(0, o) otteniamo che

B(0,0) CT(B(0,2))

da cui concludiamo (?7).

Viceversa il fatto che una mappa aperta e suriettiva e una facile conseguenza della
caratterizzazione data nell’Osservazione ?7. Infatti da (?77?) segue che T'(B(0,k)) 2
B(0,kd) per ogni k € Ne quindi T'(X) D Y. O
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Osserviamo che abbiamo usato la completezza sia di X che di Y facendo cadere
una di queste due si possono costruire dei controesempi. Con il seguente esempio
mostriamo che non possiamo rinunciare alla completezza di Y (un esempio in cui
cade la completezza di X si trova tra gli esercizi).

Esempio 6.3.15. Sia X =(>*° ={z:N— R : sup, |z,| < oo} e sia

Y ={yel>®: sup(n+1)|z,| < oo},
n

entrambi muniti della norma del sup. Notare che Y mon é completo, infatti consi-
deriamo y = {ﬁ}n e la successione yF = Zizl en/v/n, dove e, & la successione
di elementi tutti nulli tranne l’ennesimo che € 1. Questa successione é di Cauchy e
converge a y, may ¢ Y.

Prendiamo ora l'operatore T : X — Y dato da

1

(Tx), = n+1xn.

St verifica facilmente che T é continua e biunivoca, ma che non esiste § > 0 tale
che By (0,0) = B(0,0) NY che é contenuta in T(B(0,1)). Infatti per ogni § > 0
y = gek € B(0,6), ma T (y) = (n + 1)%en non appartiene a B(0,1) per ogni n
grande abbastanza.

Vediamo un’altra conseguenza interessante del teorema della mappa aperta.

Proposizione 6.3.16. Sia X uno spazio vettoriale munito di due norme ||-||1 e |||,
e supponiamo che entrambe le norme rendano X uno spazio di Banach. Supponiamo
che esista C' > 0 tale che

lzll2 < Cllz|]1 VzelX. (6.9)
Allora le due norme sono equivalenti.

Dimostrazione. Infatti se T = Id : (X, || - |l1) — (X, || - |l2), questa & ovviamente
lineare, e grazie a (?7?7) ¢ continua. Dalla suriettivita quindi deduciamo che esiate
0 > 0 tale che

By(0,9) C T(B1(0,1)),

da cui si deduce che
1
|zl < <llz|l2 Ve X.

Dato un operatore T': X — Y il grafico di T' ¢ dato da
Graph(T) := {(z,Tz) : € X}.

Teorema 6.3.17 (del Grafico Chiuso). Siano X e y due spazi di Banach e sia
T:X —Y lineare. Allora

Graph(T') é chiuso in X xY <= T é continuo.
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Dimostrazione. Osserviamo per prima cosa la topologia prodotto in X x Y € indotta
dalla norma ||(z,y)| = ||z||x + ||ylly e che GraphT & chiuso in X x Y se e soltanto
se r, — x e Tx, — y implica che Tx = y. Da questo segue banalmente che la
continuita implica che il grafico € chiuso.

Proviamo il viceversa. Muniamo X delle norme

[zl = lzllx + [[Tx]ly  (norma del grafico e [lz]l2 = [l x-

Chiaramente ||z||2 < ||z||1. Inoltre usando che il grafico chiuso e la sua caratteriz-
zazione datta all’inizio della dimostrazione si ottiene che X & completo rispetto alla
norma || - ||;. Quindi grazie alla Proposizione ?7 si ha che esiste ¢ > 0 tale che

ITzlly <zl < cllzfx

e quindi 7" e continua.
O

Esempio 6.3.18. Siano X = C1([0,1]) e Y = C([0, 1]) entrambi muniti della norma
del sup. Notare che X mnon e completo rispetto alla norma del sup. Consideriamo
la mappa T : X — Y data da Tf = f'. E facile vedere che il grafico di T é
chiuso, infatti se f, converge F uniformemente e f converge a g uniformemente,
allora g = f'. La mappa T non é continua (trovare per esercizio una successione
di funzioni derivabili in [0, 1], uniformemente limitate e le cui derivate non sono
uniformemente limitate).



Topologie deboli

Questo capitolo & dedicato a studiare le topologie debole in spazi di Banach e a
individuarne le sue proprieta di compattezza.

7.1 Convergenza debole in L”: Introduzione

Abbiamo gia anticipato che una successione fj converge debolmente in LP(Q) a f,
con p € [1,400), se

/ frgdxr — / fgdx Vge LPI(Q). (7.1)
Q Q

Con il Lemma 3.3.4, e gli Esercizi 3.3.6 e 3.3.5 abbiamo visto che le successioni
oscillanti in generale convergono debolmente ma non fortemente, mentre e facile
vedere che una successione che converge nella topologia indotta dalla norma in L?,
allora converge nel senso di (77?).

Esercizio 7.1.1. Sia p € [1,+00). Provare che se fi converge a f in LP(Q), ossia
converge in norma, allora converge debolmente in LP(QQ) a f, ossia verifica (77).

In altre parole ci sono piu successioni convergenti debolmente che successioni
convergenti in norma. Ci aspettiamo quindi, che avendo una nozione di convergenza
piu debole sia piu facile avere buone proprieta di compattezza.

7.1.1 Successioni oscillanti

Proviamo in generale un risultato sulle successioni oscillanti illustrato nell’Eserci-
zio 3.3.6.

Lemma 7.1.2. Sia f : R" — R una funzione [0, 1]"-periodica (ossia tale che f(x +
z) = f(x) per ogni x € R"™ e per ogni z € Z"), con f € L} (R™), con p € [1,+00).
Definiamo la successione

fr(@) = f(kx) .

Denotiamo che f = le(o) f(z)dz la media di f sul cubo Q@ = @Q1(0) centrato in 0
di lato 1.

1. La successione fi, converge a [ in D’;

2. La successione fi, converge debolmente in LP(Q) alla media di f, ossia a f,
ossia dato Q. CC R”

/fkgdx%f/gdx VgELpl(Q),
Q Q

con%—i—}%:l, sep>1,ep =+oc0 sep=1.

101
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Dimostrazione. La dimostrazione del punto 1) ¢ uguale a quella gia vista nel caso
uni-dimensionale nel Lemma 3.3.4. Basta infatti prendere ¢ € D con suppy C
Qn(0), con N € N e riscrivere, usando un cambio di variabili

fkwda:—/ fly dy— > ]jn/Ql(i) fye (%) dy

i€Z"NQr N (0)

TEE () > o0 (D)o (3) ]

zGZ" 1EL™
k k
IF+ 1k

La prima somma I f , & data da f moltipliacto per le somme di Riemann di ¢ e
quindi converge a f [ ¢dz. La seconda somma va a zero per k — co. Infatti

sl )~ ()

1EL™

n SUPIV@\ N = 1121 (@) sup [Vl N,

(7.3)

<[ fllzr ) )

che tende a zero per k — oo.

Ora per dimostrare 2) usiamo la densita delle funzioni C2°(2) in L¥ (Q) per
p' < 400 (e quindi p > 1). Il caso p = 1 verra recuperato alla fine. Infatti data
g € LY (Q) sia g, € CX(Q) tale che ||gn, — gHLp/(Q) — 0 se m — oo. Poiché
gm € C2°(9) sappiamo che

lim/fkgmdzvzf/ gm dx . (7.4)
k—o0 J Q

Quindi

‘/kagdx—f/ggdw

s/ Fillg = gl da
(9]

+’/ fkgmdw—f/gmdx
Q Q

< el = ol +| [ Segmdz = 7 [ amis

+|f|/ gm — gl da
Q

— 1
+ [f1m(2)7 lgm — 9ll o7 (@)
(7.5)

Ora se 2 C @ possiamo stimare la norma il L? di f; con

1
Il = [ VfePdo = [ 1gpde=nn [ jfpae.
QN QN Q1

Quindi abbiamo che
f;’J/ fkgnde'_ fu/agnzdm
Q Q

da cui si conclude facendo prima il limite per k& — oo e poi il limite m — oc.
Notiamo che non avremmo potuto usare lo stesso metodo nel caso p = 1 poiché
C2° non & denso nel duale di L', ossia non & denso in L™ con la norma del sup. Per

gio = [ gio T Cllgm — 9ll gy s




7.1. CONVERGENZA DEBOLE IN L”: INTRODUZIONE 103

provare ora il risultato nel caso p = 1 adottiamo un metodo di troncatura. Ossia

data f € L}OC(R”) 1-periodica, per ogni M > 0 consideriamo la funzione troncata
Ty f(x) = f(z) NMV (=M).

La funzione Ty f ora appartiene a L e quindi L} (R™) per ogni p. E anche facile
verificare che

(Tar )k = T (fr) -

Quindi usando il passo precedente abbiamo che Th/(fx) converge debolmente in LP
alla media della funzione troncata, ossia a

Fur :=/1TMfdx.

Ora grazie al teorema di convergenza dominata si ha che T} f converge in Lllo (R™)
a f per M — oo (infatti [T f| < |f)]), quindi per ogni g € L>(2) si ha

‘/kagdx—f/ggdx < ’/kagdx—/QTMfkgdx

+|/QTMfkgd$—fM/di:U +‘fM/QQde—f/dim .

Si conclude facendo il limite per k — 0o e poi per M — oo (i dettagli sono lasciati
per esercizio). ]

Osserviamo che la dimostrazione del Lemma di Riemann Lebesgue si poteva fare
anche usando il fatto che se la funzione test g € la funzione caratteristica di un cubo
Q@ allora l'integrale di fj, su @, per k grande si approssima bene con la media di f
per la misura del cubo Q. In altre parole la convergenza debole si fa “a mano” sulle
funzioni test che sono funzioni caratteristiche di cubi. Quindi si deduce passando
per linearita alle funzioni semplici e quindi per densita a tutte le funzioni test in L.
L’esercizio che segue chiarisce questo punto.!

Esercizio 7.1.3. Sia 1 <p < +o0 e ) C R" aperto. Consideriamo una successione

{frx} CLP(Q) e f € LP(Q), provare che

fe—=finl? << | feller <C /fkd:z:—>/fd:c VQ cubo C Q.
Q Q

7.1.2 Compattezza debole in L?
Il punto della questione & illustrato dal seguente esempio fondamentale.

Esempio 7.1.4. Consideriamo una successione f, limitata in L*(), con Q aperto
di R™, ossia tale che

sup [ fellr2(0) < +o0.

Proviamo che possiamo estrarre una sottosuccessione fi; e f € L?() tale che

lim fkjgdx:/ fgdx Vg e L3(Q),
Q Q

Jj—+o0o

"Maggiori dettagli di questa dimostrazione alternativa del Lemma di Riemann Lebesgue sono
stati dati a lezione
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ossia tale che fi; converge debolmente a f in L2
Dimostrazione. Poiché L? ¢ separabile (come d’altronde LP per 1 < p < +00), esiste
una famiglia numerabile {h1, ha, ...} di funzioni di L*(Q) densa in L*(Q).

Osserviamo che
’/ fnhl dx
Q

o . . 1
e quindi possiamo estrarre una sottosuccessione f,g ) tale che

< |l fnllz2llhallze < Cllhall 2

/ fohidz — L(hy)  |L(hy)| < Clhal|z2
[9]

Possiamo ripere questo procedimento e quindi estrarre, con un procedimento diago-
nale, una sottosuccessione f; di f, tale che per ogni h € {h1, ha, ...}

LhﬁM%LW LR < |l

E chiaro che per linearita possiamo estendere L a tutti gli elementi di span{hy, ho, ...} =:
G. Infatti se g € G, si ha che g = ZZJL Aihi e quindi

N
::jgﬁo/ fnygda = ZA ]ETOO/anjhi dx = ;AiL(m)

Osserviamo che é facile vedere che la definizione di L(g) non dipende dalla rappre-
sentazione di g che abbiamo scelto (vedere i dettagli per esercizio). Allo stesso modo
é facile convincersi che L cosi definito su G é continuo. Infatti

|L(g)| = lim

j—+oo

;gdz

< i || fo;lle2ll9llc2 < Cllgll-
J—+00

Ora poiché {hi,ha,...} ¢ denso in L*(Q) lo ¢ anche in G e quindi esiste un’unica
estensione di L
L:L*(Q) - R

lineare e continua, che verifica
/ fa,9dz — L(g)  Vge L*(Q). (7.6)
Q

Basta infatti osservare che per ogni e > 0 esiste g- € L?(Q) tale che ||ge — gllp2 < €
e |L(g) — L(g:)| < Ce e quindi

‘/anjgdx— ‘ ‘/ fngdx—/fn]geda:

+ ‘L — L(g.)

‘/ fn;9e dx — L(ge)

< o ll2llge — gllze + \ [ e~ Liga) |+ e

< ‘/ fnjgadx—f/(ga) +2C¢,
Q

con cui si conclude facendo il limite per j — 400 e e — 0.
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Ora grazie al teorema di rappresentazione di Riesz, esiste allora f € L*(Q) tale

L(g) = /Q fod

che grazie a (?77?) conclude la dimostrazione.

Osservazione 7.1.5. Osserviamo che il risultato illustrato in questo esempio (e che
di fatto ¢ il risultato fondamentale riguardo alla topologia debole, si sarebbe potuto
ottenere analogamente in LP(SY), per p € (0,4o00) (il cui duale LP () ¢ separabile),
ma non in LY(Q) (il cui duale ¢ L™= () che non é separabile).

Esempio 7.1.6. Si consideri per esempio la successione di mollificatori py(z) =
k"p(kz). Questa successione ¢ limitata in L'(R™) ma non converge debole (infat-
ti converge alla delta in 0 nel senso delle distribuzioni che sappiamo non si puo
rappresentare in forma integrale attraverso una funzione di L')

Quanto descritto nel caso di L? pud essere ottenuto in un contesto pit generale.

7.2 Convergenza debole in spazi di Banach

In questa sezione introdurremo le topologie deboli per gli spazi di Banach e le loro
principali proprieta.

Domanda 1: Se X ¢ un insieme, Y uno spazio topologico e ¢, : X — Y cona € A
(A un insieme di indici), qual’e la topologia 7 in X meno fine (ossia con meno aperti)
che rende continue tutte le mappe ¢,, a € A?

Osservazione 7.2.1. Evidentemente, per definizione di continuita, T deve contenere
tutti gli insiemi della forma o5 (V) con V aperto in Y e a € A.

Notiamo che piu ¢ fine la topologia e meno successioni convergenti ci sono (e
quindi piu ¢ difficile avere criteri di compattezza).

Domanda 2: Data una collezione S di sottoinsiemi di X, come si costruisce la
topologia meno fine che contiene S§7

Lemma 7.2.2. Se S C 2% (0ssia S ¢ una famiglia di sottoinsiemi di X ) e UyesV =
X, denotiamo con B la famiglia di insiemi ottenata facendo intersezioni finite di
insiemi di S

N
B:= {ﬂWk . NeN\ {0}, Wy €S, Vke {1,...,N}} .
k=1
Allora la famiglia degli insiemi ottenuta facendo le unioni qualsiasi di elementi di B

T::{UVa: Aunz’nsz’emeVaEBVaeA}U@.

a€cA

¢ la topologia (ossia é chiusa rispetto a unioni qualsiasi e intersezioni finite, ) € T
and X € 7) meno fine che contiene S (ossia tale che presa un’altra topologia 7/ O S
allora 7" D 7).
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Dimostrazione. La dimostrazione e lasciata per esercizio. O

Quindi B ¢ una base di intorni (e S una sottobase) per la topologia 7, meno fine
che contiene S.
In paricolare

N
Uer <= VazeU IWy,.,WyeStalichexe W, CU.
=1

Quindi, tornando alla domanda di partenza, la topologia meno fine che rende con-
tinue tutte le applicazioni ¢, : X — Y, a € A, & data dalla costruzione appena
esposta, scegliendo

S = {goc_yl(V) : Vapertodi Y, ,a € A} .

Osserviamo che ¢ facile generalizzare un po’ questi argomenti e considerare ¢, :
X =Y, a€ A, dove Y, sono spazi topologici (eventualmente distinti).

Proposizione 7.2.3. Sia {x,,} una successione in X e B la base di intorni generata
da o1 (V) al variare di V tra gli aperti di Y, (o eventualmente tra gli elementi di
una base di intorni di Yo ) e a € A, e sia T la topologia da questa generata. Allora

Ty 5 r* = pa(Tn) = pa(r*) Ya € A.
Dimostrazione. La dimostrazione si trova su [?], Proposizione III.1. O

Esempio 7.2.4. Se X = RY ossia l’insieme di tutte le successioni reali (X = {x :
x : N — R} ). Possiamo introdurre la topologia come spazio prodotto. Consideriamo
le mappe @r(x) = i (ossia il k-esimo elemento della successione x, questa non é
altro che la proiezione sulla k-componente). La topologia prodotto é la meno fine
che rende continue tutte le proiezioni. Quindi per quanto appena visto

WL = m,gn)%mz Vk e N.

Osserviamo che gli intorni di questa topologia sono molto grandi. Infatti sono
insiemi della forma
U=1]Us.

keN

dove Uy, sono aperti di R e solo un numero finito di questi é diverso da R (infatti
ogni elemento della sottobase S in questo caso ¢ della forma [[,.cny U con Uy = R
per ogni k # kg, ossia U = (pI;I(UkO)). In particolare ogni intorno di questa topologia
contiene un sottospazio affine di dimensione infinita.

Introduciamo quindi la topologia debole, applicando i ragionamenti appena fatti
al caso di uno spazio X normato e a ¢, elementi del duale di X".

Definizione 7.2.5. Se X ¢ uno spazio di Banach e X' il suo duale, la topologia

debole o(X, X') su X é la topologia meno fine che rende continui tutti gli elementi
di X'.

Osservazione 7.2.6. Chiameremo forte la topologia indotta dalla norma. Per de-
finizione di X', la topologia forte T4 contiene o(X, X") ed é piu fine di quella debole.
In generale questa inclusione é stretta (come abbiamo visto in LP per le successioni
oscillanti). Questo é vero negli spazi infinito dimensionali.
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Applicando la Proposizione 7?7 alla topologia debole in LP, ossia la topologia
o(LP,L¥) si ha

fn debolmente a f in LP(Q)) <— / fngdx — / fgdz Vg e L' ().
Q Q

Notazione: In generale per ogni x € X e f € X', denotiamo

f(l’) = <f733>X,X’ = <f,l'>,

mentre, quando non ci saranno ambiguita, per indicare che una successione x,
converge debolmente (ossia nella topologia o(X, X)) useremo la notazione

T, — x.

Esercizio 7.2.7. Mostrare che in uno spazio normati di dimensione finita la topo-
logia debole e la forte coincidono e quindi

Ty — T — Ty — T .
Proposizione 7.2.8. La topologia debole separa i punti (ossia é di Haurdorff).
Dimostrazione. Si veda [?], Proposizione II1.3. O

Proposizione 7.2.9. Sia xg € X. Una base di intorni di xg per la topologia debole
o(X,X") ¢ data dagli insiemi della forma

V(fl?"')fn7x07r) = {.ZUGX : |<flvx_$0>‘ <7‘Vi:1,...n},
con fie X" er>0.
Dimostrazione. Si veda [?], Proposizione IIL.4. O

E chiaro quindi che anche nel caso della topologia debole (come per I’Esempio 77?)
tutti gli intorni in o (X, X’) contengono degli spazi affini infinito dimensionali, non
appena X ¢ infinito dimensionale.

Infatti, dato V- =V (f1, ..., fn, zo,7) con f; € X', se definiamo

L={xe X : (fi,z)=0Vi=1,..,n}

¢ chiaro che 29+ L C V. Ora per vedere che L # {0} poniamo T : X — R" tale che
T(x) = ((fi,x), ..., (fn,z)). Se L = {0}, allora T ¢ inienttiva (infatti L ¢ il nucleo di
T), quindi 7" & una biezione tra X e un sottospazio di R", da cui si avrebbe che X ha
dimensione finita. Questo implica che L contiene delle “rette”. Si puo anche vedere
che, con la stessa mappa, X/L si puo rendere isomorfo a un sottospazio di R", da
cui si deduce che se X ha dimensione infinita, anche L deve averla. In conclusione
V ¢ illimitato e contiene uno spazio affine di dimensione infinita.

Proposizione 7.2.10. Sia X wuno spazio di Banach e {x,} C X. Allora

i) T, — x debolmente in o(X,X') se e soltanto se (f,x,) — (f,x) per ogni
feXx’;

ii) Se x, — x fortemente in X, allora x,, — x debolmente in o(X,X");

iii) Se x, — x debolmente in (X, X"), allorasup,, ||z,|| < 400 e ||z| < liminf, ||z,]|;
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iv) Sex, — x debolmente in o (X, X") e f, = f fortemente in X', allora (fy, xn) —

(f,x).
Dimostrazione. Si veda [?], Proposizione II1.5. O

Esercizio 7.2.11. Consideriamo lo spazio (* = {z : N = R : > >° ;22 < 400}
munito della norma -
2
lzlle = el
n=0

1. Mostrare che £ ¢ uno spazio di Banach (in realtd vedremo che é meglio, ¢ uno
spazio di Hilbert);

2. Mostrare che il duale di (? ¢ 02 (cosa che potremmo dedurre dalla sua struttura
Hilbertiana, ma che si puo fare esplicitamente in questo caso), ossia mostrare
che per ogni F € (£2)', esiste y € £* tale che

Suggerimento: definire y, = F(ey).

3. Mostrare che se y : N — R werifica sup,, |yn| < 400 allora la successione di
elementi di (>

(k)

Yy = YkCk

dove (ex)n = 0 per ognin # k e (ex)r = 1, converge debole a 0 in (2.

4. Usando il punto precedente mostrare che per ogni x € 2 con ||x||2 < 1 esiste
una successione £*) in 02 con ||z®)||,2 = 1 che converge debole a .

L’esercizio precedente suggerisce una caratteristica della topologia debole che
vale in generale negli spazi infinito dimensionali. Si puo provare (vedi [?]) infatti
che se X ha dimensione infinita allora 'insieme

{reX : |z|x <1}

non ¢ mai aperto nella topologia debole (si capisce se ricordiamo che gli intorni nella
topologia debole sono illimitati). Inoltre si pud anche vedere che 'insieme

{reX : |z|x =1}
non e mai chiuso nella topologia debole e la sua chiusura e
{reX : |z||lx <1}

In particolare {z € X : |lz||x < 1} e chiuso sia nella topologia forte che in quella
debole. Infatti anche se in generale i debolmente chiusi non coincidono con i for-
temente chiusi, questo € vero se in piu aggiungiamo la convessita. Questa ¢ una
conseguenza del Teorema di Hahn Banach e del fatto che il complementare di un
convesso chiuso ¢ unione di iperpiani (ossia intorni nella topologia debole) e quindi
e debolmente aperto.

Proposizione 7.2.12. Se C' C X ¢ convesso. Allora C ¢é debolmente chiuso se e
solo se e fortemente chiuso.
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Dimostrazione. Si veda [?] Teorema IIL.7. O

Osservazione 7.2.13. In particolare la Proposizione precedente mostra che se C' ¢
un convesso chiuso (fortemente) e x,, € C' converge debolmente a x*, allora zx € C.

Si pud mostrare una proprieta ancora piu forte. Data una qualsiasi successione
debolmente convergente si puo trovare una successione ottenuta facendo combina-
zioni convesse di elementi di {z,,} che converge fortemente allo stesso limite. Questo
risultato prende il nome di Lemma di Mazur.

Esercizio 7.2.14 (Lemma di Mazur). Sia X wuno spazio di Banach e x, — .
Il convessificato di {x,} é linsieme di tutte le combinazioni convesse (finite) di
elementi di {x,}, ossia

N N
co{ry,z2,...} 1= {:1: = thki Dxy, €{zpt etieR ;>0 Zti =1, N€e N} .
i=1 i=1

Considerare l'insieme
Cy = co{Zpn, Tni1,...}

1. Provare che gli insiemi C,, sono convessi.

2. Dato K,, = ?nl|"‘, provare che
o
T e ﬂ K,
n=1

3. Provare che esiste una successione y, tale che

UYn € Cp, UYn — T .

4. Provare che esiste z, tale che
zn € co{T1, ..., xn} Zn — .

Suggerimento: Usare il punto precedente reindicizzando la successione.

7.3 Prototipi di convergenza debole in L?

7.3.1 Convergenza debole in domini limitati: oscillazione e concentra-
zione

Nei domini limitati ci sono essenzialmente due situazioni in cui c’¢ convergenza
debole. Il primo ¢ quello individuato dl Lemma di Riemann Lebesgue.
Oscillazione

Sia f : R — R una funzione [0, 1]"-periodica, con f € L} (R™), con p € [1,+00).
Abbiamo gia visto che la successione

fr(x) = f(kz).
converge debolmente a f = le(o) f(z) dz (la media di f sul cubo @ = Q1(0)) in LP.
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Concentrazione

Se p € (1,400) consideriamo una funzione f € LP(R™) con supp f C B(0, R), con
R > 0. Definiamo la successione

fr(x) =k f (k).

Proviamo che la successione fj, converge debolmente a zero in LP(B(0,1))2.
Osserviamo che, k > R, allora si vede facilmente che ||fx|zr(0,1)) = IIfllLe-

Quindi & chiaro che f;, non convergera fortemente a zero. Fissiamo g € L?' (B(0,1)),
con p’ esponente coniugato di p (notiamo che p’ < 400 perché p > 1), e k > R

/ fkgdx=|/ frgde
B(0,1) B(0,£)

Grazie alla sommabilita di |g|P" si ha che limy_,o Hg||Lp/(B(O,%)) = 0, da cui deducia-

< Wsleo gl o o -

mo la convergenza debole a zero di f.

7.3.2 Convergenza debole in domini illimitati: fuga all’infinito

Se ora consideriamo anche il caso di domini illimitati troviamo altri due “modi” con
cui si puo convergere debolemente e non fortemente.

Fuga all’infinito per traslazione

Sia p € (1,400) e f € LP(R™). Fissiamo un vettore e € R™ \ {0} e definiamo la
successione

fr(z) = f(x + ke) .

Questa successione converge debolmente a zero il LP(R™), ma non fortemente visto
che ¢ facile controllare che || fi||Lr®n) = || f||Lr(®n) (2 meno ovviamente che non sia

f=0).
Per provare la convergenza debole fissiamo g € L (R™), con p/ < 400 esponente
coniugato di p e osserviamo che

frgde = | fae+ke)g@)de = | f(@)g(a - ke)de.
R Rn R

Ora scegliamo g € C°(R™) con supp g C B(0, R) abbiamo

< gl ( /B o

)

D=

[ gt ke)ds | f(x)|pdx>
B(ke,R)

Jrgdx
RTL

Grazie alla sommabilita di | f|P si ha che

p
Jim / f(x)Pdz | =0,
k—oo \ JB(ke,R)

e quindi si ha che fRn frgdzx tende a zero. Per concludere si ragiona per densita su
g.

2In veritd la successione fi converge debolmente a zero in LP(Q), qualunque sia  C R™
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E facile vedere che questa successione converge forte a zero in LP()) per ogni 2
limitato.

Inoltre osserviamo che in generale questa successione non converge mai debol-
mente in L'(R™) (per il quale per altro non possiamo usare I’argomento di den-
sita appena visto). Basta scegliere per esempio f non a media nulla e g = 1 per
convincersene.

“Vanishing” o fuga all’infinito per dilatazione

Siap € (1,40) e f € LP(R™). Consideriamo la successione
1 z
i) =51 (3)

Osserviamo che in questo caso se supp f C B(0, 1), allora supp fr € B(0, K),
ossia il supporto si allarga e la funzione si abbassa (ossia il contrario di cio de avviene
nella concentrazione).

Anche in questo caso con un cambiamento di variabili si vede facilmente che

1 fill 2oy = | £l o (ny- Inoltre se g € LP (R™)

Z_np

Jrgdx =
Rn ke Rn

Fwgky)dz =17 | fy)gly) d

e quindi se g € C2°(R"™) con suppg C B(0, R)

'/Rn frg dx

che tende a zero grazie all’integrabilita di |f|P. Come al solito si conclude per densita.

Di nuovo si pud vedere che questa convergenza non c’¢ in L'(R") (testando con
g = 1), ma che invece la successione fj converge fortemente a zero in LP(2) per ogni
Q) limitato e per ogni p € [1,4+00).

Gli esempi visti sono tutti esempi di successioni che convergono debolmente (in
particolare limitate) e da cui non si pud estrarre alcuna successione convergente
fortemente, ossia sono tutti (e essenzialmente i soli) controesempi alla compattezza
forte dei limitati in LP (come esempio di spazio infinito dimensionale).

1
v

ST § T N T P

7.4 Convergenza x-debole

Osserviamo che negli esempi di convergenza debole in LP(R™) per p € [1,+00)
visti sopra, non abbiamo testato la convergenza debole in L>°(R™). Questo infatti
richiederebbe di testare le successioni con funzionali lineari e continui su L (R™).
L’esercizio che segue chiarisce che questo puo presentare delle sorprese.

Esempio 7.4.1. Consideriamo linsieme 2 = (0,1) e per ogni x € (0,1) conside-
riamo il funzionale F, € (L*°(2))" che verifica

(Fr,p) = p(x) Ve Cc((0,1)). (7.7)

Questo si puo ottenere da (?7) estendendolo con Hahn Banach. In particolare se si
prende la successione py,(x) = sinnx la convergenza debole in L™ () richiede che

<Fx7 Son> = Sin(nx)
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sia convergente per ogni x € . Ma ¢ facile verificare (si faccia per esercizio) che
fn(z) = f(nx) non converge mai puntualmente a meno che f non sia costante. Si
deduce che le successioni oscillanti in generale non possono convergere debolmente

in L*(Q).

Introduciamo un’altra topologia su spazi di Banach che, come vedremo, ha buone
proprieta di compattezza. Questa topologia puo essere introdotta in tutti gli spazi
di Banach che sono duali di qualche altro spazio di Banach (come nel caso di L*>°(2)
che ¢ il duale di L'(£2), o M(f) che & il duale di C.(Q2)).

Se X’ ¢ il duale di X, Banach, fino ad ora sappiamo che si possono introdurre
almeno due topologie interessanti, che in generale sono distinte

i) La topologia forte 75 (indotta dalla norma di X);

ii) La topologia debole o(X’, (X')"), ossia la topologia meno fine che rende conti-
nui tutti i funzionali lineari e continui (nella topologia forte) su X'.

D’altronde a volte (come nel caso di L*°(£2)) l'uso della topologia debole € una
richiesta ancora troppo forte (oltre che non particolarmente agevole).

Definizione 7.4.2. Dato X Banach, introduciamo in X' la topologia *debole, che
indichiamo con o(X', X) ossia la topologia meno fine che rende continue tutte le
applicazions

pu: f = (fr2), (7.8)

al variare di x € X.

Osservazione 7.4.3. Abbiamo gia incontrato la mappa in (?7), nella dimostrazione
della Proposizione ?7?. Infatti questa non ¢é altro che J(x) dove J ¢ limmersione
canonica di X in X". In particolare questo vuol dire che o(X', X) é meno fine di
o(X', X"), infatti garantisce la continuita degli elementi di un sottospazio di X",
J(X).

Quindi se X" = J(X) la topologia debole e la topologia *debole coincidono.
Questo ¢ il caso degli spazi LP con p € (1,+00).

Definizione 7.4.4. Diciamo che uno spazio di Banach X ¢é riflessivo se J(X) = X",
ossia l'immersione canonica € suriettiva.

Osservazione 7.4.5. E chiaro che gli spazi LP(Q2) sono riflessivi per ogni p €
(1, +00).

Anche in questo caso possiamo mostrare che la topologia 8debole & Hausdorff e
quindi separa i punti.

Proposizione 7.4.6. Sia X Banach e sia X' il suo duale. La topologia o(X', X)
in X' ¢ Hausdorff.

Dimostrazione. Si veda [?], Proposizione I11.10. O

Analogamente a quanto visto per la topologia debole o(X, X’) si ottiene una
base di intorni per o(X’, X) della forma

V(fo,o1,eszm;r) ={f € X" |(f = fo,xi)|<r Vi=1,..,n}.
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Infatti questi sono intersezioni finite di insiemi del tipo
J_l(aci)(ai —rya;+1) con a; = (fo,x;) .
Per una successione f,, che converge a f xdebolmente, utilizziamo la notazione
fn=F.
Proposizione 7.4.7. Sia f, una successione in X'. Allora

i) fo = f xdebolmente in o(X',X") se e soltanto se (fn,x) — (fn,x) per ogni
e X;

ii) Se fn — f fortemente in X', allora f, — f xdebolmente in o(X', X");

i) Se fn = f xdebolmente in o(X',X"), allora sup, ||follx < +o0 € || f]lx <
liminfn ||anX’;

w) Se f, = f xdebolmente in o(X',X") e x, — x fortemente in X, allora

<fn,$n> - (fa$>

Dimostrazione. Si veda [?], Proposizione IIL.5, con le ovvie modifiche. O

In generale non & vero che se f, — f e z, — xz, allora (fy,z,) — (f,z). Ne
vediamo subito un esempio.

Esempio 7.4.8. 1) Una tipica situazione in cui é naturale usare la convergenza
xdebole ¢ quella di L>*(Q2). Infatti se f,, f € L>=(Q), allora

fn = f ino(L>®,LY — /fngdx%/fgdz Vge LYQ).
Q Q

Quindi come abbiamo gia osservato la successione fy(x) = f(kx) con f € L=(R"),
1-periodica, verifica

fr > fdx

(anche questo risultato si ottiene prima testando con le funzioni C°(R™) e poi
ragionando per densita.
In particolare abbiamo che

sin(nz) = 0 in L™

e anche
sin(nz) — 0 in L',

27
(sin(nx), sin(nw)) e g1 = /0 |sin(nz)|?dz =7 4 0.

2) In R™ consideriamo f € L®(R™), con supporto di f in B(0,R). Fissiamo un
vettore e € R™ e definiamo fy(z) = f(z + ke). E facile vedere che fi converge
xdebolmente in L a 0. Infatti se g € L'(R™)

/ frgdz
B(ke,R)

< sup |f| lg|dx — 0 perk — 4o00.
B(ke,R)

frgdx
Rn
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3) Un altro notevole caso in cui si usa la convergenza xdebole é quello delle misure di
Radon finite. In M(QY), che ricordiamo ¢é il duale di Co(S2), la convergenza xdebole
corrisponde a

= = /cpduk—>/godu Vo € Co(Q).
Q Q
Notare che se una successione di misure converge xdebolmente in M(Q) in partico-
lare converge nel senso delle distribuzions.

Esempio 7.4.9. Se x,, € Q e x, — x, con x # x (definitivamente), allora
Sop 1 = play) = p(a) Vo€ Co(Q),

ma evidentemente non convergono fortemente (ossia in variazione totale, che ricor-
diamo coincide con la norma duale in M(2)). Infatti

|00, — 02/(2) = 2
perché i punti xp e x sono distinti.

Esercizio 7.4.10. Mostrare che la successione di misure in M((0,1))

=1

Esercizio 7.4.11. *Provare che il sottoinsieme E delle misure di Radon finite in
[0,1], M([0,1]), definito da

n
E = {Zciéxi s x;e]0,1] e € R}
i=1

¢ denso in M([0,1]) rispetto alla topologia x-debole, ma non rispetto alla topologia
forte (indotta dalla variazione totale).

Suggerimento: Data p € M([0,1]) considerare partizioni di [0, 1], U;I;, e definire
C; = ,u(Ii).

L’importanza della topologia xdebole ¢ chiarita dal seguente risultato di com-
pattezza.

Teorema 7.4.12 (La palla unitaria ¢ *debolmente compatta per successioni). Sia
X uno spazio normato separabile e X' il suo duale. Allora la palla unitaria in X’
compatta per successioni nella topologia *debole in X', ossia per ogni successione
{fn} in X' con || fnllx: <1, allora esiste una sottosuccessione f,, e f € X' tale che

fon — f in  o(X,X).

Osservazione 7.4.13. Vale un teorema pit generale (il Teorema di Banach-Alaoglu-
Bourbaki, [?] Teorema II1.16) che garantisce la *-debole compattezza della palla uni-
taria di X' anche se X ¢ un Banach non necessariamente separabile. La dimostra-
zione che vedremo invece vale nel caso separabile, sufficiente ai mostri scopi, ed ¢
costruttiva.
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Dimostrazione del Teorema 77. La dimostrazione ¢ la versione generale di quel-
lo che abbiamo gia fatto nel caso di L?.

Sia E := {zy }nen un insieme numerabile denso di X e sia { fj, }nen una succes-
sione di X’ tale che || f,||x» < 1 per ogni n. Dato z1 € F abbiamo che

[(frs 21)] < ([ fullxellzallx < [l x -

Quindi (fy,, 1) € una successione in R limitata da cui, quindi, possiamo estrarre una
. 1 o

sottosuccessione convergente fé ), Quindi

lim (fV,21) =: L

im (fy"7,x1) =: L(z1),
n—oo
. 1 .
e |L(z1)| < ||z1]]x. Analogamente possiamo estrarre da fé) una sottosuccessione,
. 2 .

che denotiamo con fT(L ), che verifica

lim (f{2,20) =: L(za),

n—0o0

e |L(xz2)| < ||x2l|x. Iterando questo procedimento e attraverso un procedimento
diagonale troviamo una successione f,, tale che

kh_{go<fnk7x> - L(.%‘)

e |L(xz2)| < ||z2||x per ogni x € E. Ora esattamente come abbiamo gia fatto per
la dimostrazione del caso di L? possiamo estendere L(x) per linearita allo spanF.
Infatti dato z € E, sia x = ZfL o;T;, poniamo

N N
L(]T) = Z Zal hm fnk7$z> = kll)l:’r_loozal<fnk7xl> - hm <fnk7 >
=1 i=1

da cui in particolare si deduce che il limite dell’ultima identita esiste. Inoltre abbiamo
(L@ = tim [(fo,2)] < i llellzlx < llollx

Infine per densita possiamo estendere L a tutto X. Infatti per ogni x € X, sia
xp — x una successione in F. Allora poiché

|L(2n) — L(zm)| < [lzn — 2mlx

il fatto che x, sia convergente implica che la successione L(x,) sia convergente e
quindi definiamo
L(z):= lim L
(2) = lim L(zp).
La verifica che L(z) ¢ lineare e continuo, ossia esiste f € X’ tale che L(z) = (f, z),

e che
lim (fo.2) =(f2) VeeX,

k—+

e lasciata per esercizio. O
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