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(1) Si consideri uno spazio metrico (X, d). Dimostrare che i seguenti enunciati

sono equivalenti:
(i) (X,d) & completo;

(ii) ogni successione di Cauchy in X ammette un’estratta convergente.

(2) Sia {x,} una successione reale con z,, — x. Provare che X := {z,|n € N}U
{z} & chiuso.

(3) Sia E C R limitato e sia E’ 'insieme dei punti limite delle successioni di
E. Provare che E’ & compatto.

(4) Sia 1 < p < oo e si consideri in R? := {x = (21, 72)| 21,22 € R} la mappa
Il : R* — R* definita da

1
[, = (lza]” + fa2[") ¥ .
Si dimostri che [|-[|, ¢ una norma.

Hint: Dimostrare dapprima che per ogni 1 < p, ¢ < oo tali che %—&—% =1

valgono
a?  bd
ab< — + -~ Va,beR" (Disuguaglianza di Young)
p q

> i =1yl < |lzll, lyll, Yo,y € R* (Disuguaglianza di Holder).

(5) Sia 1 < p < oo. Si dimostri che le norme ||-||;, [|[l; e ||l in R? sono
equivalenti in R? (ricordiamo che ||z := max {|z1], |z2|}) e che
S -l = -l -
(6) Si disegnino nel piano le palle unitarie rispetto alle norme |||, |||y € |||/ oo -

(7) Si dimostri che in (R?, ||||,) vale I'identita del parallelogramma, ovvero che
(0.1) lz = ylI* + llz + ylI* = 2 [«l|* + 2|yl Va,y € R

Si dia un’interpretazione geometrica di questo risultato (proprieta dei par-
allelogrammi).
Le proprieta (0.1) vale anche in (R?, [ll,) con1<p<oceps#2?
(8) Dire se le seguenti funzioni sono delle distanze in R,

di(z,y) = |2* —y?);
do(z,y) = Vl]z—yl
ds(z,y) = |z —y*
da(z,y) = |z —2yf;

|z —yl
ds(z,y) = 71+\:l:—y|;
de(z,y) = le" —¢€¥[;
d7(z,y) = |z+y]
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(9) Sia ||| una norma su R? (non necessariamente una di quelle sopra indicate).
Si dimostri che le palle in (R, ||||) sono convesse.
Nel sequito, ove non specificato altrimenti, ||-|| = ||||,.
(10) Dimostrare che se E C R e E C (m,+00) per m € R, allora OF # ().
(11) Dimostrare che se E C R e F # 0, R, allora 0F # .
(12) Disegnare i seguenti insiemi e determinarne interno, chiusura e frontiera

By = {o=(21,22) € R |1zl < 1,z > 0} U{(0,—25)] 2 € [0, 1]};
Ey, = {z:(xl,z2)€R2|2<||:17||<3,x220};

+oo
Es = [(J@n,2n+1).

n=1

(13) Sia E = QN (—1,v?2). Trovare OF e 9(OF). Dimostrare in generale che
OF 2 0(OF).

(14) Trovare i punti limite delle seguenti successioni

(wnyn) = ((~1)"sinnZ);
T ™
(T, yn) = (2 sng,Q cosnz);

1
(Tn,yn) = (bg(n + 1) —logn,sin > .
n



