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Esercizio 1. Se r è razionale (r 6= 0) e x è irrazionale, si dimostri che rx e
r + x sono irrazionali.

Esercizio 2. Si dimostri che non esistono numeri razionali il cui quadrato
è 12.

Esercizio 3. Trovare gli estremi inferiore e superiore dei seguenti insiemi.
Dire se l’estremo inferiore è un minimo e l’estremo superiore un massimo.

(1):

{
x =

3n− 2

2n
;n ∈ N

}
(2):

{
x =

t + 1

t− 2
; t ∈ R, t > 2

}
(3):

{
x = n2 + 3n− 1;n ∈ N

}
(4): {|x| : x2 + x < 2}

Esercizio 4. Verificare che le seguenti coppie di classi numeriche sono
separate e determinarne il numero reale separatore:

(1):

(
− 1

n
,

1

n + 1

)
;

(2):

(
n− 1

n
,
n + 1

n

)
;

(3):

(
4n− 2

n
,
4n + 1

n

)
;

(4):

(
log10

2n

n + 4
, log10

2n + 10

n + 4

)
.

Esercizio 5. Verificare che vale la condizione di Cauchy per le seguenti
successioni:

(1):

{
1 +

1

n2

}
(2):

{
cos

1

n

}
Esercizio 6. Dimostrare o confutare con esempi le seguenti affermazioni:

• il prodotto di una successione di Cauchy per una limitata è una
successione di Cauchy;
• ogni sottosuccessione di una successione di Cauchy è ancora una

successione di Cauchy;
• se {x2n} e {x2n+1} sono di Cauchy, allora {xn} è di Cauchy.
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Esercizio 7. Date due successioni reali {an} e {bn}, si dimostri che

lim sup
n→+∞

(an + bn) ≤ lim sup
n→+∞

an + lim sup
n→+∞

bn

purchè la somma a secondo membro non sia del tipo ∞ − ∞. Dare un
esempio per cui valga la disuguaglianza stretta.

Esercizio 8. Sia an una successione limitata, costituita da numeri positivi.
Verificare che

(a): lim inf
n→+∞

1

an
=

1

lim sup
n→+∞

an
;

(b): lim sup
n→+∞

1

an
=

1

lim inf
n→+∞

an
.
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