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Esercizio 1. Se x = (x1, x2) ∈ R2 poniamo

(1): ||x||1 := |x1|+ |x2|,

(2): ||x||∞ := max{|x1|, |x2|}.
Mostrare che (1) e (2) sono norme su R2 e che vale la seguente relazione

2−1||x||1 ≤ ||x||∞ ≤ ||x|| ≤ ||x||1, ∀x ∈ R2,

in cui ||x|| è la norma euclidea di x. Disegnare le corrispondenti sfere
unitarie.

Esercizio 2. Disegnare i seguenti insiemi e determinarne interno, chiusura,
frontiera e derivato:

(a): E = {(x, y) ∈ R2 : ||(x, y)|| < 1, y ≥ 0} ∪ {(0,−y) : y ∈ [0, 1]};

(b): E = {(x, y) ∈ R2 : 0 ≤ x < 2, 0 ≤ y < 1};

(c): E = {(x, y) ∈ R2 : ||(x, y)|| < 1} ∪ {(x, y) : y = 0,−2 < x < 2};

(d): E = {x ∈ R : x2 < −x};

(e): E =
+∞⋃
n=1

(2n, 2n+ 1).

Esercizio 3. Stabilire se le seguenti successioni in R2 convergono e calco-
larne l’eventuale limite.

(a): xn = (2−n sin(nπ/4), 2−n cos(nπ/4));

(b): xn =

(
ln(n+ 1)− lnn, sin

(
1

n

))
;

(c): xn =

(
n
√
n!,

n2 − 3n

5n2 + 1

)
;

(d): xn =

((
1 +

1

n!

)n!

,
ln (5n2 + 1)

ln (3n2 + n+ 2)

)
;

(e): xn = ( n
√

3n2 + 1, 2n+1
√

(−n));

(f): xn = (sin(nπ/3), cos(nπ/3));

(g): xn = (sinn, (−1)n).
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Esercizio 4. Se z = (1/2)i, z = 1 + i e z = i calcolare i seguenti limiti:

(a): lim
n→+∞

1

|z|n
;

(b): lim
n→+∞

zn

1 + zn
.

Esercizio 5. Dimostrare che se E ⊂ R, E 6= ∅ e E 6= R, allora ∂E 6= ∅.

Esercizio 6. Sia E = (0, 1/2] e siano

An = (1/2n, 3/2n), n = 2, 3, . . .

dimostrare che

• gli An sono aperti;
• gli An costituiscono un ricoprimento di E;
• E non è contenuto nell’unione di un numero finito di tali An.
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