ANALISI VETTORIALE - SCRITTO DEL 28-01-2014

Esercizio 1 Sia
22y — x4

(z,y) # (0,0),

- calcolare  lim x,Y);
(x,y)H(O,O)f( v)

- prolungata f per continuita in (0,0), studiare la derivabilita, la differenziabilita e 1’esistenza delle
derivate direzionali in (0, 0).

Risposta: Per (z,y) — (0,0) si ha f(z,y) — 0, come si vede ad esempio attraverso la maggiora-
zione

zy(x —y)| _ =]+ |y]
T2 + 12 2 7
oppure in coordinate polari, scrivendo

73 (cos? ¥ sin ¥ — cos ¥ sin? )
2

f(rcosd,rsind) =
r
per cui innanzitutto si ha f(rcosd,rsind) — 0 per ogni ¥ quando r — 0: ma — attenzione! —
questo di per sé non implica che f(x,y) — 0 per (z,y) — (0,0)'come invece si ottiene passando a
maggiorare
| cos? ¥sint — cos¥sin® ¥| < 2 = |f(rcos®, rsindd)| < 2r

(e si ricordi sempre che le maggiorazioni vanno fatte prendendo i moduli!) Ponendo f(0,0) = 0 si
ha dunque il prolungamento richiesto. Siccome f(0,y) = f(z,0) = 0, la funzione ¢ derivabile in
(0,0) e sia ha f,(0,0) = f,(0,0) = 0; dato che

[ft,mt)] _ fm—m?|t

VT+m? [t +m?)3/2

0 equivalentemente

f(rcos 19?,) rsin ) _ r3(cos? ¥ sin ¥ 3— cos ¥ sin? 1) — cos? 9 sin g — cos ) sin? 9
r r

con 'ultimo membro # 0 ad esempio quando cos ¥ = — sin1), non esiste il limite per t — 0 e quindi
la funzione non ¢ differenziabile in (0,0). Infine per le derivate direzionali si ha

0f(0,0) .. fluit,vat) 5 2
Tor o imT o Tum o un

per ogni versore ¥ = (v1, v2).

Esercizio 2 Data la serie
2 2R(2k 4 1) o
Z k x

3
k=0

!Quante volte bisogna ripetere che in coordinate polari r, 9 passare al lim,_,o per ogni ¥ equivale a tendere verso
lorigine lungo le rette, e che questo non basta al calcolo del lim(, ) 0,0y, come gia mostra ’esempio della funzione
che vale y?/z per £ # 0 e 0 per z = 07



studiare la convergenza semplice, assoluta e totale. Detta f(x) la somma, senza calcolarla, deter-

minare 1
/ f(z)dx
0

Risposta Ponendo ¢t = 222 /3 ci riconduciamo a una serie di potenze

i 2k + 1)t
k=0

con raggio di convergenza R = 1. La serie converge assolutamente (e quindi semplicemente) per
€ (—1,1), totalmente in [a,b] C (—1,1). In ¢ = £1 la serie non converge perche il termine generale
& tutt’altro che infinitesimo...

Dunque la serie iniziale non converge per x = =+ 3/ 2 mentre Converge assolutamente per
|z| < 1/3/2 e totalmente, quindi uniformemente, in ogni [a,b] C (—4/3/2,1/3/2); in particolare, la

convergenza uniforme nell’intervallo [0, 1] consente di integrare per serie:

2’f 2k+ 262k +1) o 282k +1) [ o >, 2k 1
/0 dx—zigk /Ox dw_kz_:o?)k_l—Q/S_g

k=0

Esercizio 3 (i) Dimostrare che ’equazione

fla,y) =2’ +y° =32y =0

definisce implicitamente in un intorno del punto (21/2,2%/3) una funzione y = ¢(z).
(ii) Dimostrare che la funzione ¢(z) del punto (i) & dotata di massimo locale nel punto zo = 21/3.

Risposta Dato che f(x,y) & una funzione C%(R?) e fy(21/3, 22/3) = 3.21/3 - 0 possiamo applicare
il Teorema del Dini ottenendo una funzione y = ¢(z) che & a sua volta C? in un intorno del punto
zo = 21/3. Si ha che

2(21/3,2%/%)

f _

'(2!77%) =~

e, dall’essere
fa:x(21/3u 22/3) — fyy(21/37 22/3) =6- 21/37

//(21/3) — foz + 2fuye’ + fnyOlz _
P : £, (21/3 ,22/3)

da cui si deduce che ¢ ha un punto massimo locale in xg.

Esercizio 4 Posto
E={(z,y,2) eR}:0< 2 < 1—y2—22 (y,2) € D}

con D= {(y,2):0<y <z, y?+ 2% <1}, calcolare

||| zazdyi

2



Risposta FE ¢ un domino normale rispetto al piano yz. Per le formule di riduzione per domini

normali
/1_y2_z2 1
/// rdxdydz = // dydz/ rdr = = // (1—y? - 2% dydz.
E D 0 2JJp

Introducendo un sistema di coordinate polari nel piano yz
y=pcosh, z=psinfh, 0<60<2m,
I'insieme D si trasforma nell’insieme

m
<f< -}
<0<}

1 1 7
dedydz = - 1— % — 22 duds — — (T _
///Exxyz 2//19( Yy~ —27)dydz 2(2

Esercizio 5 Sia

Quindi

1
)/0 (1= p?)pdp = ?%

N

1+sinz 4
F(z) = /1 e” ! dt.

—COS X

Calcolare F'(x). Determinare il polinomio di Taylor del primo ordine della F(z) nel punto x = 0.

Risposta F(z) € C*®(R) perche la funzione integranda ¢ C*°(R?) e gli estremi di integrazione
sono funzioni C*°(R). Si ha F(0) = fol dt =1 e, applicando la regola di derivazione degli integrali
dipendenti da parametri,

14sinzx 4 4 ) 4
Fl(z) = / 1™t dt — sinz e® (179998)" 4 cog e (15 2)7
1

—COs T

Quindi F'(0) =1/5+ 1 =6/5, e il polinomio di Taylor richiesto ¢ dato da T} (z) = 1 + 62/5.

Esercizio 6 Risolvere 'equazione differenziale

4
y' = s Y-
nell’aperto A in cui e definita.

Risposta A & unione degli aperti Ay = {t > 0,y > 0} e Ay = {t < 0,y > 0}: chissa perché,
quasi tutti ignorano questa parte semplicissima della risposta e si limitano allo studio per ¢t > 0,
senza peraltro neppure scriverlo esplicitamente. Sia in A; che in As ’equazione, che ¢ di Bernoulli,
ammette I'integrale generale dato da y = 22, dove z = /Y ¢ soluzione di
/ 4
Ty+t 2 t 22 1
oY Yy WYt 22

T2y 2W t 2t 2

L’equazione omogenea associata w’ = 2wt~ ammette l'integrale generale w(t) = ct?, per cui,

ponendo z(t) = h(t)w(t) = t2h(t), dall’equazione 2’ = 2%@) + & si deduce che

z

2th(t) + % = I (t)w(t) + h(t)w'(t) = 21/ (t) + 2th(t),

da cui h/(t) = % e quindi h(t) = 1log|t|. Ne segue che la soluzione generale &

1 1 ’
At) = (K + S log ), ovvero y=1' (2logltl+K> ~



