Alla ricerca

deil numeri primi

Fino a poco tempo fa anche un calcolatore di grandi dimensioni

avrebbe impiegato almeno un secolo per
di cento cifre fosse primo o composto;

plicativa del sistema dei numeri. Un

numero si dice primo se non & il pro-
dotto di numeni naturali minon di esso. [
numera primo 11, per csempio, non pud
essere scomposto in fattori minori: solo
1% 11 &ugualea 11. Viceversa, un nume-
ro s dice composto se pud cssere espresso
come prodotto di due o pii fattori. Il nu-
mero composto 12 ¢ uguale a 2x2x 3,
Ogni intero mnglnon: di 1 o primo, o &il
prodotto di un unico insieme di numen pri-
mi. Questofatto, noto gia ai greci antichi, ha
un ruolo tanto importante, nel sistema dei
numeri naturali, da meritare il nome di
teorema fondamentale dell’aritmetica.

Com'¢ possibile determinare se un
numero & primo o composto? 11 metodo
piil semplice consiste nel dividere il nu-
mero in esame per gli interi della succes-
sione 2, 3, 4... Se una qualsiasi delle divi-
sioni non dé resto, il numero & composto e
divisore e quoziente sono suoi fattori. Se
si sono controllati tutti gli interi fino al
numero in questione ¢ nessuna divisione &
senza resto, il numero & primo. In effett,
non & necessario arrivare fino al numero
in esame; la procedura pud essere inter-
rotta non appena il divisore ecceda la sua
radice quadrata. La ragione ¢ semplice: i
fatiori, se esistono, devono essere almeno
due e quindi, s¢ un numero ha un fattore
maggiore della sua radice quadrata, deve
anche averne uno minore.

Limitando le divisioni per tentativi alla
radice quadrata, si rende molto piu rapido
il test di primalita. E possibile mettere in
atto anche altre scorciato
per esempio tutti i po.tsihili
maggior di 2. Ci
della serie di divisioni per tentativi & asso-
lutamente inapplicabile al controllo dei
pit grandi numeni primi conosciuti. Con-
sideriamo il numero 2% 7 — |, che Harry
L. Nelson e David Slowinski del Lawren-
ce Livermore Laboratory hanno dimo-
strato essere primo; esso ¢ formato da
13 395 cifre. Se¢ un calcolatore fosse in
grado di controllare un milione di divisio-

I numeri primi formano la base molti-
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ni al secondo e si fermasse alla radice
quadrata del numero, gli occorrerebbero
10** anni per espletare il suo compito.
L'inconveniente deriva dal fatto che il
metodo delle divisioni fa molto pii del
necessario: non solo i dice se un numero
& primo 0 composto, ma ci fornisce anche
i fattori di ogni numero composio. Seb-
bene esistano metodi di fattorizzazione
indipendenti da quello delle divisioni per
tentativi, nessuno di essi ¢ in grado di
fattorizza un tempo ragionevole un
numero arbitrario di «soles 100 cifre,
anche ricorrendo a un grande calcolato-
re. Del resto, ¢ possibile stabilire se un
NUMErS & Primo O NO SENZa Essere co-
stretti a trovarne i fattori qudlurn sid
.Seil non p de fat-
tori plocull questi metodi risultano quasi
sempre pii efficient di quelli che usano
la fattonzzazione. Negli ultimi anni & sta-
to sviluppato un metodo che consente al
caleolatore di determinare la primalith di
un qualsiasi numero di 100 cifre in 40
secondi di tempo macchina,

II problema della primalith e quello a
esso superficialmente collegato della
fattorizzazione appartengono alla teoria
dei numeri, quella branca della matemati-
ca che tratta delle proprieth dei numen
interi; essa & ricca di problemi straordina-
riamente semplici nella loro formulazione,
ma notoriamente difficile da risolvere. 1
problemi di teoria dei numeri che hanno a
che fare con la primalitd hanno affascinato
i matematici fin dai tempi di Euchide.
Cosi pare che esista un'infinith di nume-
ri primi gemelli, ossia coppie di primi che,
al pari di 17 e 19, differiscono di 2. Ma si
tratta di una congettura non dimostrata, E
quasi certamente vero che esiste sempre
almeno un numero primo fra i quadrati di
dug numen successivi, ma anche questa &
un'asserzione non dimostrata, Christian
Goldbach nel 1742 ipotizzd che ogni nu-
mero pan maggiore di 2 sia la somma di
due primi; 32, per esempio, & la somma di
13 & 19. La congettura di Goldbach ha

stabilire se un numero
oggi

basta un minuto

resistito a tutti i tentativi di dimostrazione,
anchesenel 1937 il matematicorusso 1. M.

\r’mosradrw ha dimostrato che tutti i nu-

meridispan «abbastanza grandi» possono
essere espressi come somma di tre primi.
Vinogradov non & stato tuitaviain gradodi
esplicitare chiaramente cosa si debba in-
tendere per «abbastanza grandis.

Un corollario del teorema di Vinogra-
dov asserisce che tutti i numeri pari abba-
stanza grandi possono essere espressi
come somma di quattro primi. In base al
teorema, poi, sed & un numero pari abba-
stanza grande e b & un numero dispari tale
che b =a — 3, & sempre possibile rappre-
sentare b come somma di tre primi. 1l
numero pari @ in guestione & quindi la
somma di quei tre primi e di 3 (numero
primo). Nel 1966 il matematico cinese
Chen Jing-run mostrd che tutti i numeri
pari abbastanza grandi possono essere
espressi come somma di un numero primo
ediunnumero che o é primo, 0 & lasomma
di due primi. Queste approssimazioni alla
congettura di Goldbach costituiscono ri-
sultati profondi, nel senso che la loro di-
mostrazione richiede un’analisi matema-
tica avanzata ed & piuttosto difficile,

Molti enunciati sui numeri primi, pero,
possono essere dimostrati con metodi
elementari, e molte di queste dimostra-
zioni sono deliziosamente ingegnose.
Cosi, era noto gia a Euclide che il numero
dei primi & infinito. L argomentazione &
di tipo indiretto; si assume che il numero
dei primi sia finito, dal che scende I'esi-
stenza di un massimo AumMeEro primo, e
successivamente si ricava una contraddi-
zione. Supponiamo allora che p sia il mas-
simo numero primo ¢ consideriamo il
numero N definito come il prodoto di
tutti i primi fra 2 e p. Il numero N + 1 sark
primo o composto. Dato che N + 1 &
maggiore di p, in base all'ipotesi di par-
tenza dovrd essere composto (altrimenti
sarebbe un primo maggiore dip ); ma allo-
ra per il teorema fondamentale dell’arit-
metica dovrh avere dei fattori primi. Pe-
raltro N + 1 era stato costruito in modo

che la sua divisione per un numero primo
qualungue, compreso fra 2 ¢ p, desse
sempre resto 1. | suoi fattori primi (se
esistono) devono qumdl essere magsmn
di p. L'ipotesi che esista un massimo
numero primo conduce allora a una con-

La prima

lo studio del sistema numerico fu

traddizione, sicché l'insieme dei primi
non ha un limite superiore.

In modo analogo ¢ facile dimostrare
che esistono dei primi consecutivi la cui
differenza pud essere grande quanto si
vuole. Consideriamo la successione di

numerin! + 2,n! + 3, 0! + 4,

dotto di tutti gliinteri da 1 an. 5inoti che
n! + 2 & divisibile esattamente per 2,nl +
Aper 3, n! +n pern. Tutti ghin - | numeri
della successione sono composti e la suc-

macching approntata per nwmﬁﬂm_ﬂhﬁlrﬂl—‘lm&
nel 1926 da D. H. Lehmer, dell'Universiti della California sere sulla

a Bei uh;.m-hm-wrﬂcnodhp catene di bicicetta e
altro materiale e reperibile macching ers una sorts

'w
ricerca rapida di numeri di forma particolare, mecessari per la risolu-
rinne di determinati problemi di teoria dei numeri, 1 test di primali-
th, ovvero ks classificazione di un numero come primo o composto &
wuno fra i pin importanti & questi problemi. (Un mumers primo & un
numers divisibile esattamente solo per se stesso ¢ per 1 se un nume-
ro possiede altr divisor, & composto.) Le condizioni che devona es-
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conservata #l Computer Museum di Mardboro, nel Massachusetts,
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cessione stessa pud essere prolungata a
piacere scegliendo n abbastanza grande.

Molti ici hanno id In
teoria dei numeri come la «regina della
matematicas, sia per l'intricata bellezza
delle sue dimostrazioni, sia perché il suo
studio ha sempre avuto il fascino di upa
forma di pura contemplagione, senza il
peso di possibili conseguenze pratiche.
Dal 1977, tuttavia, lo sviluppo della teo-
ria dei numeri & stato stimolato anche

I crivelle per la ricenca dei mumerni prhl. attribuito all’antico Mm
Eratostene,

. © stata una delle prime lecniche

primi, entro limite, da L setie
o Y

F.:z....,....-m,...w,:;muz,m*‘wm. i
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dalla scoperta che essa avrebbe potuto
avere importanti applicazioni nella crit-
tografia, lo studic delle condizioni di ri-
servatezza nelle comunicazioni. In guel-
I'anno, Ronald L. Rivest del Massachu-
setts Institute of Technology, Adi Shamir
del Weizmann Institute of Science & Leo-
nard M. Adleman dell'Universith della
Southern California notarono che era
possibile fondare un sistema erittografico
a chiave pubblica sulla difficolts di fatto-

rizzazione di un numero composto molto
grande, che sia per esempio il prodotto di
due numern primi di 100 cifre.

In un sistema crittografico a chiave
pubblica lo strumento di codifica del mes-
saggio pud cssere reso di ragione pubblica
senza pregiudicare la sicurezza del codice.
Il codice Rivest-Shamir-Adieman si basa
sulla relativa facilith della determinazione
della primalita di due grandi numeri e del
vilore del loro prodotio da un lato, ¢ dalia

e o np.mmu-uu-'u.nmaml.
contrassegnata con 2. Quindi si cerca la prima scanalaturs sena fori, in
pratica by ters. 5i eseguono dei fori nells terza riga, ogni tre sconalitu-

si fanno dei aon cadone mei fori
25 primi minori di 100 essere determinati considerando tulte
kmﬁz-tﬂ&whnﬂi—ﬂgﬁ AMNom esistonn
primi maggiori di setle minori oqﬂlhuiuq-ﬁdnlilll)

elevata difficolta pratica di fattorizzare
tale valore se non si sa come ¢ stato co-
struito. Rendendo pubblico il prodotto di
200 cifre di due primi di 100 cifre, chiun-
que potrebbe codificare un messaggio uti-
lizzando tale numero, ma solo la cono-
scenza dei due fattori primi renderebbe
possibile la decodifica. Esistono sistemi
crittografici a chiave pubblica che non
dipendonoe dalla fattorizzazione, ma il si-
stema Rivest-Shamir-Adleman basa la
sua sicurezza sulla intrattabilita del pro-
blema della fantorizzazione ¢ la sua ope-
rativita sul fatto che i due numeri di 100
cifresiano effettivamente primi. Un test di
primalits che non dipenda dalla fattoriz-
zarione sarebbe quindi di grande interes-
¢ per i sistemi crittografici (si veda Iarti-
colo Crittografia a chiave pubblica di Mar-
tin E. Hellman, in <Le Scienzes, n. 136,
dicembre 1979),

Tutti i metodi di controllo defla prima-
lita che non dipendono dalla fattorizza-
zione traggono Ia loro importanza da un
teorema formulato per la prima volta in
una leticra inviata da Pierre de Fermat
all’amico Bernard Frénicle de Bessy, da-
tata 18 ottobre 1640. 1l teorema, noto
come piccolo teorema di Fermat, stabili-
sce che se m & un numero primo e b un
intero, b* — b & un multiplo di w. Per
esempio, sen dugualea 7eb e ugualea 2,
il_teorema asserisce corrcttamente che
27 — 2, ovvero 126, & un multiplo di 7.

Rispetto alla primalita, I'importanza
del teorema sta nella sua equivalenza lo-
gica con I"asserzdione che se A" — b non &
un multiplo di m, allora s & un numero
composto. Quando » ¢ uguale a 4 e b &
uguale a 3, 3* — 3 & uguale a T4, che da
resto diverso da zero (per la precisione, 2)
quando viene diviso per 4. 11 piccolo teo-
rema consente di concludere in modo in-
diretto che 4 non & primo.

PEI quanto il piccolo teorema costitui-
sca un risultato fondamentale e po-
tente, possicde diverse dimostrazioni
elementari, una delle quali verra riportata
pii sotto. Il teorema consente di stabilire
proprieth di numeri cosi grandi da non
poter essere scritli in forma decimale. Dal
fatio che 2447 — | & primo, per esempio,
il teorema fa scendere che il numero otte-
nuto elevando 3 alla (2% — 1)-esima
potenza ¢ togliendo dal risultato 3, & anco-
ra divisibile per 2% — 1. Il risultato
dell'elevazione a potenza & tanto grande
da non poler essere scritto sotto forma
decimale. Inoltre, il processo di divisionc
dm dovrebbe fornire esplncn.ame.me il
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7= 2(MODE)
um sistema di caleolo con

4= 1(MOD 3
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impurtanti applicarioni ai test di

primalita. Nell'aritmetica modulare 'unica cosa che conta in un numero n & il resto che sl ottiene

dividendon per un
igmorata. 1l pib fa
tempa, in oui le ore vengono indicale

wi congroo aw; | numed al suoi lati danno lo stesso festo

modubo m, La granderzs sssoluta di un numero viene oom,

e tamente

quello utibizzato per il caleolo del
il valore modulo 12. 11 simbolo = va letto
quands vengona divisi per il modulo. Per

csempin, 4 = 1 (mod 3) significa che 4 ¢ 1 danno lo stesso resto (1) quando vengono divisi per 3.

m, oppure s (modm ). 1l numero m indica
Ia grandezza della ruota, n la grandezza
assoluta del numero en (mod m) la gran-
dezza dell"ultimo giro parziale della ruota
NECESSATIO PEr MAEEIUNZETE .
Nell"aritmetica modulare esistono ana-
loghi stretti di molte leggi dell’aritmetica
ordinaria. In particolare & possibile som-
mare ¢ moltiplicare, a condizione di
esprimere i nisultati come congruenze;
tutti i numeri che danno uno stesso resto
rispetto a un dato modulo sono detti con-
grui rispetto a guel modulo.
Nell'aritmetica ordinaria, 6 piii 7 & ugua-
Iea 13, un nsultato riproducibile in anitome-
tica con un modulo, per esempio, 5. 51 ha
infatti che & (mod 5) + 7 (mod 5) & con-
grunal + 2ovverna 3, e che 13 (mod 5)
¢ anch'esso congruo a 3. Analogammt:

trovando il resto di questo aumero mo-
dulo 1037. In questo modo s possono tro-
vare i resti modulo 1037 di 3, 3%, 3.,
fino a 3'™* 11 numero 3'™7 & uguale a
0024+ 8141 1) che g sua volta & uguale
a 319 % 3% % 3% % 3 per la legee del
prodoito di potenze della stessa base;
quindi 3" (mod 1037) & congrua a 3"
(mod 1037) = 3% (mod 1037) x 3* (mod
1037) % 3 (mod 1037). Quando si sono
eseguiti tutti i calcoli, si trova che 3'™7
& congruo a 845 (mod 1037), per cui
37 — 3 & congruo a 842 (mod. 1037) (s
veda l'illustrazione a pagina 91 ). Sulla base
del piccolo teorema di Fermat, 1037 deve
quindi essere composto, dato che il resto
della divisione di 3197 — 3 per 1037 non &
uguale a zero. Questo procedimento non
da praticamente alcun suggerimento per
Iidentificazi dei fattori di 1037.

4 % 5 ¢ uguale a 20, mentre nell’ar
madulo 3 il prodotto ha la forma 4 (mod 3)
* 5 (mod 3}, e il nsultato & congruo a
1 x 2. Tale prodotto & quindi 2, ma anche
20 (mod 3) & congruo a 2.

Nella notazione di Gauss il piccolo teo-
rema di Fermat stabilisce che, se n & pri-
mao, b* — b & congruo a 0 {(mod #) o, in
altri termini, b" — b & un multiplo din. 11
vantaggio di questa notazione sta nel fatto
che le regole dell'aritmetica modulare
rendono possibile calcolare il valore di
b — b modulo n senza dover dividere
b" — b per n. Per numeri come 27 = 2 il
vantaggio offerto dal sistema di Gauss non
sembra maolto significativo, in quanto la

nonpotrebhe essere eseguitoda

a!.cun Icol .
Per arrivare ad avamposti cosl lontani
del sistema dei numeri, si pud usare la
ruota nn'lmetil:a ideata da Carl Friedrich
Gauss. A lui si deve |a formulazione del-
'aritmetica modulare, in cui la grandezza
assoluta di un numero & irrlevante e cid
che conta ¢ la dimensione dell ultimo giro
compiuto dalla ruota aritmetica per rag-
piungerlo. Il numero n viene espresso
come resto dopa essere stato diviso per un
qualche altro numero m, detto modulo. 11
resto viene seritto nella forma n modulo

fisicamentc il

divisi direta & Tnmwla per
trovare il resta, do sadivi

Pud essere divertente seguire il proce-
dimento con un caleolatore programma-
bile. Per evitare errori di arrotondamen-
to, i valorn di m dovrebbero essere limitati
a numeni le cui cifre siano al pid la meta di
quelle visualizzabili sul calcolatore. Con
un caleolatore di grandi dimensioni, i cal-
coli possono essere eseguiti rapidumente
anche quando i numeri in ingresso hanno
migliaia di cifre, quindi con il test di Fer-
mal si possono individuare numeri com-
posti enormemente grandi.

La dimostrazione del piccolo teorema di
Fermat deriva da una semplice conseguen-
#a del teorema fondameniale dell’animeti-
<. S¢ un numero primo divide esattamente

come 3107 — Sper 1037, Paritmetica mo-
dulare diventa pressoché indispensabile,
L'essenza del problema sta nel trovare
3'%7 (mod 1037); nell'aritmetica modu-
lare non & necessario caleolare il valore
dell’enorme numero 3'™7. Tutto cid che
serve & la ripetuta applicazione del fatio
che il resto del quadrato di un numero &
congruo al quadrato del resto del numero.
Cosi, una volta calcolato 3 (mod
1037), si pulb ottenere 3'% (mod I(lj?;
elevando al quadrato il resto di 3* e

ilprodates di pit numerd, divide csattamen-
te almeno uno dei fattori. 4 % 9, ossia 36,
per esempio, & divisibile esattamente per il
primo 3 € ovviamente anche uno dei suoi
fattori, 9, & divisibile per 3. L enunciato non
vale per numeri composti: 4 x 9¢ divisibile
per 6, ma né 4, né 9 sono divisibili per 6.

Pcr dimostrare il nisultato di Fermat
secondo cui b — b & un multiplo din
quando & ;mmo notiamo che b" — b &
ugualea b (b* ' = 1). Quindi, se b stesso
& un multiplo di n ko & anche & — b 11
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maggiore Nell'esempio viene
caleolata la bungherrs totake di due conde, .&an.—-ler-.i.u'r madula 5. Neflarilmetica

i attorno a un p © i

Frhhﬁe-hd:mﬁdqnl‘iﬂ-ogbnu—hm Quindi, modulo 5, 6

& congruo a 1 ¢ modulo 7a 2 (). Mdmﬂuhmm Ia lunghezza totale

dei due resti & 3 (B). rrT*h attormo al p I sma de i giri

leti & 3, di modo ch in di 6 ¢ 7 & comgrus a 3 modulo § fe). l:n-:rlglll
gencrale, la sonma dei resti di due aumeri ¢ congrua al resto dell’ondinaris somma degli stessi.

t resta da di solo il
caso in cui b non sia un multiplo :la
dimostrazione parte da questa :pnlﬂ:
L'iden di base & che se i numeri b, 2b,
?: h;i:.'(u o lJl';"m
a pud essere
espresso nella forma b ~ ¥ (n — 1)1, D'al-
tra parie, dal teorema fondamentale del-
I'antmetica segue che i resti modulo m di
b, 2b, 3b... (n — 1) b sono i numeri 1, 2,
3...(n - 1)eventualmente in ordine diffe-
rente. Un po’ di algebra clementare ci
consente di concludere che (b* ' — 1)
(r = 1)! 2 un multiplo di a. Dato che il
numero primo n non & un divisore di nes-
suno dei numeri fra | en — 1, mentre & un
divisore di (6"~ ' — 1) {rx — 1)!, un’altra
applicazione del teorema fondamentale
dell"aritmetica comporta che # & un diviso-
redid® ' — 1, Poichéb® ' - 1 & un
fattore di (b* — b), il teorema & dimostrato.
Potrebbe sembrare che il picoolo teo-
rema di Fermat risolva completamente il
problema della primalith, poiché sembra
fornire un metodo semplice per distin-
EUErE Un AUMEro primo da uno compo-
sto; sfortunatamente si tratta di una con-
clusione affetta da un vizio logico. Se
qualche numero b, b* — b di resto diffe-
rente da zero quando viene diviso per a,
allora i & certamente composto. Su
niamo tuttavia che b* — b sia un multiplo
di n. Ne segue che n deve essere primo?
Svariati esempi sugperiscono una ri-
sposta affermativa: 2° — 2 & un multiplo
di 2,2% — 2 & multiplo di 3,2° — 2 & mul-
tiplo di 5 e 2, 3. 5 sono tutti primi. Circa
2500 anni fa i matematici cinesi scopri-
rono tale campione e ipotizzarono che se
2" = 2 & multiplo di n, n deve essere
primo, Gottfried Wilhelm Leibniz, che
svolse uno studio sulle figure binarie dello
I Ching, prestd fede a questo risultato.
Nel 1919, tuttavia, il matematicn francese
Pierre Fridéric Sarrus notd che 2341 — 2¢
un multiplo di 341 anche se 341 & un
numero composto, il prodottodi 11 ¢ 31.
Dal lavoro di Sarrus sono stati scoperti
molti altri controesempi ngumd.antu di-
versi valori della base b: 3% — 1tun
multiplo del numero composto 91,417 —
& un multiplo del numero composto I5.
Tutti questi enunciati possono essere con-
trollati con un piccolo calcolatore sfrut-
tando Paritmetica modulare gia descritta,

n che, do il test di Fer-

4 (MOD 3) = 5 (MOD 3)
= 1 (MOD 3) x 2 (MOD 3}
= 2 [MOD 3)

4x5=20~ EiMODf!]

moltiplicaz data in modo analoge a quells ording-
unma 5“#&1-“3:?“ =

inlorna I-I-plnl di ogni numero @ la ﬁﬁmﬁ:‘umm
a2 un
giro completo sttornoe umm nmidmsu-nmim.nr_n

prodotio dei due resti @ Parea del refiangolo che ba laii uguali alla di dlascun resio. In

lafi di lunghezza 4 ¢ 5. 1l resto del p i di ciascun
rettangolo piceolo i cui lati abbiano pari a guella di una cords che compia un numero
imtero di completi attorno sl triangolo {aree in grigio). L'area del rettangolo

mat per un valore assegnato di b,
non risulta composto, prende il nome di
pseudoprimo in base b. 11l numero 341 &
pseudoprimo in base 2, mentre 91 & pseu-
doprimo in base 3 ¢ 15 in base 4. Di fatto
esiste un'infinith di pseudoprimi in ogai
base b. Alcuni numeri composti, come
561 (il prodotto di 3, 11, 17) e 1729 (il
prodotto di 7, 13, 19) sono pseudoprimi
in ogni base b. Numeri siffatti sono detti
numeri di Carmichael dal mme d:l ma—
tematico R. D.
che scopri le loro propricta ncl ]5‘(!'3
L'esistenza di numeri di Carmichael
pone fine alla speranza che il test di Fer-
mat, almene nella sua formulazione ori-
ginaria, possa separare tutti i primi dai
composti. Peraltro, i numeri di Carmi-

chael sono molto rari, e rar sono anche gli
pseudoprimi in una singola base, se con-
frontati con | numeri primi. Jan Bohman
dell"Universith di Lund ha dimostrato che
esistona esattamente 882 206 716 primi
minori di 20 miliardi. John L. Seliridge
della rivista «Mathematical Reviewss e
Samuel S. Wagstaff, Jr. dell’Universita
della Georgia hanno calcolato che esisto-
no solo 19 865 pseudoprimi in base 2
minori di 20 miliardi. Se si eseguisse il test
di Fermat in base 2 per tutti | numeri
inferiori & 20 miliardi, la percentuale di
errore sarebbe di circa uno su un milione.
La scarsith di pseudoprimi in base 2,
fra tutti i numeri inferiori a 20 miliardi,
fa pensare che, se un numero supera il
test di Fermat in base 2, & molto probabi-
le che sia primo. Inoltre, se il numero &
un numero composto che supera il test di
Fermat in base 2. potrebbe non passario
in base 3. Sarebbe piacevole poter asseri-
re che, applicando il test di Fermat alla
base 3, si riduce significativamente la
probabilith che un numero composio
continui & comportarsi come se fosse un
numero primo. Poiché tuttavia i test pos-
sono non essere indipendenti, & possibile
che quello in base 3 non elimini ancora
molti composti che non siano gia stati
eliminati dal test in base 2.
Recentemente D. H. Lehmer dell’Uni-
versith della California a Berkeley e, in-
dipendentemente, Robert M. Solovay del
California Institute of Technology e Vol-
ker Strassen del Politecnico federale sviz-
zero hanno sviluppato una variante del
test di Fermat che soddisfa al requisito
dell'indipendenza in differenti basi. Il test
ha la caratteristica che se il numero n in
esame & composio, risulta tale per al

& umn args deduttivo,
in cui ogni passo segue dai precedenti. La
forza della dimostrazione non deriva solo
dal fatto che & possibile controllare la va-
lidita delle conclusioni, ma anche dal fatio
che la validith segue in forza dell'argo-
mento. Ritengo che il test di primalita
Monte Carlo induca piuttosto a pensare
che fra i concetti di dimostrazione e di
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certezza corre una notevole differenza.

Nel 1876 il matematico francese E-
douard A. Lucas un solido test di
primalita per un qua].smﬂ nuMero A, Sup-
P b perilquale
b* = ! sinp congruo a | modulo A, mentre
b =~ ¥ non sia congruo a | modulon per
ogni fattore primo p din — 1. Lucas dimo-
stro che in tal caso n deve essere primo.,

la meta dei valor della base b compresi
fra 1 en. Sicché scepliendo a caso 100 basi
dlffucnt: e applicando il test di Lehmer-

la probabilita che
qualche numera composto n superi tutti
¢ 100 i test & minore o ﬁuuie a una
su 2'%% ayvero a una su I

Solovay e Strassen diconocheilloro un
«test di primalits Monte Carlo» (numerosi
metodi probabilistici matematici e fisici
prendono il nome da quella citth, nota peri
suoi giochi d azzardo). Dal punto di vista
pratico la denominazione sembra precisa;
parrebbe infatti che nella applicazione crit-
tografica il funzionamento di un codice non
vengainficiato dalla piccolissima probabili-
th che | numen su cui si basa non siano in
realth primi. E stato anche osservato, su
basi che ritengo filosoficamente fragili, che
dal momento che ogni ordinaria dimostra-
zione & soggetta acorrezioni ed errori uma-
ni, si potrebbe accettare una forte conferma
probabilistica della primalith come una sua
dimostrazione matematica,

In effetti abbiamo buone ragioni per
credere che la probabilita di errore di una
dimostrazione matematica sin molio su-
periore a 1 su 10™. La storia della mate-
matica offre numerosi csempi di =dimo-
strazioni» che si sono poi rivelate erronee
o fuorvianti. Esiste perd una differenza
qualitativa, di grande rilievo per i mate-
matici, fra una conferma probabilistica e
una  dimostrazione  matematica, Una

I | | T ST —
| .
T T —
Gl | erwmm ]
=l | e ]
[ =512 ] [ m'f=1w1=-sstf=wm1- s ]

mmmdmﬂﬂl—- . miakto

di Nusso mostra come si possa trovare il resto

Mimﬂlmﬂmm‘llﬁ senan dover calealare il valore effettivo di 31007, 11
mimﬂ“&'mﬂwd—mwnﬂnuﬂlbqﬂﬂ
l 2

L

ilresto
i una suceessione di resti modulo

b peish dide P A
1m.£3.a=.3‘.3'.31‘.uu-3““ Data che 3107
diviso lmimtmmrﬁm&tm

(mod 1037) % 3 (mod 1037), I

@ 31024 38 34 3l resto di 31007
24 (maod 1037) = 3% (mod 1037) x 34

n




51 CONSIDERING | NUMERI &, 28, 3b...., (7 — 1), Ab

TAOVANDO | RESTI MODULO n DI QUESTI NUMERI 51 DETERMINA U
CORRISPONDENZA IN CLH | RESTI SONO LUNA PERMUTAZIONE DEI CDEFFICIEN“ Di b,

=16 nb
_>f‘<k y sl
oo ~y */"w?”_ " b

OUINDI b < 2bx . xin - 1) b (MOD ) =1 x2x _ =in - 1){MOD n)
PERCIO |b % 2 % . % (1 — 1jb] - |1 x 2% . % {n = 1)] = 0 {MOD )

MA Bx20x 2xp=10=b""{p=1)1 ET1%x2Zx__x@=1)=-1)!
OUINDI [Dx 2bx ..xfn =1jb] =1 x2x _x[n=1)=
I W—hll-liﬂ'ﬂ'lllb"—'!Irl—11' 0 (MOD n).

ANTO (B0 =1 —1jn — 1)1 E UN IlUl.TIFLO Di n, L CHE E SUFFICIENTE
F‘EH DIMOSTRARE IL TEOREMA Di FEAMA

d d-l'q:p&min-e del Im fon-

pﬂ-oabuhltm.}' b um dlﬁe
i o multipho din, la ¢ @ ché immediata: dato cheb® — b ¢ uguake ab(be -1 - 1),
n!-hﬂmdll bob' ben-hiphﬁ- s-bma-mdil.hmlmnck
1~ 1 & mubtiplo dia. Un i dice che se un
ﬁﬂummiﬂ-dmmmd&-&muimﬁmm&u
non divide esattamenie nessuno dei numeri fra 1 ea — 1, non dividerd esattamente neppure
n —1)2. Ne segue che se s rieser @ dim che n divide @G- 1) M,
allora anchie b2 1 — | ¢ b — b sono divisibili csattamente per n; oe convegue che 97 ! - 1 e
Wb — &) somo anch’essi divisibili per 0. Consideriamo | numeri b, 2b, 36, fino o ab, Nesons
coppia di numerd i ¢ jb pud dare lo stesso resto guando siano divisi per o, Altrimenti il - jb, che
& uguale a (i — f) b, sarchbe un moltiplo di s, dato che la sottrazione cancellerebbe i resti, Poiché
i mon & multiplo di 8, § dell implica che § — j & un multiplo di
a. Il numero n, tuttavia, non pub essere diviso senza resto da un qualsiasi sumero i — §, doved o f
siano stati scelti nella successione di numeri da 1 8 0. La supposizione che ib ¢ jb diano lo stesso
resto, wna volts divis per a, condice o una contraddizione. Poiché il resto della divisione di nb
Frn!ﬂch“ﬂ:prlﬂuﬁllﬂolﬂlen = 1, i numeri b, 2b,..., (n — 1)b, se divisi pern
danna resti compresi fra 1 e — 1, in on ordine opportuas. 1] disgramma mosten che dividendo
pern i numeri b, 2b... 0 — 1)@ ¢ prendendo i resti, si pud stabilire una corrispondenza fra b,
b, tm - 1dbed, 200 ~ 1) Duto che i resti dei numeri di ciascun insieme sono gli stessi, a
meno dell'o . il resto del p _xhXIjﬁ!asubalmdelpro
1% 2% % (0~ 1) Sottraendo un prodotio dail’sitro si cancellano i resti e la differenza dei due
prodotti & un multiplo & ». Con pochi passaggi wammmhm
i due prodotti ¢ uguale s (b° ' 1}n -~ 1)L, per cui I’
Ellhhmmmmﬂp‘mhhum-lilmp!rnnﬁil-mhuﬂl.

341 PSEUDOPRIMO IN BASE 2
280 = EE e P PB4k 2
B4 % 16 x 64 x 16 % 2 (MOD 341)
2 (MOD 341)
OUINDE 2% = 2 = 0 (MOD 341)
PERTANTO 341 SUPERA IL TEST Dt FERMAT IN BASE 2
MA 381 = 11 x 31

561 PSEUDOPRIMO IN OGNI BASE
008 = DOV I 5 DN B
103 x 103 = 460 x 2 (MOD 561)
2 (MOD 561)
QUINDI 2% — 2 = 0 (MOD 561)
PERTANTD 581 SUPERA IL TEST DI FERMAT IN BASE 2
MA 561 =3 % 11 x 17
S T 3 3]
273 x 273 = 60 x 3 (MOD 561)
3 (MO0 561)
QUINDI 3 = 3 - 0 (MOD 561)
PERTANTO 581 SUPERA IL TEOREMA DM FERMAT IN BASE 3

Gl psendoprimi sono numeri che m!mlmmwdﬂ mmdl
kmmmhhumrmmm-_ri g

base b & un sumero com, n che divide senza resta b5 -lu—ﬂnﬁ-ﬂ-r
mmm;ﬂpﬁlﬂl’“&uhlmillmll !mm
i base 2. Nel per 341,

v, Carmichael che scopri le
wwhﬁbl ﬂ-—-uﬂl.mla.llgﬂl,tlph
piccolo dei numeri di Carmichael; qui viene

Supponiamo, per esempio, che n sia

257; alloran — 1 & 256, ossia 2%, quindi
tutti i fattori primip din — lmouguah
2. Per provare che n ¢ primo, bisogna
trovare un b tale che 5% sia congruo a 1
modulo 257, ma non & cosi per b2,
Sebbene il test non dia indicazioni su come
trovare il particolare numero b, lmlﬂ di
tali numerni soddisfano le condizioni del
teorema per qualsiasi primo n. Una ricerca
casuale condureh quasi sempre al succes-
s0. Quando b & uguale a 3, per esempio,
E o al 257,
3192 nop & congruo a 256 modulo 257
Quindi 257 & primo. Sebbene sia anch’es-
s0 di tipo Monte Carlo, nel senso che b
deve essene scelto acaso, una volta trovato
il numero, il test di Lucas fornisce una
rigorosa dimostrazione di primalits.

€& un aspetto del test di Lucas che ne
limita "apphcabilith a numeri di una certa
forma: se non si possono trovare tutti i
fattori primip di n — 1, non pud essere
utilizzato. Ovviamente, se 5i pensa che sia
primo, i ¢ dispari e n — 1 & divisibile per
2. Ma questa buona partenza non basta; il
test di Lucas non & generalmente applica-
bile agli altrin — 1 fattori, in modo sem-
plice come nel mio esempio.

Se tutti i fattori primi din + 1
essere trovati pint facilmente di quelli di
n — 1, esiste un altro test (anch'esso propo-
sto perla prima voltada Lueas) per stabilire
It primalita di n. Lehmer lo ha migliorato
nel 1930 ¢ per i numeri a cui pud essere
applicato in questa forma formisce un pro-
cedimento che gira molto velocemente su
un grande calcolatore. Grazie a esso & stata
dimostrata la primalita dei pit grandi nu-
‘mer primi conosciuti, numeri della forma
27 — 1. dove p stesso & un numero primo.
Tali numeri sono detti num.endtMemnne.
dal nomedel delXVII
secolo che compild per pmllo un elenco di
numeri primip per iguali riteneva che fosse
primoanche 2* — 1. E evidenteche sen & un
numero di Mersenne, si conoscono tutti i
fattori primidin + 1:sono tutti ugualia 2.,

Nel 1975 John Brillhart dell’Universita
dell’ Arizona, Lehmer e Selfridge hanno
mostrato come costruire un test di prima-
lith per un numero n se si conoscono solo
alcuni dei favori primidin — Lon + 1.
Hugh C. Williams dell'Universita di
Manitoba ha portato questo tipo di test a
una grande raffinatezza: per controllare
la primalita di n sono sufficienti fattoriz-
razioni parziali din® + 1,n® —n + l¢
m +a + 1. Se perd nessuno di questi si
fattorizza con facility, il test si arena. Per
quanto questi metodi consentano di con-
trnll:rc molti numeri primi di 100 cifre. i
& che per i i e~
same di certi primi riottosi occorrerebbe
un secolo di tempo macching. Sarebbe
quindi necessanio un test di primalith che
non dipendesse dalla particolare forma
del numero in esame.,

el 1980 Adleman ¢ Robert 5. Ru-
mely dell'Universita della Georgia
hanno sviluppato un test che ha radical-
mente modificato 'efficienza del control-
lo della primalita di grandi numen che
non abbiano una particolare forma. Nel-

la formulazione originaria il test era in
grado di saggiare la primalith di gualsiasi
numero di 50-100 cifre in 4 - 12 ore di
tempo macching su un grande caleolato-
re. Henri Cohen dell’Universiia di Bor-
deaux e Hendrik W. Lenstra, Jr. dell’U-
niversith di Amsterdam hanno significa-
tivamente mighorato il test, tanto che
attualmente gira 1000 volte pid veloce-
mente: un numero di 100 cfre pud esse-
re controllato in circa 40 secondi sul cal-
colatore Cyber 170-750 della Control
Data Corporation.

Da dove proviene tanta efficienza del
test di Adleman-Rumely? I suoi dettagli
richicdono la conoscenza tecmica della
teoria dei numeri algebrici, ma in sostan-
za & simile a quello di Fermat. Vengono
costruiti dee oumeri ausiliar, deti i
numero iniziale / e il numero euclideo E.
Il numero [ & il prodotto di svariati primi
come 2 % 5 x 5 x 7= 2101l numero
euclideo E deve invece questo nome ul
fatto che la sua definizcione ricorda la
dimostrazione di Euclide dell'esistenza di
un mfmm di primi. E & il prodotio di tutti
i primi pr, g, ... tali che |r|umenp 1,
g — 1,r = 1,.. sono tutti fattori di 1. 11
numero 70, PE{ esempio, & un fattore di
210 e daro che 70 & minore di uno rispetto
al primo 71, questo (71) @ definito come

un fattore di E. T fatton di 210 che sono

i di un primo sono 1, 2,6, 10,
30, 42, 70 e 210 stesso. Quindi E & il
prodotto dei primi 2, 3, 7, 11, 31,43, 71,
211, ovvero ¢ il numero 9225 988 926.
I'numero £ deve essere costruito in modo
da essere maggiore della radice quadrata

mostro che esiste un'infinita di interi tra i
cui fattori molti sono predecessori di un
primo. Per applicare il risultato di Prachar
al test di Adleman- Rumely nella sua for-
ma lmgmalc era necessario mostrare che
il numero | pud essere costruito in modo
da essere slibero da quadrati», ossia non

del numeron di cui si controlla la g
Nel m:or.su-nplu mnll numero iniziale 210

divisibile per alcun o di un intero
mugg,mr: di 1. Cohen e Lenstra hanno
i

il metodo di A ly potrebbe
lavorare con un n non maggiore di 10, 11
tempo di caleolo & proporzionale & una
potenza del numero [, pertanto questo an-
drebbe scelto il pi piccolo possibile. Vi &
una sorta di tensione dinamica fra f ed E.
Perché il test siavalido, E deve esserc gran-
de; perché il test sia rapido, I deve essere
piceolo. Inoltre, poiché E dipende da /. i
numeri ausiliari non possono essere scelii
indipendentemente uno dall’altro. 11 nu-
mero 210 & un buon esempio di scelta dil,
poiché si tratta di un numero relativamente
piceolo con numeros [atton che sono pre-
decessori di un primo. Per dimostrare che il
test di Adleman-Rumely & sempre veloce,
era necessario verificare che fosse sempre
possibile trovare dei numeri E e/ opportuni
e valutarne la grandezza.

Per un caso, si trattava di un lavoro gih
svolto, Nel 1955, Karl Prachar della Fa-
colth di agraria dell’Universith di Vienna
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che, nella loro
variante del test, la condizione della Ilbct-
12 da quadrati pud essere eli E
stato possibile anchc rafforzareil nsultal.o
di Prachar impicgando le scoperte di Pa-
trick X. Gallagher della Columbia Uni-
versity ¢ di Enrico Bombieri dell'Institute
for Advanced Study e dell'Universita di
Pisa. Andrew M. Odlyzko dei Bell Labo-
ratories ¢ io abbiamo analizzato la costru-
zione dei numeri che possono recitare la
parte di / nel nuovo test.

Dapola costruzione di [ ed E, sono stati
sviluppati alcuni test analoghi a quello di
Fermat per ogni coppia di primip ¢ g in
cuip, il primo membro della coppia, & un
fattore di E e g, secondo membro della
coppia, & un fattore di p — 1. 1l test non
viene eseguito sui numeri interi, ma in
rapporto ai cosiddetti interi algebrici che
corrispondono a p e . Un intero algebri-
0 & un numero complesso che & radice di

v | p PER CUI DATA DELLA CALGOLATORE
A PRI == DIMOSTRAZIONE AUTORE QELLE METRAZIHE UTIUZZATO |
2 ;]
‘; ;‘ ANTICHITA CITATO NEGLI ELEMENT! DI EUCLIDE
T 2zt
13 a1, 1461 CITATD NEL CODICE LAT. MONAC. 14 908
7 131071
4 il } 1588 PIETRO ANTONIO GATALDI
31 2 147 483 647 1772 LEONHARD EULER
81 19 CIFRE 1883 1. M. PERVOUCHINE
B9 27 CIFRE 1911 R. E. POWERS
107 33 CIFRE 1914 R, E. POWERS, E. FAUQUEMBERGE
127 39 CIFRE 1876 ~ 1914 EDOUARD LUCAS, E. FAUQUEMBERGE
521 157 GIFRE
807 183 CIFRE
1279 386 CIFRE 1952 RAPHAEL M. ROBINSON SWAC:
2203 864 CIFRE
2281 887 GIFRE
a7 568 CIFRE 1957 HANS RIESEL BESK
4283 12 AR RE } 1961 ALEXANDER HURWITZ IBM-7050
4423 1332 CIFRE
0689 2017 CIFRE
9941 2993 GIFRE 1963 DONALD, B. GILLIES ILLIAC
123 3376 GIFRE
19837 6002 CIFRE 1971 BRYANT TUCKERMAN IBM 360:91
21700 533 CIFRE 1978 LAURA MICKEL, CURAT NOLL COC-CYBER-174
23208 6887 CIFRE 1979 CURT NOLL COC-CYBER-174
44 407 13 395 CIFRE 1979 HARAY L. NELSON, DAVID SLOWINSKI CRAY-1

I mumeri di Mersenne sono numer

primi predecessor
potenza llhu-—chinﬁ#uﬁl-ﬂmh-m
Marin Mersenne. Si tratta di numerd primi studiati fin ﬁlm
poiché, come mosird gid Euclide, se 2 — 1 & primo, 27 ' (2" - 1) &
M!#ﬂamlﬂ‘l-ﬁﬂnﬂ.“nu

i A 281%1 — | pom @ prima, occorrons 100 ore macching con un caleokitore

Se2? — 1 primo, anchep & primo,

Non si suse exista on infinith ‘p‘lﬂﬂm ﬂnuﬂl II“HI

senza trovare alcun

I:m-pudlllenm.- PR

li. R dei P i M & andate di
i it el it di ealeols it di David

Slanhdiéelhwml more 1 ¥ T ehe

ILLIAC-L, 5,2, ore con un IBM Sistema 7090, 49 minuti circa con un
teacen, 3,1 minuti con un IBM 36091 ¢ 10 secondi con il cRAY-L
Slowinski ¢ Harry L. Nelson, anch’egli del Lawrence Livermore, hanno
preso in esame tutti | numeri di Mersenne per valori dip fino a 50 000,

di 24497 1. Receniemenie Gay

M. Hawarth, Steven M. Holmes, David J. Hunt, Thomas W. Lake e
Stewari F. Reddaway delle International Computing Limited hanno
proseguite la ricerca com un ICL-DAP, un supercalcolatore
elaboratori che lavorano Pur avendo il valore di
hlﬂm."mmmhmwﬁ m’

con 4096

93




1000 CIFRE

10" ANNI

dentemente dalla grandezza dei numeri esaminati. 11 tempo di caleolo
tip i quello idento dal matemutico fromcese mx.lﬂin

10 ANNI

pocn confartante; alcuni

-] - Y

-ﬂﬁtﬂll‘-

essene
ma e mbhe&- valori effettivamente

“-I“'

stime,
Mnmmlhﬂlmbp‘“mm“ﬂm

un'equazione algebrica a coefficienti interi,
in cui il coefficiente della potenza di grado
massimo dell’incognita & 1. Per esempio,
2, {la radice quadrata immaginaria di
e I]e[— 1 +i \fgs&n&lnmmm
algebrici in quanto radici uazioni
algebrichex? -2 =02+ 1=0, xe!q 1=0.

Se¢ il numero i, di cui si controlla la
primalita, non supera il test corrisponden-
te a una delle coppie di primi p e g, allora
viene classificato come composto, mase li
supera tutti non & certo che sia primo,
anche se il numero di possibili fattori che
resta da & piccolo. Adl €

tempo impicga: un nume-
o n nmummﬁmmmﬁm:a
k del numero di cifre di n. Indicherd il
numero di cifre di n con d(n). $i noti che
d(n) stesso & un numero, il cui numero di
cifre sard d{d(n)).

In base alla definizione fornita dalla
teoria dell; plessith, i test di Adl
—RumelyeCokml.ens&rasmlenu n
valo n))) moltiplicato

che comtane . L@madw
il numero di cifre del numero di cifre
di cifre di m, Omlr.dl:mhm-

Rumely hanno mostrato che ogni numero
composto n che superi tutti i test del tipo
Fermat deve avere i fattori primi in un

Tel Len-

stante ¢ per tale espressione, alla fine il
prodotto dic per tale ione eccederi
r A u?remae

con

stra hamostrato che i numeri nell'insieme
somo i residui delle potenze a, n?, n...

fino a n', modulo E. Provando con le di-
visioni se oltre a 1 e a n ciascuno dei
numeri dell'insieme divide esattamente
n, n & composto, altrimenti deve essere
pnmo Per qndl::m l'ultimo_passo del

o i Al o
:mnlgh a un processo di faum&znﬂone.
devo sottolineare che la sua conclusione
risulta valida solo se n ha superato tutti i
precedenti test di tipo Fermat. La mag-
gior parte ¢ forse tutti | numeri composti
cadono per almeno uno dei test di Fer-
mat, sicché non & necessario disporre di
un fattore che debba essere trovato per
all'ultimo passo.

bilith le dei

all® i n. 11 limite del tempo di
calcolo non & quindi polinomiale.
Tuttavia, per uumcn relativamente
iccolis il cm pud essere
fucﬂiute in quanto d(d(d(n))) in tal
caso cresce all'infinito a una velocith deci-
samente ragionevole. Cosi, anche per un
numero come 10'™, d(d(d{n))) & ancora
uguale a 1. 1l primo numeron per il quale
I'espressione & uguale a 2 & lﬂ’“"’"“'
in altre parole, per tutti | numeri inferiori
il tempo di esecuzione dei nuovi test &
limitato dalla potenza ¢ di din). Quindi i
nuovi test non possono girare in tempo
omiale, ma squasis.
Ora che il test di primalita pud essere
eseguito rapidamente anche per numeri

B | e l'appl
nuovi test hanno Ipeﬂ-l)Tl strada al-
l'esame. teomu d: numeri prmdmte
mente ili anche ai

pit velos. Sup ora di

al test un numero con molto piis i 100
cifre. In quanto tempo ci si pud aspettare
che il test emetta il suo responso? Questa
e altre domande anal sono di grande
importanza teorica p:?:m branca della
scienza dei calcolatori che prende il nome
dl mnl della mmplmti Secondo una
auglla
teoria della mm;ll::wﬂ un test di prima-
lita sara «lentor dal punto di vista compu-
tazionale se non pud essere eseguilo in
quello che & detto tempo polinomigale.
Vale a dire, un test & lento a meno che il

Emb rivolgersi al problema correlato della
fattori Dei in questo
campo avrebb diati sui

sistemi crittografici basati sulla fattoriz-
zazione. Gli sviluppi dei test di primalith
non hanno direttamente a che fare con la
fattorizzazione; d'altra parte, nessuno ha
ancora dimostrato che questa sia intratta-
bile: nulla ¢ garantisce che domani qual-
Ccuno non possa inventare un metodo di
fattorizzazione rivoluzionario. Una deci-
sione circa la sicurezza a lunga scadenza
dei sistemi cri a chiave pubbli
basati sulla fattorizzarione wmwi;l:
giudizio soggettivo sui possibili progressi

ziale vulnerahilni di questi llp! di codice
di fronte a nuovi risultati teorici.



