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ORIENTABILITA
Esercizio 1. Siano X e Y varieta C° orientabili. Dimostrare che X x Y ¢ orientabile.

Esercizio 2. Siano X e Y varietd C*°. Dimostrare che se X X Y & orientabile, allora anche X e Y sono
orientabili.

FUNZIONI OLOMORFE

Sia U C R™ un aperto. Lo spazio delle m-forme differenziali complesse su U & il prodotto tensoriale
Q™(U) ®r C. Una forma a € Q™(U) ®r C ha un’unica espressione come

a= Z aydx’, (1)
|J|=m

dove ay: U — C & una funzione C*° a valori complessi, cioe oy = S + ivy, dove B;,v; € C®(U).
Identifichiamo C™ con R?" nel modo seguente:

~

R2" - cr
(T1,Y1, T2, Y2y« s Ty Yn) = (T1 +iy1, T2 + Y2, . .., Ty + TYn)
Ora sia U C C™ un aperto. Per quanto detto sopra hanno senso le forme differenziali complesse su U.
Poniamo z; = z; + iy;. Le 1-forme differenziali complesse dz;,dz; € Q'(U) ®g C sono definite da
dz; == dx; + idy;, dz; = dz; — idy;.

(Ovviamente si intende ristrette a U.) Notate che per ogni a € U, una base dello spazio cotangente
complessificato Q! (U) @g C (base come spazio vettoriale complesso) & data da

{dz1(a),dzz(a),. .. ,dz,(a),dzi(a),dza(a), . . .,dZ,(a)}. (2)
Dati multiindici J = {1 <j1 <jo<...<jp<n}eH={1<hy <hy<...<hy<n}, poniamo
dz’ Nz = dzj, Ndzj, N N dzp, NdER AdZpy A A dZ,.

Siccome (2) & una base di QL (U) ®g C, una base di Q™ (U) @g C (base come spazio vettoriale complesso)
e data da

{. ey dz‘](a) AN dEH(a), .. .}‘J‘J’_'Hl:,,n.
Quindi una forma a € Q™(U) ®g C ha un’unica espressione come

a= Z oy pdz? AdzH (3)
|J|+|H|=m

dove ajp: U — C & una funzione C* a valori complessi. La scrittura (3) ¢ molto piti conveniente di
quella in (1).
Sia f € C°(U): si definiscono

of _1(of _.of of 1 [af .of
3 (o~ i3): 2 (50 +3)

9z oz,

Ox; 8yj

7 2 \ow; oy

of = Z@z]dzj

of = Z@zj

Esercizio 3. Sia U C C" un aperto. Sia f € C*°(U). Si dimostri che
df =0f +9f. (4)
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Ora sia a € Q™(U) ®g C, data da (3). Si definiscono da e da cosi:

da = Z INaypm) ANdz" Ndz?,
[J|+[H|=m

Ja = Z Oy ) Ndz? A dz?
[T+ H|=m

Esercizio 4. Sia U C C™ un aperto. Sia a € Q™(U) ®g C. Si dimostri che
0=000(a) =0d009(a), d0d(a) =—000(a). (5)

Definizione 1. Sia U C C" un aperto. Una funzione f: U — C & olomorfa se ¢ C® e df = 0.
Un’applicazione

v - cm

Z = (fl(z)af2(z)avfn(z))
& olomorfa se ciascuna f; &€ omolorfa. Analogamente, una funzione f: U — C & antiolomorfa se € C*> e
df = 0. Un’applicazione

U — cm

z = (fi(2), fa(2), - fu(2))

& antiolomorfa se ciascuna f; & antiolomorfa.
Esercizio 5. Dimostrare che la composizione di applicazioni olomorfe & olomorfa.

Esercizio 6. Sia U C C" un aperto, e f: U — C una funzione C*°. Dimostrate che

a(f) = (9f)
In particolare f & olomorfa se e solo se f ¢ antiolomorfa.

Esercizio 7. Sia U C C™ un aperto. Sia f: U — C. Si dimostri che se f ¢ una funzione polinomiale,
allora f ¢ olomorfa. Si dimostri pili in generale che se f ¢ analitica, allora f & olomorfa.! Ricordiamo
che f ¢ analitica, se dato a € U, esiste r > 0 tale che la palla B(a,r) C U, e la restrizione di f a B(a,r)
ha una espansione come serie di potenze assolutamente convergente.

Esercizio 8. Sia U C C" un aperto, e f = (f1,..., fn): U — C"™ un’applicazione olomorfa. Sia a € U,
e supponiamo che la matrice Jacobiana Jf(a) con entrata %(a) su riga j e colonna h sia invertibile.

Dimostrare che f ¢ invertibile in un intorno di a, con inversa (locale) olomorfa.

Esercizio 9. Per z € C, definiamo e* = )~ ;2" /n!. Dimostrare che e & olomorfa in z. Dimostrare che
e® ha inversa locale in ogni punto, chiamiamo I'inversa (ovviamente) log z, e notare che log z & definita a
meno dell’aggiunta di un multiplo intero di 27i. Concludere che d(log z) & ben definita nonostante log z
non lo sia, e che

dlogz = d(log z) = %

N
IE vero anche il viceversa, ma questa € un’altra storia.



