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VARIETA COMPLESSE

Sia X una varieta topologica di dimensione n pari, e poniamo n = 2m. Identifichiamo R™ con C™
nel modo standard. Sia {(Uj, ¢;)}jes un atlante su X. Data l'identificazione standard di R™ con C™, la
carta locale ¢; ¢ un omeomorfismo ¢;: U; — V;, dove V; C C™. Diciamo che latlante {(Uj, p;)}jes
e olomorfo se le funzioni di transizione sono olomorfe. Sia f: X — C un’applicazione; siccome la
composizione di applicazioni olomorfe ¢ olomorfa, ha senso dichiarare che f e olomorfa se ¢ olorfa in
ciascuna carta locale. Analogamente, se Y & un’altra varieta C*° con atlante olomorfo, I’applicazione
f: X — Y ¢&olomorfa se lo e in coordinate locali. Procedendo come nel caso delle varieta C*°, si definisce
la nozione di varieta complessa. Se X ¢ una varieta complessa con carte locali in C™, diciamo che la
dimensione (complessa) di X & m (notate che la dimensione di X come varieta C* & 2m).

Esempio 1. C™ ¢ una varieta complessa, se prendiamo latlante banale {(C™,1d)}.

Esempio 2. P{ ¢ una varieta complessa di dimensione m, se prendiamo I’atlante dato dagli aperti affini
standard
Uj :={lz] € P | z; # 0},

con carta locale
Uj — cm

[z] = (xo/mj,z1/xj,... x50 /T, 01 /T, T T)

Esercizio 1. Si dimostri che una varieta complessa ¢ orientabile. (Suggerimento: Siano U,V C C™
aperti non vuoti, e f: U — V un’applicazione olomorfa invertibile. Si dimostri che

fr@mdzr NdzZy Ao ANdzg ANdZ) = piTdza ANdZL A N Az A dZ,
dove p & una funzione positiva.)

Esercizio 2. Sia U C C™ un aperto, e f: U — C una funzione olomorfa tale che

of
a 0
Y (a) #
per ogni a tale che f(a) = 0. Dimostrare per f I’anologo olomorfo del Teorema di Dini, e cioe¢ che esiste
una funzione olomorfa ¢(z1,...,2m—1), definita su un aperto di C™~1, tale che

V(f) = {a’ ev | f(a‘) = O} = {(217 < ~72m71,30(213 <. '7Zm71))}'

(Suggerimento: invocare 'esercizio 8 del precedento foglio di esercizi.)

Esercizio 3. Sia F € Clxy,...,2,]q un polinomio omogeneo di grado d tale che per ogni a € (C"*1\
{(0,...,0)}) valga
of of
— R 0,...,0).
(St (@) £ 0.0

Dare a
V(F) :={ld] € P¢ | F(a) = 0}
una struttura di varietad complessa di dimensione (n—1), usando l’esercizio 2 (Teorema di Dini olomorfo).



