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Esercizio 1. Dimostrate che Pn(C) è orientabile.

Esercizio 2. Abbiamo visto che se n è pari, Pn(R) non è orientabile perchè è il quoziente di

Sn per l’azione di una involuzione (un diffeomorfismo di ordine 2) ι : Sn → Sn (esplicitamente

ι(x) = −x) tale che ι∗ω = −ω, dove ω è una opportuna forma di volume di Sn. Dimostrate che

una varietà connessa M è non orientabile se e solo se esistono una varietà orientabile connessa

M̃ , una forma di volume ω di M̃ , e una involuzione ι : M̃ → M̃ tali che

1. M è diffeomorfa al quoziente M̃/〈ι〉, e

2. ι∗ω = −ω.

(Suggerimento: Se valgono (1) e (2), la dimostrazione che M non è orientabile è uguale a

quella data in classe della non orientabilità di Pn(R) per n pari. Se M non è orientabile,

M̃ è il ricopimento topologico di M con fibra su p ∈ M uguale a
∧n T ∗p (M)/R+, dove n =

dimM , e R+ agisce per moltiplicazione.) Dedurne che una varietà non orientabile ha gruppo

fondamentale non banale. Notate che questo ridà il risultato dell’Esercizio 1.

Esercizio 3. Sia M una varietà C∞ che ha un buon ricoprimento M = U1 ∪ . . . ∪ Ur+1,

dove r ≥ 1. Dimostrate che Hp
DR(M) = 0 per ogni p ≥ r. Dedurne che se una varietà

compatta orientabile di dimensione n ha un buon ricoprimento finito, allora la cardinalità del

buon ricoprimento è almeno n + 2. Per ogni n ≥ 1, dare una varietà compatta orientabile di

dimensione n con un buon ricoprimento finito di cardinalità n+ 2.
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