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Esercizio 1. Sia A = (ajk)(j,k)∈{0,...,n} una matrice (n+1)×(n+1) simmetrica, e sia QA(Z) :=

Zt ·A · Z l’associata forma quadratica su Cn+1. Se A 6= 0, allora

V (QA) = {[Z] ∈ Pn | QA(Z) = 0}

è una ipersuperficie in Pn.

1. Verificate che

V (
∂QA

∂Z0
, . . . ,

∂QA

∂Zn
) = ∅

se e solo se A è non degenere. Quindi, se A è non degenere, V (QA) è una sottovarietà

complessa di Pn, e perciò è una varietà complessa di dimensione n.

2. Supponete che A sia non degenere. Dimostrate che V (QA) è una varietà complessa

connessa.

3. Siano n = 2 e A non degenere, cioè V (QA) è una conica complessa non degenere.

Dimostrate che V (QA) è isomorfa (come varietà complessa) a P1.

4. Siano n = 3 e A non degenere, cioè V (QA) è una quadrica complessa non degenere. È

vero che V (QA) è isomorfa (come varietà complessa) a P2?

Esercizio 2. Sia V ⊂ P(C[Z0, . . . , Zn]d) definito da

V := {[Ld] | 0 6= L ∈ C[Z0, . . . , Zn]1}.

1. Dimostrate che [F ] ∈ V se e solo se

∂F

∂Z0
, . . . ,

∂F

∂Z0
generano un sottospazio vettoriale di C[Z0, . . . , Zn] di dimensione 1.

[Suggerimento. Procedere per induzione su degF . Usate l’identità di Eulero

n∑
i=0

Zi
∂F

∂Zi
= (degF ) · F,

valida per F polinomio omogeneo.]

2. Dedurre che V è chiuso in P(C[Z0, . . . , Zn]d).
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