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Esercizio 1. Siano vy, vs, v3, w1, ws € R* i vettori definiti da
b b ) b

v = (1,2,—1,0),
vo = (4,2,1,1),
vy = (2,-2,3,1),
wy = (5,4,0,1),

1,4, —4,—1).

wo = (7
Stabilite se i due sottospazi V = (vi,ve,v3) e W = (wy,ws) di R* sono uguali oppure no (fornendo
adeguata motivazione).
Risoluzione: Dimostriamo che (v, vs,v3) = (wy,ws). Iniziamo verificando che (v1,v2,v3) C (wy, ws).
Si tratta di trovare Ay, Ao € R tali che il vettore
)\171)1 -+ )\2’[1)2 = (5A1 — )\2, 4)\1 -+ 4)\2, —4)\2, )\1 — )\2) (1)

sia uguale a v; per i € {1,2,3}. Con facili calcoli si trova che

1 1

v = Zwl + Zw27
3 1

U2 = zwl - ZU/z,
1 3

vy = 411)1 411)2.

Questo dimostra che (vy,v9,v3) & contenuto in (wy, ws). E facile verificare che v1, V2 sono linearmente
indipendenti, quindi (v1,ve,v3) ha dimensione almeno 2, ed essendo contenuto in (wq,ws), che ha di-
mensione al pit 2 (di fatto ha dimensione ¢ uguale a 2, perche, come si vede facilmente dalla (1), i vettori
w1, wy sono linearmente indipendenti) & necessariamente uguale a (w1, ws).

Esercizio 2. Per t € R, siano vy (t),v2(t), w(t) € R3 i vettori definiti da

vi(t) = (1—t1+¢1—2t),
va(t) = (2+4t,—1,—2+ 3t),
w(t) = (3—2tt -1).

(a) Determinate per quali valori di ¢ € R i vettori v (t) e va(¢) sono linearmente indipendenti.
(b) Determinate per quali valori di ¢+ € R il vettore w(t) appartiene al sottospazio di R? generato da
v1(t) e va(t).
Risoluzione: (a): Se vi(t),v2(t) sono linearmente dipendenti, allora anche i vettori
1—=t,14¢), (24t-1),
ottenuti proiettandoli sul sottospazio x3 = 0 sono linearmente dipendenti, cioe

1—¢ 1+t]:0.

Det[ 24t -1



Un facile calcolo da che il determinante in (2) & uguale a —(t? + 2t + 3). Siccome il discriminante di
t? + 2t + 3 & negativo, Pequazione 2 4 2t + 3 = 0 non ha soluzioni reali, e questo dimostra che v1 (t), v2(t)
sono linearmente indipendenti per ogni t € R.

(b): Siccome vy (t),v2(t) sono linearmente indipendenti per ogni ¢ € R, il vettore w(t) appartiene a
(v1(t),v2(t)) se e solo se & nullo il determinante della matrice 3 x 3 con righe le entrate di v1(t), v2(t) €
w(t), cioe se e solo se
1—-t 1+4¢ 1-2¢
Det | 24+t -1 —-243t | =0. (3)
3—2¢ t -1

Siccome il determinante della matrice in (3) ¢ uguale a —5t3 + 4¢2 + 5¢, il vettore w(t) appartiene a
(v1(t),v2(t)) se e solo se
t(5t% — 4t — 5) = 0,

cioe
2+v29 2—-+29
t € {0, + ) }.
5 5
Esercizio 3. Siano A, B le matrici reali 2 x 2 definite da
1 -1 6 4
e

(a) Stabilite se A, B sono diagonalizzabili.

(b) Stabilite se A e B sono coniugate I'una all’altra.

Risoluzione: I polinomi caratteristici di A e B sono uguali, e valgono A\? — 5\ + 6. Quindi sia A che B
hanno due autovalori reali distinti, cioe A = 2 e A = 3. Segue che sia A che B sono diagonalizzabili, e
che sono coniugate alla matrice diagonale
2 0
o2 9]

Quindi A ¢ coniugata a C, e C' ¢ coniugata a B. Siccome la relazione di coniugio ¢ transitiva, A ¢
coniugata a B.

Esercizio 4. Determinate rango e segnatura della forma quadratica su R?"*! definita da

n
2 2
flre,. . 2ong1) = ( E $2z’—19€2i> + 25,11 = T1T2 + X324+ ... + Tan—1T2n + Top4g-

i=1
Risoluzione: Siano yi,...,%2,+1 le coordinate su R?"*! determinate da
Toio1 = Yoio1+yu (1<i<n)
Ty = Yoic1—Yu (1<i<n)
Ton+1 =  Yon+l,

cioe date da
Yoi1 = (w21 +w2:)/2 (
Yoi = (@2i—1—x2:)/2 (
Yon+1 = T2n+1-
Nelle coordinate ¥, ..., y2n+1 la forma quadratica e diagonale, data da
n
<Z(ygzl - yi)) + Yot
i=1

e quindi il suo rango & 2n + 1 (cio¢ & non degenere), e la sua segnatura & 1.



Esercizio 5. Sia M, ,(R) lo spazio vettoriale reale delle matrici reali quadrate nxn e sia T' ’endomorfismo

Mp.(R) - M, (R)
A — At

(a) Determinate autovalori e autospazi di T

(b) Stabilite se T ¢ diagonalizzabile.

Risoluzione: Se A ¢ una matrice simmetrica, allora T'(A) = A, quindi se A ¢ non & nulla ¢ un autovettore
con autovalore uguale a 1. D’altra parte se A & una matrice antisimmetrica, allora T'(A) = —A, quindi
se A non e nulla & un autovettore con autovalore uguale a —1. Quindi 1 e —1 sono autovalori di T', a
meno che n € {0,1}; nel primo caso non ¢’ nulla da dire, se n = 1 evidentemente 1'unico autovalore &
1, e T & diagonalizzabile. Dimostriamo che per n > 2

1. T ¢ diagonalizzabile,
2. gli unici autovalori sono 1,—1, e

3. gli autospazi sono rispettivamente M, (R) (il sottospazio delle matrici simmetriche) e M, ,(R) (il
sottospazio delle matrici antisimmetriche).

(1), (2) e (3) seguono da cid che e stato gia detto, e dalla decomposizione in somma diretta
My (R) = My, (R) & M, ,(R).

(E chiaro che M,!, (R) N M, ,(R) = {0}, e, data A € M, »,(R) si ha A = (A + AN /2 + (A — AY)/2, con
(A+AY/2e M, (R), e (A-A")/2€ M, ,(R).)



