Geometria Differenziale,

Prof. K. O’Grady
Soluzioni della prova di esame del 13 Febbraio 2017

Esercizio 1. Sianon > 1 e p1,...,pq € R™ d punti distinti. Calcolate i numeri di Betti di

R™\ {p1,...,pa}

(Ricordate che, se X & una varietd C, il suo p-esimo numero di Betti ¢ b,(X) := dim HY, (X).)

Risoluzione: Sia n = 1; siccome R! \ {p1,...,pq} & l'unione di d + 1 intervalli (aperti),

d+1 sep=0,
0 altrimenti.

bpaRl \ {p1, cee ’pd}) = {

Ora supponiamo che n > 2, e dimostriamo per induzione su d che

1 sep=0,
bp(R*\ {p1,...,pa}) =qd sep=n—1, (1)
0 altrimenti.

Se d = 0 ’equazione (1) & chiaramente valida. Ora supponiamo che valga (1) per d, e dimostriamo che
vale con d sostituito da d + 1. Possiamo scrivere

(Rn\{p17"'7pd+1}) = UU‘/a

dove U e diffeomorfo a (R™\ {p1,...,pa}), V & diffeomorfo a R"™ \ {pg4+1}, e U NV & diffeomorfo a R™.
(Basta considerare un iperpiano in R™ che separa p1,...,pq da pgi1.)

Esercizio 2. 1. Enunciate il Teorema sulla partizione dell’unita per una varieta C'*° qualsiasi.

2.

Dimostrate il Teorema sulla partizione dell’'unita per una varieta C'°>° compatta.

Risoluzione: (1): Sia X una varietd C*° , e U = {U,};e; un ricoprimento aperto di X. Una partizione
dell’'unita subordinata a $4 & una famiglia {p;};cr di funzioni C*° su X, indicizzata dallo stesso insieme
di indici di 4, con le seguenti proprieta:

(d)

(x) € [0,1] per ogni = € X.
supp ¢; C U; per ogni i € I.

La famiglia di chiusi {supp ¢; }ier € localmente finita, cioé dato zy € X, esiste un aperto V.C X
contenente xg tale che I'insieme

{i € I'|suppp; NV # 0}
sia finito.

Per ogni z € X, si ha >, ; ¢i(z) = 1. (La somma ¢ finita grazie a (c).)

Il Teorema sulla partizione dell’unita afferma che, dato un ricoprimento aperto di X, esiste una partizione
dell’unita subordinata al ricoprimento.

(2): Supponiamo che X sia compatta, di dimensione n. Per compattezza esistono una famiglia finita
{Vj}jes di aperti di X tali che V; C Uy(;) per un certo i(j) € I, e per ogni j € J un diffeomorfismo
f;:V; = B(0,3) (B(0,r) C R™ ¢ la palla aperta di centro 0 e raggio r) tali che

U #'B0O1) = x. (2)

jeJ

Per j € J sia ¢; € C*°(X) tale che



(a) ¥j(x) € [0,1] per ogni z € X.
(b) ¥;(x) =1 per ogni x € f; ' B(0,1).
(c) ¥j(x) =0 per ogni z € (X \ f; 'B(0,2)).
Sia () = ZjeJ Yj(x). Per (2) e (b) ¥(x) > 0 per ogni € X. Ne segue che la funzione &; = ¢; /¢ e
C>, &i(x) €[0,1] per ogniz € X, e
S g(x)=1 VreX.
jeJ
Dato i € I, sia p; la funzione C* su X definita da
pile) = ) &(a).
i(j)=i

(Se non esistono j € J tali che i(j) = i, allora ¢; = 0.) La collezione {p;};cs ¢ una partizione dell’unita
subordinata a .

Esercizio 3. Dimostrate la seguente versione del “Five-Lemma’”. Nel diagramma commutativo di spazi

vettoriali

v f1 Vs f2 Vi f3 Vi, fa Vi

o

Wl g1 W2 92 \Wg g3 W4 94 W5

supponete che le righe siano esatte, e che ¢1, ¢2, ¢4 € @5 siano isomorfismi. Dimostrate che anche ¢3 e
un isomorfismo.

Risoluzione: Dimostriamo che ¢35 ¢ iniettiva. Supponiamo che vz € V3 e ¢3(v3) = 0. Siccome g3 o 3 =
¢4 0 f3, segue che @40 f3(v3) = 0, e siccome ¢4 & un isomorfismo, ne deduciamo che f5(v3) = 0. Siccome
le righe del diagramma sono esatte, esiste vo € V3 tale che fa(v2) = v3. Siccome go 0 g = @3 0 fa, segue
che ¢o(va) € ker(gz), e per esattezza delle righe esiste wy; € W tale che g1 (wy) = ¢2(vg). Sia vy € V)
l'unico vettore tale che ¢1(v1) = wj. Siccome gy 0 ¢ = @2 o f1, abbiamo ¢o(f1(v1)) = Pa(v2). Ma ¢ &
un isomorfismo, quindi f1(v1) = v, e siccome le righe sono esatte vs = fa(va) = fa o f1(v1) = 0. Questo
dimostra che ¢3 € iniettiva.

Per dimostrare che ¢3 € suriettiva si puo ragionare in modo analogo, oppure si puo considerare il
diagramma commutativo

Wy 9y Wy 93 Wy 95 Wy 9y Wy
T
£y f5 £ Y
VSV V4\/ VSV \ V‘Q\/ V1V

e osservare che ¢y ¢ iniettiva per Pargomento precedente, e quindi ¢3 & suriettiva.

Esercizio 4. Enunciate il teorema di Kiinneth per varieta C°°, e dimostratelo sotto l'ipotesi che le
varieta siano di tipo finito.

Risoluzione: Vedi pp. 47-50 del libro di Bott e Tu.



