Geometria Differenziale,

Prof. K. O’Grady
Soluzioni della prova di esame del 16 Giugno 2017

Esercizio 1. Siano d,e € N. Si calcolino i numeri di Betti' della varieth C*° compatta S¢ x S°.

Risoluzione: I numeri di Betti di S™ sono

by(S™) = {1 se p € {0,n},

0 altrimenti.

Per Kiinneth,
P

Hpp(5% x 5°) = D Hpp(5%) ©r Hp i (5°).
i=0
Segue che
(a) se d # e, allora
1 sepe{0,d,e,d+e},
0 altrimenti,

by(S? x §¢) = {

(b) se d = e, allora
1 sepe{0,d+e},
bp(Six S)={2 sep=d=e,

0 altrimenti.

Esercizio 2. Siano L,J C R? 'asse delle z3, e la circonferenza di centro I'origine e raggio 1 nel piano
x3 = 0 rispettivamente. Equivalentemente,

L:={(0,0,z3) | z3 € R}, J = {(21,29,0) | 22 + 23 = 1}.
Sia U := (R®*\ L\ J). Calcolate i numeri di Betti di U.

Risoluzione: Sia d la distanza euclidea tra punti di R3 (cio¢ d(z,y) = ||z — y||), e siano V1, Vo C R? gli
aperti definiti da

Vi o= {(z1,10,13) | 2 + 22 < 1/9},
x

1 1 O
Vai+a3 /23 + a3

Notate che V4 D L, e L & un retratto di deformazione di V; (nella categoria C*), e che, analogamente
Vo D J, e J & un retratto di deformazione di V; (nella categoria C°°). Siccome V) N Ve = (), segue che i
numeri di Betti di V := V; U V5 sono

< 1/3}.

Vo = {(z1,22,23) | d((z1, 22, x3), <

bo(V)=2, b(V)=1, b,(V)=0sep>1. (1)

Ora calcoliamo b, (U). Si ha by(U) = 1, perche U & connesso per archi. La successione di Mayer-Vietoris
del ricoprimento aperto R3 = U NV, da un isomorfismo

H%R(U) D H%R(V) — H%R(Uﬂ V)a p=>1,

!Ricordiamo che, se X & una varieta C°°, il numero di Betti p-esimo & by (X) := dimg H}, 5 (X).



e quindi
bp(U) =bp(UNV) =bp(V), p=1. (2)

Per calcolare i numeri di Betti di U NV, notiamo che UNV = (UNV)U(UNVWV),eche UNV; & un
retratto di deformazione di R x S! (nella categoria C™°), e che U NV, & un retratto di deformazione di
S x St (nella categoria C*°). Quindi (per Kiinneth)

bo(UNV)=2, b1 (UNV)=3, ba(UNV)=1, by(UNV)=0 se p > 2. (3)
Da (1), (2), e (3) segue che
bo(U)=1, b (U)=2, b(U)=1, by(V)=0sep>2.

(Si puod anche notare che U & omotopicamente equivalente a un toro.)

Esercizio 3. (a) Dimostrate che il fibrato tautologico m: L — P} non & banale. (Ricordiamo che, per

N

definizione, L C R? x P} &
L:={(v,0)|v e}

e che 7 ¢ la restrizione della proiezione R? x P§ — PL.)

(b) Siano X uno spazio topologico e L — X un R-fibrato (topologico). Dimostrate che L& — X & un
fibrato banale.

Risoluzione: (a): Sia 0g: Py — L la sezione nulla. Supponiamo che L sia banale. Allora

(L \imog) = (R x Pg) U (Rep x Pg),
e quindi L \ imop non & connesso. Ma

(L\imoo) = {(v,0) € R x P} | v # 0},
e abbiamo un diffeomorfismo

{(v,) eR? x Py [v# 0} — R?\{(0,0)},
(v, 0) — v.

Siccome R?\ {(0,0)} & connesso, siamo arrivati a una contraddizione, e quindi L non ¢ banale.

(b): Se {w;j} sono funzioni di transizione per L, un sistema di funzioni di transizione per L®? ¢ dato da
{gpfj}, che sono sempre strettamente positive. Ricorrendo a una partizione dell’unita, ¢ facile dimostrare
che un R-fibrato lineare con funzioni di transizione positive ha una sezione mai nulla, e quindi ¢ banale.

Esercizio 4. Sia
X :=R3\ {0},
esia a: X — X lapplicazione antipodale, cioé a(z) := —z. Dimostrate che a non & omotopa all’identita
(nella categoria C'*, cioé non esiste una omotopia C™ tra a e I'identita?).
Risoluzione: Sia w la 2-forma differenziale C* su X definita da
w = (2% + y® + 22) 72 (xdy A dz — yda A dz + zdz A dy).

Un calcolo da che dw = 0, e quindi w rappresenta un elemento [w] € H3 5(X). Come abbiamo visto in
un esercizio (9 Novembre 2016), la restrizione di w a S? non & esatta, e quindi [w] # 0. Se esistesse una
omotopia tra a e l'identita, ’azione di a e I'identita su |[w] sarebbereo uguali, cioe

[w] = 1d*[w] = a*[w].

Ma un calcolo esplicito mostra che a*[w] = —[w]. Questa & una contraddizione, perché [w] # 0.

2Non esiste nemmeno una omotopia continua tra a e I’identitd, ma non avete a disposizione gli strumenti necessari per
dimostrare questo risultato.



