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Esercizio 1. (a) Sia X una varietd connessa, compatta, orientabile, di dimensione n > 0, di tipo
finito, e sia g € X. Determinare, per ogni p, la relazione tra dim HY, ,(X) e dim H}, (X \ {zo}).

(b) Siano X, Y varietad connesse, compatte, orientabili, di dimensione n > 0, di tipo finito, e siano
x9 € X, yo € Y. Supponiamo che Z sia una varieta connessa, compatta, orientabile, di dimensione
n > 0, di tipo finito, ricoperto da aperti U, V diffeomorfi a X \ {zo} e Y \ {yo} rispettivamente.
Supponiamo anche che U NV sia diffeomorfo a S”~! x R. Dimostrate che

1 se p € {0,n},
dim H?(Z) = ¢ dim H?(X) +dim H?(Y) se 0 <p <n, (1)
0 altrimenti.

Risoluzione: (a): Per semplificare la notazione eliminiamo il sottoindice DR dalla notazione per la
coomologia di DeRham. Dimostriamo che

dim H?(X) se0<p<n-—1,

0 altrimenti.

dim H? (X \ {z0}) = { (2)

L’uguaglianza per p = 0 vale perche, essendo n > 0 e X connessa, X \ {zo} € connessa. Se p = n,
siccome X \ {zo} & orientabile (perché X lo &) di tipo finito e connessa, la dualitd di Poincare da che
HY (X \ {zo}) 2 HY(X \ {z0})" = {0}. Inoltre, per motivi di dimensione, H?(X) = {0} per p > n.
Quindi rimane da dimostrare che vale (2) per 0 < p < n.

Sia U := X \ {p}. Esiste un aperto V' C X contenente p tale che

V=R UNV=ZS"!xR. (3)
La successione di Mayer Vietoris per il ricoprimento aperto X = U UV e
.—HP™H(UNV)— HP(X)— HP (U)®HP(V)— HP(UNV)— HP Y (X)— HP Y (U)o HP T (V) — HP T (UNV)— ...
Notiamo che H?(V) = {0} a meno che p = 0, e che H(V) = R. Analogamente, notiamo che H?(UNV) =
{0} amenochep=00p=n—1,e HOUNV)= H" "} (UNV) = R. Segue subito che per 1 <p <n—2
abbiamo una successione esatta
0 — HP(X) — HP(U) — 0,

e quindi dim H?(X) = dim HP(X \ {zo}).
D’altra parte, Mayer-Vietoris da la successione esatta

0— H" Y (X) — H"Y(U) — H" ' (UNV)(=R) — H'(X)(ZR) — 0

Segue che dim H" 1 (X) = dim H" 1 (X \ {x}). Abbiamo dimostrato che vale (2).
(b): Si scrive la successione di Mayer Vietoris per il ricoprimento aperto X = U U V. Usando il risultato
di (a) si dimostra che vale (1).

Esercizio 2. Dimostrate “ab initio” che H!(R) = R.



Risoluzione: Sia w = a(z)dz una 1 forma C*° a supporto compatto su R. Siano a < b numeri reali
tali che il supporto di w sia contenuto in [a,b]. L’integrale f; a(x)dz non dipende dalla scelta di a,b
(purcheé suppw C [a, b]); denotiamolo con f[R] w. Supponiamo che la classe di w in H!(R) sia nulla, cio®
che esista f € C'°° a supporto compatto tale che

of (x)
Or

de = df =w = afx)dz. (4)

Siano a < b numeri reali tali che suppw C [a, b]; allora

/[le/abw/ab ) jo = 1)~ sy =0 -0 =0

Questo dimostra che abbiamo una ben definita applicazione lineare

HY(R) — R
[w] — I[R] w.

()

Dimostriamo che quest’applicazione ¢ un isomorfismo. Se o € C°°(R) & una funzione a dosso®, I'integrale
f[R] a(z)dz & strettamente positivo, e quindi Papplicazione in (5) & suriettiva. D’altra parte, supponiamo

che [a(x)dx] € H}(R) vada in 0, e siano a < b numeri reali tali che supp(a(x)dx) C [a,b]; allora per il

Teorema fondamentale del Calcolo,
d /$ (t)dt | de = a(z)dx
el . —
dr \ J, ’

e [ a(t)d & una funzione C* a supporto contenuto in [a, b]. Quindi I'applicazione in (5) & anche iniettiva.

Esercizio 3. (i) Sia w la (n + 1)-forma differenziale su R"*! definita da

n+1
w = Z(—l)i_lxidxl A ANdxi—1 Ndx; A dxi—i—l AL A dl‘n+1.

i=1

(La notazione dz; significa che dxz; non ¢ presente.) Sia f € C>°(R"*!) data da f(z) := [|z||?. Si
verifichi che df A w ¢ una forma di volume su (R"!\ {0}), e si concluda che la restrizione di w a
S™ & una forma di volume.

(ii) Sia f € C>°(R"*1) tale che non esistono soluzioni simultanee delle equazioni

_ o 9f(@) _ of(x) _
flx)=0, 9t —O,...,amn+1 =0,

e percio
M = {z e R"" | f(2) = 0}

& una sottovarieth C*° di dimensione n di R™ (supponiamo che M non sia vuotal). Sia w la
(n + 1)-forma differenziale su R™*! definita da

n+1

9 _
W = E (71)171%611’1 VANIAN dl‘i_l AN dml A d:];'i+1 VANIAN dll?n+1.
i=1 ¢

Ragionando per analogia con (i), dimostrare che la restrizione di w a M & una forma di volume, e
quindi M e orienatbile.

IPer esempio a(z) = p(1 + ) - (1 — x), dove p(x) & uguale a 0 se x < 0, e uguale a e /7" se x> 0.



Risoluzione: (i): Calcolando, si trova che
df Aw =2||z||?dz1 A ... Adxpy.

Questo implica che w|g» & una forma di volume, perche df si annulla su S™. Esplicitamente, sia a € S™.
11 differenziale df(a) ¢ non nullo, e si annulla sul piano tangente T,5™ a S™ in a. Quindi possiamo
completare df(a) a una base {df(a),¢1,...,¢,} dello spazio cotangente a R"*! in a, e i “pull-back”
{du(a)*(¢1),...,di(a)*(dn)}, dove t: S™ < R™F1 & I'inclusione, formano una base dello spazio cotangente
a S™ in a. Ora, la collezione di tutti i prodotti esterni di n dei {df (a), ¢1,. .., ¢, } da una base di Q, (R"**.
Quindi esistono ¢y, ...cy41 € R tali che

w=df (@) Ac1 1 AdaA...Apn+df (a)Aczd1 AbaA... A +cndf (a)Acnd1AG2A.c.AGr+Cri1B1A . Adn .

Siccome df (a) Aw(a) # 0, si ha che ¢,41 # 0, e quindi la restrizione di w a S™ ¢ non zero in a. Ma a &
un punto arbitrario di S™, quindi la restrizione di w a S™ & una forma di volume.
(ii): Calcolando, si trova che

df Aw = ||V f()||?dry A ... Ady.

Per lipotesi fatta su f, segue che df (a) A w(a) # 0 per ogni a € M. 1l resto del ragionamento & come
sopra.

Esercizio 4. Sia

T =8t x ... x St
N— ——

n

il toro di dimensione n, cioe il prodotto di n cerchi.
1. Dare una base dello spazio vettoriale reale Hpr(T™).

2. Definire un isomorfismo tra ’algebra reale Hpr(T™) e I'algebra esterna A (R™).

Risoluzione: (1): Sappiamo che H},(S') ha dimensione 1 se p € {0,1}, e che ha dimensione 0
altrimenti. Come generatore di H%(S') prendiamo la funzione costante 1, che denotimao 1 (& I'unita
nell’algebra Hpr(S')), e denotiamo 6 un generatore di H},(S*). Sia m;: T — S! Ii-esima proiezione,
e 0; := 7}0. Per Kiinneth, una base dello spazio vettoriale reale Hpr(T™) & data da

{1,01,...,00,00 NOay ... .00 1 NOpy...,00A...ANOL}.

(2): Sia {eq,...,en} una base di R”. L’applicazione lineare ¢: Hpr(T™) — A(R™) che manda 6;, A... A
0;, ine;, A...Ae (per 1 <i, <...<i,<n) & un isomorfimso di algebre Hpr(T™) — A(R").

p



