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Esercizio 1. Calcolare la coomologia di De Rham di PnC. (Potete assumere di sapere la coomologia di
De Rham delle sfere.)

Risoluzione: Si ha

Hp
DR(PnC) ∼=

{
R se 0 ≤ p ≤ 2n, e p è pari,

0 altrimenti.

Si può dimostrare per induzione su n. Il caso n = 0 è banalmente vero, perchè P0
C ha un solo elemento.

Il passo induttivo si dimostra applicando Mayer-Vietoris al ricoprimento aperto PnC = U ∪ V , dove U =
Cn = PnZ0

, e V = (PnC\{[1, 0, . . . , 0]}). Il punto è che U è diffeomorfo a Rn, e quindi ha coomologia banale,

V è omotopicamente equivalente a Pn−1C , e quindi conoscete la sua coomologia per ipotesi induttiva, e
U ∩ V ∼= (Cn+1 \ {0}) è omotopicamente equivalente alla sfera S2n+1.

Esercizio 2. Sia M una varietà C∞ di dimensione n ≥ 1, orientabile e compatta. Supponiamo che
{U1, . . . , Ur} sia un buon ricoprimento di M , cioè M = U1∪ . . .∪Ur, e ciascuna intersezione Ui1∩ . . .∩Uip
non vuota è diffeomorfa a Rn. Dimostrate che r ≥ n+ 2.

Risoluzione: Siccome M è orientabile e compatta di dimensione n, Hn
DR(M) 6= 0 per la dualità di

Poincarè. Quindi basta dimostrare che, se N è una varietà C∞, e {U1, . . . , Ur} è un suo buon rico-

primento, allora H̃p
DR(N) = 0 per p ≥ (r − 1) (H̃p

DR(N) è la coomologia di De Rham ridotta di N).
Questo si dimostra per induzione su r. Il caso r = 1 è banale, perchè allora N è diffeomorfo a Rn+1,
e H̃p

DR(Rn) = 0 per ogni p. Il passo induttivo si dimostra applicando Mayer-Vietoris al ricoprimento
aperto di N dato da U1 ∪ . . . ∪ Ur−1 e Ur.

Esercizio 3. Sia π : L→ PnC il fibrato lineare tautologico, cioè

L := {(v, `) ∈ Cn+1 × PnC | v ∈ `},

e π è la restrizione a L della proiezione Cn+1 × PnC → PnC. (I punti di PnC sono sottospazi vettoriali
complessi ` ⊂ Cn+1 di dimensione 1.) Dimostrate che, se n > 0, il fibrato lineare tautologico non è
banale.

Risoluzione: Supponiamo che L sia banale, e che f : L
∼−→ PnC ×C sia un isomorfismo di fibrati ineari.

Sia σ0 : PnC → L la sezione nulla, e L0 ⊂ L il complementare dell’immagine di σ0. Allora la restrizione di

f a L0 definisce un diffeomorfismo f0 : L0
∼−→ PnC × C∗. In particolare

H1
DR(L0) ∼= H1

DR(C∗) ∼= R. (1)

(Per Künneth e il calcolo della coomologia di S1, che è omotopicamente equivalente a C∗.) D’altra parte,
la definizione di L dà

L0 := {(v, `) ∈ (Cn+1 \ {0})× PnC | v ∈ `}.
Sia (v, `) ∈ L0; siccome v non è nullo, ` è univocamente determinato da v, e quindi l’applicazione

L0
ϕ−→ (Cn+1 \ {0})

(v, `) 7→ v

è biunivoca. Si vede facilmente che ϕ è un diffeomorfismo. La conclusione è che L0 è diffeomorfo a
(Cn+1 \ {0}), e quindi, siccome n ≥ 1, si ha H1

DR(L0) = 0. Questo contraddice (1).
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Esercizio 4. Siano X,Y varietà quasi proiettive, e sia f : X → Y un’applicazione regolare. Dimostrate
che f è Zariski continua.

Risoluzione: Supponiamo che X ⊂ Pn e Y ⊂ Pm siano Zariski localmente chiusi. Per definizione di
applicazione regolare, esistono un ricoprimento Zariski aperto X = ∪α∈AUα, e per ogni α ∈ A polinomi
omogenei Pα0 , . . . , P

α
m ∈ C[Z0, . . . , Zn]dα tali che

(a) (Pα0 (Z), . . . , Pαm(Z)) 6= (0, . . . , 0) per ogni [Z] ∈ Uα, e

(b) f([Z]) = [Pα0 (Z), . . . , Pαm(Z)] per ogni [Z] ∈ Uα.

Ora sia W ⊂ Y un chiuso, quindi W = V (F1, . . . , Fr)∩Y , dove Fk ∈ C[Z0, . . . , Zm]ek per k ∈ {1, . . . , r}.
L’intersezione f−1(W ) ∩ Uα è data da

f−1(W ) ∩ Uα = {[Z] ∈ Uα | Fk(Pα0 (Z), . . . , Pαm(Z)) = 0, 1 ≤ k ≤ r},

e quindi è un chiuso di Zariski di Uα (ciascun Fk(Pα0 (Z), . . . , Pαm(Z)) è un polinomio omogeneo nelle
Z0, . . . , Zn). Siccome {Uα}α∈A è un ricoprimento aperto di X, segue che f−1(W ) è Zariski chiuso in X.
Questo dimostra che f è Zariski continua.

Esercizio 5. Sia X ⊂ P3 l’ipersuperficie X = V (Z0Z
2
1 − Z0Z2Z3 + Z3

2 ). Determinate singX, cioè il
luogo dei punti singolari di X. (Attenzione: a priori non sapete se I(X) = (Z0Z

2
1 − Z0Z2Z3 + Z3

2 ).)

Risoluzione: Sia F ∈ C[Z0, . . . , Z3]3 dato da F := Z0Z
2
1 −Z0Z2Z3 +Z3

2 . Quindi X = V (F ). Abbiamo

∂F

Z0
= Z2

1 − Z2Z3, (2)

∂F

Z1
= 2Z0Z1, (3)

∂F

Z2
= −Z0Z3 + 3Z2

2 , (4)

∂F

Z3
= −Z0Z2. (5)

Segue che tutte le derivate parziali di F si annullano in [Z] se e solo se

[Z] ∈ {[1, 0, 0, 0], [0, 0, 0, 1]}. (6)

Infatti si verifica facilmente che se vale (6) allora tutte le derivate parziali di F si annullano in [Z].
Viceversa, supponiamo che tutte le derivate parziali di F si annullino in [Z]. Supponiamo che Z0 6= 0.
Da (3) e (5) segue che Z1 = Z3 = 0, e da (4) si ottiene che Z2 = 0, e perciò [Z] = [1, 0, 0, 0]. Se Z0 = 0,
segue da (5) e (2) che Z1 = Z2 = 0, e perciò [Z] = [0, 0, 0, 1].

Il risultato appena dimostrato implica che I(X) = (F ). Infatti I(X) = (F ) se e solo se, nella
scomposizione in prodotto di fattori primi di F , non esistono fattori con esponente maggiore di 1. Se
esistesse un tale fattore, diciamo A ∈ C[Z0, . . . , Z3]d con d > 0, avremmo F = A2 · B, dove B ∈
C[Z0, . . . , Z3]3−2d (e quindi segue che d = 1), e le derivate parziali di F si annullerebbero su V (A).
Siccome V (A) è un insieme infinito, questo contraddice il calcolo appena fatto. Siccome I(X) = (F ), i
punti singolari di X sono quelli che appaiono in (6), cioè

singX = {[1, 0, 0, 0], [0, 0, 0, 1], [3, 0, 1, 0]}.
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