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Esercizio 1. Sia M una varieta C°° di dimensione n. Sia o € M, e sia U C M un aperto contenente
7o, provvisto di un diffeomorfismo U — B,,(0, R) che manda z¢ in 0, dove B, (0, R) & la palla aperta
in R™ di centro 0 e raggio R.

Sia p > 0, e & € H},p(M). Dimostrate che dato 0 < r < R, esiste un rappresentante w di a con
supporto contenuto in M \ B, (0,r) (identifichiamo U con B, (0, R), e quindi B, (0,r) & identificato con
un aperto di U contenente xg).

Risoluzione: Sia 7 € Q(M) un rappresentante di «v. Siccome HT,,(U) = H?, »(R™) = 0 (perche p > 0),
esiste £ € QP! (U) tale che d¢ = 7. Sia p € C°°(M) tale che

suppp C By (0, (r + R)/2), pB, o) =1

Allora p€ ¢ una (p — 1) forma C* su M, dove si intende che vale 0 su M \ B, (0, R). Quindi 7 — d(p&) &
un rappresentante di «, nullo su B,,(0,r), cioé con supporto contenuto in M \ B, (0,r).

Esercizio 2. Sia C C R? il cerchio definito da
C={reR®|af+a3=1, x3=0}
Determinate la coomologia di De Rham di R?\ C.

Risoluzione: Dimostriamo che

R se0<p<2

0 altrimenti.

Hpp(R*\ C) ”{

Si vede facilmente che R?\ C' & connesso, e questo dimostra che HY ,(R3\ C) = R.
Sia U :=R3\ C, e sia V C R3 il sottoinsieme dei punti che distano meno di 1/2 da C, cioe

Vi={z e R¥| (/a2 +23 - 1) + 23 < 1/2}.

Sia U che V sono aperti di R, e R? = U N V. Quindi abbiamo la successione esatta di Mayer-Vietoris
... — H? (R®) — HP, (U) @ HY, (V) — HY ,(UNV) -2 HELRY) — ..

Siccome la successione degli HY, » ¢ esatta, e siccome HY, R(R?’) = 0 per p > 0, segue che per ogni p > 0
abbiamo un isomorpfismo

H}p(U) @ Hpp(V) — Hpp(UNV). (2)

Ora, V & omotopicamente equivalente a C, e quindi

R se0<p<l,

0 altrimenti.

Hpp(V) = { 3)

D’altra parte, U NV & omotopicamente equivalente alla sottovarieta C'*° dei punti di R? a distanza da
C uguale a 1/4, e quest’ultimo ¢ diffeomorfo a S* x S, quindi

R sepe{0,2},
HYp(UNV)=(R? sep=1, (4)

0 altrimenti.

L’equazione in (1) segue dall’isomorfismo in (2) e dalle formule in (3) e in (4).



Esercizio 3. Sia M una varietd C° connessa compatta orientabile di dimensione 4r. Sia [M] una
orientazione di M. Per dualita di Poincare, la forma bilineare simmetrica (detta d’intersezione)
H?" (M) x H* (M) — R
([O‘L[/BD = f[M]a/\ﬁ
¢ non degenere. La sua segnatural & la segnatura della varieta orientata M. (Notate che se cambiamo

Porientazione di M, la segnatura cambia segno.)
Calcolate la segnatura di S? x S2.

Risoluzione: Sappiamo che

IR

HY . (S?
DR( ) 0 altrimenti.

{R se p € {0, 2},

Per Kiinneth segue che una base di H3 ,(S? x 5?) ¢ data da B = {[rja], [r3a]}, dove [a] & un generatore
di H3,(S?), cioe f[SQ] a # 0. Nella base B, la forma d’intersezione ha matrice

0 (f[sz] a)?
(f[sz] 04)2 0

Segue che la segnatura e 0.

Esercizio 4. Sia M una varieta C°° connessa e compatta.

1. Supponete che esista un rivestimento topologico f: M — M di grado d > 1. Dimostrate che
x(M) = 0.

2. Per ogni dimensione n > 0 e grado d > 1 definite un rivestimento topologico f: M — M di grado
d, dove M & una varieta C'*° connessa e compatta di dimensione n.

Risoluzione: (1): Siccome x(M) =d - x(M), segue che x(M) = 0.

(2) Identifichiamo S con il sottoinsieme di C dei numeri di norma 1. L’applicazione fq: S* — S*
definita da f4(z) = z¢ & un rivestimento topologico di grado d. Questo risolve il problema per n =1 e d
arbitrario. Se n > 1, poniamo M := S! x §"~1 e

Stxgn—1 5 g§lxgnl
(2,p) = (z%p)

1Se in una diagonalizziazione della forma d’intersezione le entrate positive sono a, e quelle negative sono b, la segnatura,
& (a—0).



