Analisi - A.A. 2007-2008
Prova in itinere del 21-1-2008

Esercizio 1. Calcolare il seguente limite
2

sen(x
lim (%)

z—0 1
arctg (—2) —
T

I1 limite & una forma indeterminata del tipo 0/0. Grazie al teorema di de
I’Hopital, abbiamo

ro | 3

2 2 2
sen(x 2z cos(x 2z cos(x
r—0 1 T x—0 T —3 r—0 4—$
arctg [ — | — = I+ @ zt+1
2 2

Si noti che essendo arctg(y) +arctg(1/y) = m/2 per ogni y > 0 (derivare per
credere), il limite poteva essere ricavato calcolando

sen(¢?) . 2®+o(a?)

a0 —arctg(x?) @—0 —z2+o(2?)

Esercizio 2. Calcolare il seguente integrale

/1 dt
o et+3+2et

Essendo ef +3+2e™" = e7!(e? + 3e’ +2), con la sostituzione x = e’ si ha

/1 dt _/e dx _/e dzx
o e+3+2et  J 2243 +2 J; (z+D(x+2)°

Dal momento che si ha

1 1 1

(z+1)(z+2) z+1 z+2°
si tratta di calcolare

¢ 1 1 x+1\["7° e+ 1 2
— = log = log —log| =) .
1 \z+1 z+2 r+2)|,, e+2 3

Esercizio 3. Data I'equazione differenziale

y//+y/ :x—|-9€2x

determinarne:



(a) la soluzione generale;
(b) la soluzione y(x) tale che y(0) = 3/(0) = 0.

I1 polinomio caratteristico associato all’equazione omogenea ¢ P()\) =
A2+ )\, che ha come radici 0 e —1. Le soluzioni dell’equazione omogenea sono
allora della forma

yo(z) =C1 + Cre™ ",

con C] e Cy costanti arbitrarie. Per quanto riguarda le soluzioni particolari,
cerchiamo prima la soluzione con “dato” z, e poi la soluzione con “dato” 9e*.
Nel primo caso dovremmo cercare una soluzione del tipo 7, (z) = Az + B, con
A e B costanti da determinare, ma essendo le costanti gia soluzioni, cercher-
emo soluzioni della forma ¥, (x) = x(Az + B). Derivando e sostituendo, si
trova 2A + (2Az + B) =z, dacui A= e B = —1, da cui g, (z) = % — .
La seconda soluzione particolare ¢ della forma 7,(z) = Ce**, con C da deter-

minare. Sostituendo, si trova 4Ce** + 2Ce*® = 9¢**, da cui C = g e quindi

Uo(z) = 3622 “. La soluzione generale dell’equazione ¢ dunque

x2 3e2®
y(x)zCl+Cze‘”+§—x+ 5

con (' e Cy costanti arbitrarie. Per il secondo quesito, si tratta di risolvere
il sistema

3
01—1—02—1—5:0, —(Cy—14+3=0,
da cui Cy = 2 e quindi (4 = —%. La soluzione cercata ¢ pertanto
7 2 3 2z
y(x) :—§+2e7””+%—ﬂc+ 62 :
Esercizio 4. Sia
5, 4 log(x? + y?)
flz,y) = |$|3\3/!3W (z,y) # (0,0
0 (xz,y) = (0,0)

Studiare la continuita, l'esistenza delle derivate parziali prime e la differen-
ziabilita di f nell’origine.



Passando a coordinate polari, si ha

5 4 ]. 2 5 4
F(,y) = 5| cos(®)] [sen(0)]* Og/ff )~ 9] cos(8)]3 sen(8)] p log(p).

Essendo 0 < 2| cos(0)|3 [sen(6)|3 < 2, ed essendo

lim p log(p) =0,

p—0t

la funzione ammette limite uguale a zero nell’origine ed ¢ dunque continua.
Essendo inoltre f(z,0) = 0 e f(0,y) = 0, la funzione ammette derivate
parziali nulle nell’origine. Per quanto riguarda la differenziabilita, si tratta
di verificare se si ha

f(h, k)

lim @—F—=
(hk)—(0,0) \/h? + k?

Passando nuovamente a coordinate polari, si ha

F(h,k)
N

che non tende a zero. La funzione f non e pertanto differenziabile nell’origine.

1 2
— 7 eos(8)]F [sen(@) ]S 2B _ 9] cos(8)]3 [sen(8)]} Tog(p)

Esercizio 5. Data la funzione
flzy) =" —y? =34+ 4y — 2,

determinare i punti stazionari di f in R? e studiarne il carattere.
Si ha Vf(x,y) = (32% — 3, —2y +4), che si annulla nei punti P, = (1,2) e

Py, = (—1,2). Essendo f..(x,y) = 62, foy(x,y) =0 = f,.(0,0) e fy,(x,y) =
—2, la matrice Hessiana e

H(z,y) = <6(§C _02) :

H(1,2) = (g _02) . H(-1,2)= <_06 _02) :

E evidente che H(1,2) non & definita (e dunque P & di sella), mentre H(—1,2)
¢ definita negativa (e dunque P, € un massimo).

Si ha allora
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Esercizio 1. Calcolare il seguente limite
2
e” —1
lim

z—0 77 1
E—arctg 2

I1 limite & una forma indeterminata del tipo 0/0. Grazie al teorema di de
I’Hopital, abbiamo

2
e —1

2 2
. 2xe® . 2xe”
lim =lm ——— =1lm —— =1.
z—0 77 1 z—0 — T —_= x—0 L

- —arctg | — I4+77 2° witl

2 T

Si noti che essendo arctg(y) +arctg(1/y) = /2 per ogni y > 0 (derivare per
credere), il limite poteva essere ricavato calcolando

e —1 . x?+o(x?)

— lim =2y
220 arc tg(z?) o0 72 + o(x?)

Esercizio 2. Calcolare il seguente integrale

/1 dt
o e +4+3et

Essendo ef +4+3e™" = e7!(e? + 4e’ + 3), con la sostituzione r = e’ si ha

/1 dt _/e dzx _/e dzx
o e+4+3et )y 22+4x+3  J; (z+1)(x+3)

Dal momento che si ha

1 11 11
(x+1D)(x+3) 22+1 2x+3’

si tratta di calcolare

1/e 1 1 1 r+1
= — = —log
2/ \z+1 z+3 2 T +3

Tr=e

1 e+ 1 1 1
——log< )——log <—> .
o1 2 e+3/) 2 2




Esercizio 3. Data l’equazione differenziale
Y +y =2z +e*
determinarne:
(a) la soluzione generale;
(b) la soluzione y(x) tale che y(0) = 3/(0) = 0.

II polinomio caratteristico associato all’equazione omogenea ¢ P(\) =
A2+ )\, che ha come radici 0 e —1. Le soluzioni dell’equazione omogenea sono
allora della forma

yo(l‘) = 01 + OQ e ” s

con (] e Cy costanti arbitrarie. Per quanto riguarda le soluzioni particolari,
cerchiamo prima la soluzione con “dato” 2z, e poi la soluzione con “dato” e**.
Nel primo caso dovremmo cercare una soluzione del tipo 7, (z) = Az + B, con
A e B costanti da determinare, ma essendo le costanti gia soluzioni, cercher-
emo soluzioni della forma 7, (z) = 2(Axz + B). Derivando e sostituendo, si
trova 2A + (2Ar + B) =2z, dacui A=1e B = —2, da cui 7, (x) = 2% — 2z.
La seconda soluzione particolare ¢ della forma 7,(z) = Ce**, con C da de-
terminare. Sostituendo, si trova 4Ce*” +2Ce* = ¢**, da cui C' = % e quindi

Uo(z) = %. La soluzione generale dell’equazione ¢ dunque

2x
e
y(l‘) ZCl+Cge_x+$2—2$+?,
con (4 e (5 costanti arbitrarie. Per il secondo quesito, si tratta di risolvere

il sistema
1 1

Cl—i-CQ—i-g:O, —02—2+§:0,
da cui Cy = —g e quindi ¢ = % La soluzione cercata ¢ pertanto
3 5 2x
y(x) = §—§e_’”+x2—2x—|—7.
Esercizio 4. Sia
1, s log(a? + y?
MHYE L @y £ 00

flz,y) =



Studiare la continuita, l'esistenza delle derivate parziali prime e la differen-
ziabilita di f nell’origine.
Passando a coordinate polari, si ha

2
) = 5* |cos) lsen(®)[£ L) o] cos(o)| fens)] p log).

Essendo 0 < 2| cos(6)]2 [sen(f)|3 < 2, ed essendo
li 1 =0
i p log(p) =0,

la funzione ammette limite uguale a zero nell’origine ed ¢ dunque continua.
Essendo inoltre f(z,0) = 0 e f(0,y) = 0, la funzione ammette derivate
parziali nulle nell’origine. Per quanto riguarda la differenziabilita, si tratta

di verificare se si ha
(h,k)—(0,0) \/h? + k2

Passando nuovamente a coordinate polari, si ha

2
\/f% = p*| cos(0) | [sen(6) |3 logp(f ) — 9] cos(8)|} jsen(8)| log(p).

che non tende a zero. La funzione f non ¢ pertanto differenziabile nell’origine.

Esercizio 5. Data la funzione
f(z,y) =23 4+ y* — 1220 — 2y — 1,

determinare i punti stazionari di f in R? e studiarne il carattere.
Si ha V f(z,y) = (322 — 12,2y — 2), che si annulla nei punti P, = (2,1) e
Py = (—=2,1). Essendo fu.(x,y) = 6z, foy(z,y) =0 = f,.(0,0) e f,(z,y) =

2, la matrice Hessiana e
6z O
H(J}, y) = ( 0 2> :

H(2,1) = (102 g) . H(=2,1)= (‘012 g) :

E evidente che H(—2,1) non & definita (e dunque P, & di sella), mentre
H(2,1) & definita positiva (e dunque P; & un minimo).

Si ha allora
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Esercizio 1. Calcolare il seguente limite
1 —
lim cos(x)
z—0 7 ¢ 1
— —arc —
s ()

Il limite ¢ una forma indeterminata del tipo 0/0. Grazie al teorema di de
I’Hopital, abbiamo

1-— 1
lim cos(z)  lim sen(x) 1

1 -2 2x :
z—0 T 1 z—0 — — z—0 2

2 2

Si noti che essendo arctg(y) +arctg(1/y) = /2 per ogni y > 0 (derivare per
credere), il limite poteva essere ricavato calcolando

1—cos(z) .. % +ofz?)

1
o—0 arctg(r?) 0 72 1 o(z?) ~ 2°

Esercizio 2. Calcolare il seguente integrale

/1 dt
o e+5+6et

Essendo e/ +5+6e~" = e7(e* + 5e’ +6), con la sostituzione = = €’ si ha

/1 dt _/e dz _/e dz
o ee+5+6et  Ji 224+5x+6 ), (z+2)(x+3)°

Dal momento che si ha

1 1 1

(z+2)(z+3) z2+2 z+3’

x:eilo e+2 1 3
m:l_ g e+3 g 4 .

si tratta di calcolare

/e 1 1 T+ 2
- = log
1 \r+2 z+3 r+3




Esercizio 3. Data l’equazione differenziale
y' — 1y =x+9e*®
determinarne:
(a) la soluzione generale;
(b) la soluzione y(x) tale che y(0) = 3'(0) = 0.

II polinomio caratteristico associato all’equazione omogenea ¢ P(\) =
A? — )\, che ha come radici 0 e 1. Le soluzioni dell’equazione omogenea sono

allora della forma
yD(SL') = Cl + OQ ex s

con (] e Cy costanti arbitrarie. Per quanto riguarda le soluzioni particolari,
cerchiamo prima la soluzione con “dato” z, e poi la soluzione con “dato” 9e%*.
Nel primo caso dovremmo cercare una soluzione del tipo 7, (z) = Az + B, con
A e B costanti da determinare, ma essendo le costanti gia soluzioni, cercher-
emo soluzioni della forma 7, (z) = 2(Az + B). Derivando e sostituendo, si
trova 24— (2Az+B) =2z, dacuiA = —J e B=—1,dacui g, (z) = —%—x.
La seconda soluzione particolare ¢ della forma 77,(x) = Ce**, con C da deter-

minare. Sostituendo, si trova 4Ce* — 2Ce* = 9¢**, da cui C' = § ¢ quindi

Uo(z) = 9622 ~. La soluzione generale dell’equazione & dunque

x? 9e2*
y(m):C'1+C'2em—?—x+ 9 y

con (4 e (5 costanti arbitrarie. Per il secondo quesito, si tratta di risolvere
il sistema

9
Ci+Co+-=0, C;—-14+9=0,

2
da cui Cy = —8 e quindi C] = % La soluzione cercata ¢ pertanto
2 2x
T 9e
= —8"— — —
y(z) 5~ 8e 5 ¢ + 5



Studiare la continuita, l'esistenza delle derivate parziali prime e la differen-
ziabilita di f nell’origine.
Passando a coordinate polari, si ha

2
) = 5* s lsen(®)[F L) o] cos(o)| fens)] p log).

Essendo 0 < 2| cos(6)|3 [sen(8)|3 < 2, ed essendo
li 1 =0
i p log(p) =0,

la funzione ammette limite uguale a zero nell’origine ed ¢ dunque continua.
Essendo inoltre f(z,0) = 0 e f(0,y) = 0, la funzione ammette derivate
parziali nulle nell’origine. Per quanto riguarda la differenziabilita, si tratta

di verificare se si ha
(h,k)—(0,0) \/h? + k2

Passando nuovamente a coordinate polari, si ha
f(h, k)
Ve

che non tende a zero. La funzione f non ¢ pertanto differenziabile nell’origine.

log(p?)
0

= p* | cos(8)[3 [sen(6)|3 = 2| cos(6) |5 [sen(8)[3 log(p),

Esercizio 5. Data la funzione

flz,y) =2°—y* — 3z + 2y +2,

determinare i punti stazionari di f in R? e studiarne il carattere.
Si ha Vf(z,y) = (32* — 3, —2y + 2), che si annulla nei punti P, = (1,1) e

Py = (—1,1). Essendo fu.(x,y) = 6z, foy(z,y) =0 = f,.(0,0) e fy,(z,y) =
—2, la matrice Hessiana ¢

H(z,y) = (603“" _02) .

H(1,1) = (g _02> . H(-1,1)= (‘06 _02) :

E evidente che H(1,1) non & definita (e dunque P; & di sella), mentre H(—1,1)
¢ definita negativa (e dunque P, € un massimo).

Si ha allora
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Esercizio 1. Calcolare il seguente limite
log(1 2
i tos(l +2%)

x—0 1
arctg (—2) —
T

Il limite ¢ una forma indeterminata del tipo 0/0. Grazie al teorema di de
I’Hopital, abbiamo

bo| 3

2 2
: log(1 + 2?) : Tie T
lim = lim = lim =—1.
x—0 1 T x—0 11 ;3 r—0 — 3:1:
arctg | — | — 5 e vt
T

Si noti che essendo arctg(y) +arctg(1/y) = /2 per ogni y > 0 (derivare per
credere), il limite poteva essere ricavato calcolando

2 2 2
lim log(1 + z2) i + o(z®)

S P
=0 —arctg(z?) 20 —x2 + o(x?)

Esercizio 2. Calcolare il seguente integrale

/1 dt
o e +5+4et

Essendo e/ +5+4e™" = e7(e? + 5e’ +4), con la sostituzione = = €’ si ha

/1 dt _/e dx _/e dx
o e +b4+det  J x2+5x+4 ), (

r+1)(z+4)"

Dal momento che si ha

1 1 1 1 1

(z+1)(x+4) 3z+1 3z+4’

si tratta di calcolare

1/e 1 1 1 r+1
= — = —log
31 \z+1 x+4 3 x+4

Tr=e

o (eHl) 1, (2
=-lo —=log (=) .
3%\ \er1) 305




Esercizio 3. Data l’equazione differenziale
y' — 1y =22 +e*
determinarne:
(a) la soluzione generale;
(b) la soluzione y(x) tale che y(0) = 3/(0) = 0.

II polinomio caratteristico associato all’equazione omogenea ¢ P(\) =
A? — )\, che ha come radici 0 e 1. Le soluzioni dell’equazione omogenea sono
allora della forma
yD(SL') = Cl + OQ e’ s

con (] e Cy costanti arbitrarie. Per quanto riguarda le soluzioni particolari,
cerchiamo prima la soluzione con “dato” 2z, e poi la soluzione con “dato” e**.
Nel primo caso dovremmo cercare una soluzione del tipo 7, (z) = Az + B, con
A e B costanti da determinare, ma essendo le costanti gia soluzioni, cercher-
emo soluzioni della forma 7, (z) = 2(Axz + B). Derivando e sostituendo, si
trova 2A—(2Az+B) = 2z, dacui A= —1le B = —2,dacuiy,(z) = —2*—2z.
La seconda soluzione particolare ¢ della forma 7,(z) = Ce**, con C da de-
terminare. Sostituendo, si trova 4Ce?” — 2Ce* = ¢**, da cui C' = 3 e quindi

Uo(z) = % La soluzione generale dell’equazione ¢ dunque

2
y(]?) :C’1+Cgem—x2—2x+7,
con (4 e (5 costanti arbitrarie. Per il secondo quesito, si tratta di risolvere

il sistema 1

Cl+02+§:0, Cy—24+1=0,
da cui C5 =1 e quindi 4 = —%. La soluzione cercata ¢ pertanto
3 2z
y(x) :—§+ex—$2—2x+7.
Esercizio 4. Sia
ol F it P ) % (00

flz,y) =



Studiare la continuita, l'esistenza delle derivate parziali prime e la differen-
ziabilita di f nell’origine.
Passando a coordinate polari, si ha

2
) = 5* | cos)]F lsen(®)[2 L o] cos(o) | fen)] p log).

Essendo 0 < 2| cos(6)]3 [sen(f)|2 < 2, ed essendo
li 1 =0
i p log(p) =0,

la funzione ammette limite uguale a zero nell’origine ed ¢ dunque continua.
Essendo inoltre f(z,0) = 0 e f(0,y) = 0, la funzione ammette derivate
parziali nulle nell’origine. Per quanto riguarda la differenziabilita, si tratta

di verificare se si ha
(h,k)—(0,0) \/h? + k2

Passando nuovamente a coordinate polari, si ha

2
\/f% = p*| cos(0) | [sen(6) |2 logp(f ) — 9] cos(8)|} jsen(8)] log(p).

che non tende a zero. La funzione f non ¢ pertanto differenziabile nell’origine.

Esercizio 5. Data la funzione
flzy) =2 +y* =3z =2y +1,

determinare i punti stazionari di f in R? e studiarne il carattere.
Si ha Vf(z,y) = (322 — 3,2y — 2), che si annulla nei punti P, = (1,1)
Py = (—1,1). Essendo fu.(7,y) = 6z, foy(z,y) =0 = f,.(0,0) e fy,(x,v)

2, la matrice Hessiana e
6z 0
H(J}, y) = ( 0 2> :

H(1,1) = (g g) . H(-1,1)= (‘06 g) :

E evidente che H(—1,1) non & definita (e dunque P, & di sella), mentre
H(1,1) & definita positiva (e dunque P; & un minimo).

I o

Si ha allora



