
Analisi Vettoriale A.A. 2006-2007 - Soluzioni del Foglio 33.1 EserizioDeterminare il usso del ampo �!F = �3x2 + y2; x3 � 3y2	 usente dallaregione E = f(x; y) : x2 � 1 � y � 1� xg:Soluzione.La regione assegnata �e delimitata da un tratto di parabola e da unaretta.

Figure 1: La regione E da ui alolare il usso usente.Il usso rihiesto pu�o essere determinato tramite il Teorema della diver-genza, Z�E �!F ��!n ds = Z ZE div�!F dx dy = Z ZE (6x� 6y) dx dyTenuto onto he E �e il dominio normale rispetto all'asse x�2 � x � 1; x2 � 1 � y � 1� xsi ha 6 Z ZE (x� y) dx dy = 6 Z 1�2 dx Z 1�xx2�1(x� y) dy = �29710 :1



3.2 EserizioAssegnato il ampo vettoriale�!F = nx2 + y2; x2 � y2o� alolare il usso di �!F usente dal dominio D = fx2 + 4y2 � 1g� veri�are il risultato ottenuto servendosi del teorema della divergenza.Soluzione.Il usso rihiesto �e, per de�nizione, il valore del seguente integraleZC �!F ��!� dsessendo C l'ellisse x2 + 4y2 = 1 e �!� il versore normale a C orientato versol'esterno di D: Il alolo di �!� pu�o essere fatto servendosi della rappresen-tazione parametria di Cx = os(�); y = 12 sin(�); � 2 [0; 2�℄�!t = f� sin(�); 12 os(�)gqsin2(�) + 14 os2(�) ! �!� = f12 os(�); sin(�)gqsin2(�) + 14 os2(�)�E faile rionosere he l'orientamento di �!� �e quello rihiesto.L'espressione del ds �eds = rsin2(�) + 14 os2(�) d �Pertanto il usso rihiesto �eZ 2�0 �(os2(�) + 14 sin2(�))12 os(�) + (os2(�)� 14 sin2(�)) sin(�)� d � == 12 Z 2�0 (1� 34 sin2(�)) os(�)d� + Z 2�0 (54 os2(�)� 14) sin(�)d� = 0La veri�a del teorema della divergenzaZ�D �!F ��!� ds = Z ZD div(�!F ) dx dy2



rihiede di alolare anhe l'integrale doppio a seondo membro e veri�arnel'uguaglianza on il valore del usso preedentemente trovato.Z ZD div(�!F ) dx dy = Z ZD(2x� 2y) dx dy == Z 1�1 dx Z 12p1�x2� 12p1�x2 2(x� y)dy = 2 Z 1�1 xp1� x2 dx = 0:3.3 EserizioCalolare le aree delle due regioni nelle quali la retta y = 1 + (p2 � 1)xdivide il erhio x2 + y2 � 1; servendosi del usso del ampo F = 12fx; ygusente dalle loro frontiere.Soluzione.La retta y = 1+ (p2� 1)x intersea la ironferenza x2 + y2 = 1 in duepunti, vedi Figura 2, A = (0; 1); B = �� 1p2 ; 1p2�he orrispondono nella usuale rappresentazione parametria della iron-ferenza a A = (os(�=2); sin(�=2)); B = (os(3�=4); sin(3�=4))Le aree delle due regioni C1 e C2 orrispondono ai ussi sulle relativefrontiere 12 Z�C1 F � �ds; 12 Z�C2 F � �dsavendo indiato on F = fx; ygCalolo per la regione minore C1 :il versore normale sulla parte di ironferenza �e � = fx; yg, sulla partedi retta �e � = 1q4� 2p2 �p2� 1;�1�Z�C1 F � �ds = Z 3�=4�=2 1 dt+ Z 0�1=p2(�1)dt = �4 � 1p2 ' 0:08Se ne dedue quindi, riordando il fattore 1=2, he le aree delle dueregioni sono rispettivamente:12 ��4 � 1p2� ; � � 12 ��4 � 1p2� :3



Figure 2: Le due regioni del erhio3.4 EserizioSia C la urva di equazioni x = os(t); y = t sin(t); t 2 [0; 2�℄.� Trovare l'area della regione rahiusa� Dire per quali t 2 [0; 2�℄ �e de�nito il versore � normale e alolarlo.Soluzione. Area(E) = 12 Z�Efx; yg � � ds == 12 Z 2�0 �os(t)(t sin(t))0 � t sin(t)(os(t))0	 dt == 12 Z 2�0 fos(t) sin(t) + tgdt = 12 Z 2�0 tdt = �2Il versore normale Cominiamo dal vettore tangente�(os(t))0; (t sin(t))0	 = f� sin(t); sin(t) + t os(t)g
4



Figure 3: x = os(t); y = t sin(t); t 2 [0; 2�℄Per t = 0 si ha il vettore nullo: quindi la rappresentazione parametriao�erta non soddisfa nel punto t = 0 ai requisiti di una urva regolare per laquale si rihiede infatti x02(t) + y02(t) > 0Esiste, tuttavia, il limite per t! 0+ del versore tangentef�0� sin(t)qsin(t)2 + (t os(t) + sin(t))21A ; t os(t) + sin(t)qsin(t)2 + (t os(t) + sin(t))2 g��1p5 ; 2p5�Limite he per�o �e diverso dal limite per t ! 2� he vale f0; 1g vedi Figura3. La urva assegnata �e hiusa ma �e dotata di versori tangente e normalesolo per 0 < t < 2�:3.5 EserizioCalolare il lavoro ompiuto dal ampo vettoriale �!F = (y + 3x; 2y � x) perfar ompiere ad una partiella un giro dell'ellisse 4x2 + y2 = 4 in sensoorario.Soluzione.L'ellisse proposta, �E x2 + y24 = 15



ha equazioni parametrihex = os(t); y = 2 sin(t); t 2 [0; 2�℄Al resere di t l'ellisse viene perorsa in senso antiorario.

Figure 4: Il ampo F sull'ellisse assegnata, a destra il gra�o del prodottosalare F � t on t orientata nel verso orario.Il disegno di Figura 4 mostra ome il prodotto salare F � t da integrarefaia prevedere un risultato positivo.Il lavoro rihiesto �e, tenuto onto del verso di perorrenza,L = � Z�E �!F ��!t ds == � Z 2�0 �(y(t) + 3x(t)) x0(t) + (2y(t)� x(t)) y0(t)	 dt == � Z 2�0 f[2 sin(t) + 3 os(t)℄ [� sin(t)℄ + [6 sin(t)� os(t)℄ 2 os(t)g dt == � Z 2�0 �2 sin2(t)� 2 os2(t)dt = 2 Z 2�0 dt = 4�Usiamo il Teorema di Stokes I segni � orrispondono alla rihiestadi perorrere l'ellisse nel senso orario, he �e l'opposto di quello o�erto dallaparametrizzazione.� Z�E �!F ��!t ds = � Z ZE [(2y � x)x � (y + 3x)y ℄ dxdy =6



= � Z ZE(�2) dxdy = 4�OSSERVAZIONE. L'espressione trovata nell'integrale doppio,F2;x � F1;y 6= 0 si pu�o leggere anhe diendo he il ampo �!F non �e irro-tazionale e, quindi non �e onservativo.3.6 Eserizio� Calolare il lavoro del ampo F = (xy � 2; x2 + y2) lungo il segmento(0; 0) � (1; 2) e lungo l'aro di parabola y = 2x2 on gli stessi estremi� sia u(x; y) = x3 + yx2: alolare l'integrale della derivata normale diu lungo i due arhi di urva dati preedentemente.Soluzione.Il segmento La rappresentazione parametria �e x(t) = t; y(t) = 2t; t 2[0; 1℄, quindi il versore tangente �e 1p5 f1; 2gNe segueZS �!F ��!t ds = Z 10 1p5 n(2t2 � 2)1 + (t2 + 4t2)2op5dt = Z 10 (12t2�2)dt = 2L'aro di parabola La rappresentazione parametria �e x(t) = t; y =2t2; t 2 [0; 1℄, quindi il versore tangente �e1p1 + 16t2 f1; 4tgNe segueZS �!F ��!t ds = Z 10 1p1 + 16t2 n(2t3 � 2)1 + (t2 + 4t4)4top1 + 16t2dt == Z 10 n(2t3 � 2)1 + (t2 + 4t4)4to dt = Z 10 (16t5 + 6t3 � 2)dt = 136Derivata normale lungo il segmento La derivata normale �e data darU � �. Tenuto onto he rU = f3x2 + 2yx; x2g e he � = � 1p5f�2; 1g7



ne segue he l'integrale rihiesto vale, tenuto onto della rappresentazioneparametria del segmento,� Z 10 f�2(3t2 + 4t2) + 1(t2)gdt = � Z 10 �13t2dt = �133Come si vede, non avendo preisato l'orientamento della normale al seg-mento, si hanno ome risposta due valori �.

Figure 5: 15 linee di livello di u(x; y) = x3+yx2 tra [0; 2℄ e, rispettivamente,il segmento e l'aro di parabola, relative a livelli equidistribuiti.Derivata normale lungo la parabola Come sopra on il versore nor-male � = � 1p1 + 16t2 f�4t; 1gL'integrale rihiesto �e pertanto� Z 10 f�(3t2 + 4t3)4t+ t2gdt = � Z 10 (t2 � 12 t3 � 16 t4)dt = �8815Stessa ambiguit�a di segno preedentemente segnalata.Cosa si legge dalle linee di livello ?� Lungo iasuna linea di livello la funzione �e ostante: quindi la derivatadi una funzione lungo una direzione tangente alle linee di livello �e nulla.� La Figura (5) mostra ome le direzioni normali, rispettivamente al seg-mento e all'aro di parabola, siano abbastanza viine ad essere tangentialle linee di livello della funzione u(x; y) = x3 + yx28



� Se ne dedue he le derivate normali rihieste saranno abbastanza pi-ole in modulo.

Figure 6: La super�ie u(x; y) = x3 + yx2 e un muro alto quanto la suaderivata normale lungo il segmento...� Riordate he il gradiente ru �e ortogonale alle linee di livello ed �e inmodulo tanto pi�u grande quanto pi�u le linee di livello relative a livelliequidistribuiti riesano viine, vedi Figura (5).3.7 EserizioDire dove �e de�nito il ampo vettorialeF = ( xpx2 + 2y + y; 1px2 + 2y � 2x)e alolare il lavoro ompiuto dal ampo lungo la frontiera del rettangoloD = (1; 2) � (0; 1=2) perorsa in senso antiorario.9



Soluzione.Il ampo F �e de�nito nella parte di piano in Figura 7x2 + 2y > 0insieme sempliemente onnesso.

Figure 7: L'insieme, suro, di de�nizione del ampo FIl lavoro rihiesto �e l'integrale urvilineoZC �!F ��!t dsessendo C la poligonale rettangolare frontiera di D e �!t il versore tangente.Tenuto presente he C �e una urva hiusa si pu�o appliare il Teorema diStokes nel piano e quindiZC �!F ��!t ds = Z ZD rotz�!F dxdyTenuto presente herotz�!F = ��x  xpx2 + 2y + y!� ��y  1px2 + 2y � 2x!e he ��x  xpx2 + 2y + y! = �2� x(x2 + 2 y) 3210



e ��y  1px2 + 2y � 2x! = 1� x(x2 + 2 y) 32si ha rotz�!F = �3Ne segue ZC �!F ��!t ds = �3 Z ZD dxdy = �32Il lavoro rihiesto poteva essere alolato anhe direttamente senza servirsidella formula di Stokes al modo seguente:RC �!F ��!t ds = + R 21 dx+ R 1=20 � 1p4+2y � 4� dy� R 21 � xpx2+1 + 12�dx� R 1=20 � 1p1+2y � 2� dy = �323.8 EserizioDato il ampo vettorialeF = ( x� 1((x � 1)2 + y2)2 ; y((x� 1)2 + y2)2 )i) Calolare il rotore di Fii) Dimostrare he F �e onservativo e trovare un potenziale.Soluzione.�E sottinteso he il vettore F ha la terza omponente nulla, quindi il suorotore ha le prime due omponenti ertamente nulle e la terzarotzF = ��xFx � ��yFxIndiato on d(x; y) il denominatore delle due omponenti di F si ha quindirotzF = 1d2(x; y) (�y dx + (x� 1) dy) = 0Il ampo F �e� de�nito in R2 privato del punto Q = (1; 0)11



� ha, in tutto R2, privato del punto Q = (1; 0), rotore nullo:� quindi �e onservativo in... ogni dominio rettangolare, anzi in ogniaperto stellato di R2 he non inluda Q,� non �e tuttavia esluso he sia onservativo in tutto R2 privato delpunto Q:Per rispondere all'ultimo punto basta alolare il lavoro di F lungo unaironferenza C di entro Q ZC �!F ��!t ds�E evidente he tale integrale �e nullo: infatti F �e, in ogni punto della iron-

Figure 8: L'aspetto radiale del ampo F intorno al punto Qferenza C diretto ome il raggio, quindi �e ortogonale al versore tangente �!tvedi Figura (8). Quindi F �e onservativo in tutto R2 privato naturalmentedel punto Q e ammette potenziale: hiunque vede he le due omponenti diF sono infatti, a meno di un ovvio fattore, le due derivate parziali di1(x� 1)2 + y212



Un potenziale di F �e U(x; y) = �12 1(x� 1)2 + y23.9 EserizioSia �!F un ampo irrotazionale, de�nito in R2 privato dei due puntiP1 = (0; 0) e P2 = (2; 0). Sapendo heZCi �!F :�!t ds = i; i = 1; 2on Ci la ironferenza di entro Pi e raggio 1, alolare l'integrale R �!F :�!t dsessendo  l'ellisse 4x2 + 25y2 = 25:Soluzione.Essendo il ampo F irrotazionale gli integrali sulle ironferenze Ci diraggio 1 sono uguali a quelli sulle ironferenze di raggi minori e stessi entri:per onvinersene basta appliare il teorema di Stokes alla orona irolaredi entro l'origine e raggi, ad esempio, 1/3 e 1ZC1(1)�!F ��!t ds� ZC1(1=3) F � tds = Z ZCorona rotz�!F dxdy = 0Ne segue quindi he ZC1(1=3)�!F ��!t ds = 1Tenuto onto di i�o si pu�o appliare il teorema di Stokes alla regione,Figura (9), delimitata dalle due ironferenze di entri Pi; i = 0; 1 e dall'ellisseassegnata e dedurne heZE �!F ��!t ds = ZC1(1=3)�!F ��!t ds+ ZC2(1=3)�!F ��!t ds = 1 + 2 = 33.10 EserizioDato il ampo vettoriale F = (xy; (x2 � y2)=2)� Si alolino usso usente e iruitazione rispetto alla urva C diequazioni parametrihe x = os3(t); y = sin3(t); t 2 [0; 2�℄13



Figure 9: L'ellisse e le due ironferenze di raggio 1/3� Dimostrare he F �e un ampo vettoriale onservativo in tutto R e hei suoi potenziali sono funzioni armonihe.� Costruire uno di tali potenziali.Soluzione.Flusso usente: la urva assegnata �e hiusa quindi �e la frontiera di unaregione 
 del piano alla quale appliare il teorema della divergenza. Madiv(�!F ) = 0 , quindi il usso rihiesto vale 0.La iruitazione Servendosi del Teorema di Stokes si haZC �!F ��!t ds = Z Z
 rotz(�!F )dxdyMa rotz(�!F ) = 0 quindi anhe la iruitazione �e nulla.Campo onservativo �!F �e irrotazionale in tutto R2 quindi... �e onser-vativo in tutto R2.Un potenziale Le primitive di xy rispetto ad x sono12x2y + g(y)Basta imporre ora he tali funzioni abbiano ome derivata rispetto ad yl'espressione 12(x2�y2) assegnata. A onti fatti questo si realizza prendendog(y) = �16y3Quindi un potenziale di F �e la funzioneU(x; y) = 12x2y � 16y314



Figure 10: Il ampo F dell'Eserizio 10 : non i sono punti da ui diverga.Questo vuol dire he �!F = rU(x; y)Il potenziale �e armonio Si pu�o veri�are he4�12x2y � 16y3� = 1� 1 = 0Notate del resto he 4U(x; y) = div rU(x; y) = div�!Fe quindi si poteva prevedere he l'eventuale potenziale sarebbe stato unafunzione armonia dal momento he il ampo �!F aveva divergenza nulla,vedi Figura 10.
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