Analisi Vettoriale A.A. 2006-2007 - Soluzioni del Foglio 3

3.1 Esercizio

Determinare il flusso del campo F = {3.’1,'2 + 92,23 — 3y2} uscente dalla
regione B = {(z,y) : 2?2 -1 <y <1-2z}.

Soluzione.

La regione assegnata & delimitata da un tratto di parabola e da una
retta.
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Figure 1: La regione F da cui calcolare il flusso uscente.

II flusso richiesto puo essere determinato tramite il Teorema della diver-
genza,

(‘mf}xﬁdg@://pj diu?dmdy://}?(ﬁx—ﬁy)dxdy

Tenuto conto che F é il dominio normale rispetto all’asse x

—2<x <1, m271§y§17m

Lo e 297
6// (mfy)dmdy:fi/ d.’I}/ (x —y)dy = ——.
J JE J2 Ja2 10

si ha



3.2 Esercizio

Assegnato il campo vettoriale
F = {xQ +y%, 2 — y2}
e calcolare il flusso di F uscente dal dominio D = {2% +4y? < 1}

e verificare il risultato ottenuto servendosi del teorema della divergenza.

Soluzione.

I1 flusso richiesto &, per definizione, il valore del seguente integrale

/C?X7ds

essendo C Dellisse 2?2 + 4y%> = 1 e 7 il versore normale a C orientato verso
'esterno di D. Il calcolo di 7 puod essere fatto servendosi della rappresen-
tazione parametrica di C

x =cos(h), y= %sin(ﬂ), 0 € [0, 2m]
2 {—sin(0), 1 cos(9)} o {1 cos(f), sin(9)}
\/SinQ(F)) + 1 cos?(0) \/sin2(9) + 1 cos?(0)

E facile riconoscere che l'orientamento di 7 é quello richiesto.
L’espressione del ds &

1
ds = \/sinQ(H) +7 cos?(0) d 6
Pertanto il flusso richiesto é

./o% <(c082(9) + %snﬁ(e))% cos(6) + (cos”(f) — 381“2(9)) Sin(9)> =

1 21 3 . 9 21 5 9 1 .
=— / (1 — —sin*(0)) cos(H)dh + / (= cos”(0) — =) sin(A)df = 0
2 Jo 4 Jo 4 4

La verifica del teorema della divergenza

Fx7ds= //D diu(ﬁ)dmdy

JOD
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richiede di calcolare anche 'integrale doppio a secondo membro e verificarne
I'uguaglianza con il valore del flusso precedentemente trovato.

// diu(?)dmdy = //(27' —2y)dxdy =

J Jp J Jp
1 V122 1

:/ d.'frt/z1 2(.'I;fy)dy:2/ zV1—22dx =0.
~1 1 ~1

122

3.3 Esercizio

Calcolare le aree delle due regioni nelle quali la retta y = 1 + (V2 — 1)z
divide il cerchio % + y? < 1, servendosi del flusso del campo F = %{x,y}
uscente dalle loro frontiere.

Soluzione.

La retta y = 1+ (v/2 — 1)z interseca la circonferenza 22 4+ 42 = 1 in due

punti, vedi Figura 2,
1 1
A=(0,1), B= <_ _>
( ? )’ \/5’ ﬁ
che corrispondono nella usuale rappresentazione parametrica della circon-
ferenza a

A = (cos(m/2),sin(n/2)), B = (cos(3n/4),sin(3n/4))

Le aree delle due regioni C; e Cy corrispondono ai flussi sulle relative
frontiere

1 1
— F xvds, = F xvds
2 J0Cy J0Ca

avendo indicato con F = {z,y}
Calcolo per la regione minore Cj :
il versore normale sulla parte di circonferenza é v = {z,y}, sulla parte

di retta e
V= ; (\/5— 1, 71)

\/4—2v2

3/4 0 1
quds:/ 1dt+/ —1)dt = - — — ~0.08
ac, /2 71/\/5( ) 4 2

Se ne deduce quindi, ricordando il fattore 1/2, che le aree delle due
regioni sono rispettivamente:

A ]



=2

Figure 2: Le due regioni del cerchio

3.4 Esercizio
Sia C la curva di equazioni x = cos(t), y = tsin(t), ¢ € [0, 27].
e Trovare l’area della regione racchiusa

e Dire per quali t € [0,27] é definito il versore v normale e calcolarlo.

1
Area(E) = = / {z,y} xvds =
2 Jor

— % '/027r {COS(t) (t Sin(t))’ - tsin(t) (COS(t))/} dt —

1 27 1 27
= — [ {cos(t)sin(t) + t}dt = —/ tdt = 72
2 Jo 2 /o

Il versore normale Cominciamo dal vettore tangente

{(cos(t))', (tsin(t))'} = { sin(t), sin(t) + F cos(r)}



Figure 3: = = cos(t), y =tsin(t), ¢ € [0,27]

Per ¢ = 0 si ha il vettore nullo: quindi la rappresentazione parametrica
offerta non soddisfa nel punto ¢ = 0 ai requisiti di una curva regolare per la
quale si richiede infatti

2 (t) + y"(t) > 0

Esiste, tuttavia, il limite per ¢ — 0 del versore tangente

(- ( sin(t) ) t cos(t) + sin(?)
\/Sin(t)2 + (t cos(t) + sin(t))? \/Sim(t)2 + (t cos(t) + sin(t))?

}

-1 2
Limite che perd & diverso dal limite per ¢ — 27 che vale {0, 1} vedi Figura
3. La curva assegnata e chiusa ma e dotata di versori tangente e normale
solo per 0 < t < 2.

3.5 Esercizio

Calcolare il lavoro compiuto dal campo vettoriale F = (y + 3z,2y — x) per
far compiere ad una particella un giro dell’ellisse 4z> + y> = 4 in senso
orario.

Soluzione.

L’ellisse proposta, OF



ha equazioni parametriche
z =cos(t), y=2sin(t), te€][0,2n]
Al crescere di t I’ellisse viene percorsa in senso antiorario.
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Figure 4: Il campo F' sull’ellisse assegnata, a destra il grafico del prodotto
scalare F' x t con ¢ orientata nel verso orario.

Il disegno di Figura 4 mostra come il prodotto scalare F' x t da integrare
faccia prevedere un risultato positivo.
II lavoro richiesto é, tenuto conto del verso di percorrenza,

L=- ?x?ds:
oOF

2
==, {(y(t) +3z(t)) 2'(t) + (2y(t) — z()) y'(t) } dt =

- _ '/OQW {[2sin(t) + 3cos(t)] [ sin(t)] + [6sin(t) — cos(t)] 2 cos(t)} dt =

2w 27
= —/ —2sin?(t) — 2 cos?(t)dt = 2 dt = 4rn
0 0

Usiamo il Teorema di Stokes I segni — corrispondono alla richiesta
di percorrere I'ellisse nel senso orario, che é 'opposto di quello offerto dalla
parametrizzazione.

— ﬁx?d,qu// 2y — 2)p — (y + 32)y | dzdy =
JoE J JE
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:_//E(—Q) dzdy = An

OSSERVAZIONE. L’espressione trovata nell’integrale  doppio,
Fp, — Fyy # 0 si pud leggere anche dicendo che il campo non € irro-
tazionale e, quindi non é conservativo.

3.6 Esercizio

e Calcolare il lavoro del campo F = (zy — 2, 2% + y?) lungo il segmento
(0,0) — (1,2) e lungo arco di parabola y = 22% con gli stessi estremi

o sia u(z,y) = 2® +yx?: calcolare Uintegrale della derivata normale di
u lungo 4 due archi di curva dati precedentemente.

Soluzione.

Il segmento La rappresentazione parametrica é z(t) = t, y(t) = 2t, t €
[0, 1], quindi il versore tangente é

1
% {17 2}

Ne segue

N 11 1
/?x tds:/ —{(21&2—2)1+(t2+4t2)2}\/5dt:/ (12t2 —2)dt = 2
s 0o V5 0

L’arco di parabola La rappresentazione parametrica & z(t) = ¢, y =
2t2, t € [0, 1], quindi il versore tangente é

1

V1 + 16¢2 {1.4¢}

Ne segue

1 1
?x_t)ds:/i 23 — N1 + (2 + 4tY) 4t} V1 + 1682dt =
/. Jy TeTem (@ - 91+ (@ +atha)

1 1 13
= / {26~ 21+ (1 + 4"y} dt = / (1667 + 617 — 2)dt = =
Jo Jo
Derivata normale lungo il segmento La derivata normale ¢ data da

VU x v. Tenuto conto che VU = {322 + 2yx, 2°} e che v = i%{fl 1}



ne segue che l'integrale richiesto vale, tenuto conto della rappresentazione
parametrica del segmento,

1 1 13
i/ {—2(3t2 + 4t*) + 1(t*) }dt = i/ —13t%dt = +
0 0

Come si vede, non avendo precisato l'orientamento della normale al seg-
mento, si hanno come risposta due valori =+.
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Figure 5: 15 linee di livello di u(z, y) = 2 +y2? tra [0,2] e, rispettivamente,
il segmento e I'arco di parabola, relative a livelli equidistribuiti.

Derivata normale lungo la parabola Come sopra con il versore nor-

male
1

R L — VA |
V1+ 16t2{ ’

L’integrale richiesto € pertanto

1 1 88
+ / {—(3t% + 4t3)4t + t*}dt = + / (t* — 1243 —16t")dt = *o
Jo Jo
Stessa ambiguita di segno precedentemente segnalata.

Cosa si legge dalle linee di livello ?

e Lungo ciascuna linea di livello la funzione € costante: quindila derivata
di una funzione lungo una direzione tangente alle linee di livello & nulla.

e La Figura (5) mostra come le direzioni normali, rispettivamente al seg-
mento e all’arco di parabola, siano abbastanza vicine ad essere tangenti
alle linee di livello della funzione u(z,y) = 23 + yx?



e Se ne deduce che le derivate normali richieste saranno abbastanza pic-
cole in modulo.

Figure 6: La superficie u(z,y) = 2° 4+ yz? e un muro alto quanto la sua
derivata normale lungo il segmento...

e Ricordate che il gradiente Vu é ortogonale alle linee di livello ed é in
modulo tanto piu grande quanto piu le linee di livello relative a livelli
equidistribuiti riescano vicine, vedi Figura (5).

3.7 Esercizio

Dire dove € definito il campo vettoriale

F = 2z

T 1
e — _|_ , ———— —
Va2 + 2y Y Va2 + 2y

e calcolare il lavoro compiuto dal campo lungo la frontiera del rettangolo
D = (1,2) x (0,1/2) percorsa in senso antiorario.



Soluzione.

Il campo F' & definito nella parte di piano in Figura 7

2+ 2y >0

insieme semplicemente connesso.

Figure 7: L’insieme, scuro, di definizione del campo F

Il lavoro richiesto é 'integrale curvilineo

/?x?ds
c

essendo C' la poligonale rettangolare frontiera di D e 7 il versore tangente.
Tenuto presente che C' & una curva chiusa si puo applicare il Teorema di

Stokes nel piano e quindi
/ Fx Tds = // rotzﬁdxdy
c D

Tenuto presente che
1

0 x 0
SN GRS U (S B
o oz <w/.’l,'2 + 2y U) dy (1/.7/.2_'_2?/ T)

e che
0 T n 5 T
A \l—Y7V7TY|=—"4¢- "=
Oz \ \/z2 + 2y (r[:2+2y)%
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0 1 T
T ) =1 —
dy (x/r[;2+2y > (22 +2y)%
si ha

rotzﬁ =-3

Ne segue

3
/?X_t)dszf3//d,’[;dy:7_
Jc J Jp 2

Il lavoro richiesto poteva essere calcolato anche direttamente senza servirsi
della formula di Stokes al modo seguente:

fcﬁx?ds: +f12dx+f[]1/2( L

I (G +e)

3.8 Esercizio
Dato il campo vettoriale

_1
F=( x y

(o Gonr o)

i) Calcolare il rotore di F

ii) Dimostrare che F é conservativo e trovare un potenziale.

Soluzione.

’

E sottinteso che il vettore F' ha la terza componente nulla, quindi il suo
rotore ha le prime due componenti certamente nulle e la terza

rot, F' = iF"r - 2F1T
ox dy

Indicato con d(z,y) il denominatore delle due componenti di F si ha quindi

1
rot, F = 2(1,7) (-ydy +(z—1)dy) =0
Il campo F' &

e definito in R? privato del punto Q = (1,0)

11



e ha, in tutto R?, privato del punto Q = (1,0), rotore nullo:

e quindi € conservativo in... ogni dominio rettangolare, anzi in ogni
aperto stellato di R? che non includa Q,

e non & tuttavia escluso che sia conservativo in tutto R? privato del
punto Q).

Per rispondere all’ultimo punto basta calcolare il lavoro di F' lungo una
circonferenza C di centro )

/?x?ds
C

E evidente che tale integrale & nullo: infatti ' &, in ogni punto della circon-

» % W e 0w m w0 he L
o — - =

- A P
- - - - -~ -~ L r L . -

Figure 8: L’aspetto radiale del campo F' intorno al punto @

ferenza C' diretto come il raggio, quindi & ortogonale al versore tangente 7
vedi Figura (8). Quindi F & conservativo in tutto R? privato naturalmente
del punto () e ammette potenziale: chiunque vede che le due componenti di
F sono infatti, a meno di un ovvio fattore, le due derivate parziali di

1
=17+
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Un potenziale di F' e
2(x—1)2+9?

3.9 Esercizio

Sia F oun campo irrotazionale, definito in R? privato dei due punti
P, =(0,0) e P, =(2,0). Sapendo che

/ F . Tds=i, i=12
Jo;

con Cj la circonferenza di centro P; e raggio 1, calcolare 'integrale f7 F. 7 ds
essendo y Uellisse 4x? + 25y% = 25.

Soluzione.

Essendo il campo F' irrotazionale gli integrali sulle circonferenze C; di
raggio 1 sono uguali a quelli sulle circonferenze di raggi minori e stessi centri:
per convincersene basta applicare il teorema di Stokes alla corona circolare
di centro lorigine e raggi, ad esempio, 1/3 e 1

?x?ds—/

F x tds = // rotz? dzdy =0
C1(1/3) Corona

Cl(])
Ne segue quindi che

/ ? X ?ds =1
C1(1/3)

Tenuto conto di cio si puo applicare il teorema di Stokes alla regione,
Figura (9), delimitata dalle due circonferenze di centri P;,7 = 0,1 e dall’ellisse
assegnata e dedurne che

/?x?ds:/ F x Tds+ FxTds=1+2=23
B C1(1/3) C2(1/3)

3.10 Esercizio

Dato il campo vettoriale F = (zy, (2 —y?)/2)

e Si calcolino flusso uscente e circuitazione rispetto alla curva C di
equazioni parametriche x = cos3(t), y = sin’(t), t € [0,2x]

13
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Figure 9: L’ellisse e le due circonferenze di raggio 1/3

e Dimostrare che F' é un campo vettoriale conservativo in tutto R e che
i suoi potenziali sono funzioni armoniche.

e (Costruire uno di tali potenziali.

Soluzione.

Flusso uscente: la curva assegnata é chiusa quindi é la frontiera di una
regione ) del piano alla quale applicare il teorema della divergenza. Ma
div(F') = 0, quindi il flusso richiesto vale 0.

La circuitazione Servendosi del Teorema di Stokes si ha

/(j?x?ds://ﬂrotz(?)dxdy

Ma rot z(?) = 0 quindi anche la circuitazione é nulla.

Campo conservativo F ¢ irrotazionale in tutto R? quindi... & conser-
vativo in tutto R?.

Un potenziale Le primitive di zy rispetto ad x sono

1
Ewa +g(y)

Basta imporre ora che tali funzioni abbiano come derivata rispetto ad y

I’espressione 2 (z? —y?) assegnata. A conti fatti questo si realizza prendendo

2
L 3
9(y) = 5y
Quindi un potenziale di F' e la funzione
1 1
U _ Lt 13
(z,y) = 527y = ¢y

14
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Figure 10: Il campo F' dell’Esercizio 10 : non ci sono punti da cui diverga.

Questo vuol dire che

F = VU (z,y)

Il potenziale &€ armonico Si puo verificare che

1 1
A =2y — = 3)—1—1—
<2fcy Y 0

Notate del resto che
AU (z,y) = div VU (z,y) = divF

e quindi si poteva prevedere che l'eventuale potenziale sarebbe stato una
funzione armonica dal momento che il campo aveva divergenza nulla,
vedi Figura 10.
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