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7.1 Esercizio

Assegnata la serie di potenze

[ee]
> (1+k)
k=0

e determinare l'intervallo di convergenza,

¢ determinare la somma S(z),

SOLUZIONE.

e L’intervallo di convergenza si determina con il criterio del rapporto

(1+k)z*| 14k el = el
(k) zF—1 ke *
La serie converge assolutamente per |z| < 1 Agli estremi z =1e z = —1

1 termini della serie non sono infinitesimi, quindi é escluso che in essi la
serie possa convergere.

¢ Ricordato che V|z| < 1,

ZZ‘LOZ"“ = ﬁ = (1_”7)_1

Skt = () =0-07

ovvero

Zoket = () =a0 -0

Ne segue
S ket = (1 —a) a1 )
k=0 k=0

Eseguite le somme si ha pertanto

1

0=y

OSSERVAZIONE. 1l risultato ottenuto poteva essere osservato anche pid
rapidamente al modo seguente, sempre naturalmente per |z| < 1

= _ 1
(I+k)x ;hxhl—(zl‘) —71_:[)2

o0

k=0



7.2 Esercizio

Assegnata la serie di potenze
Sk (12
k=0

e determinare 'insieme F di convergenza,

.

e determinare la somma S(z) ,
e determinare il limite

lim S(z)

r—-+co

SOLUZIONE.

11 rapporto da considerare é il seguente

(1+(k+1))(1+ﬂ) - B 2-|-k‘ 2

(1+k)(1+z )k k(T4

L’insieme di convergenza corrisponde pertanto all’insieme dei punti z che
soddisfano la diseguaglianza

2x
1+ 22

2.
‘ : <lez?-2z+1>0ez# =+l

1+ 22

da cui

E=1R—-{x1}

La somma della serie assegnata, per ogni € F si ricava dalla serie geomet-
rica per |p| < 1

k=0 1_ )

quindi




Per quanto concerne il limite

2 2
lim S(z)= lim 0+

T —+00 ’ T —+00 (1 _ $)4

avendo tenuto conto nell’espressione razionale dei termini di grado maggiore.
OSSERVAZIONE
Un’indagine artigianale sui termini che compongono la serie avrebbe con-
dotto a considerare

S(z) = (1+0) <] ixx2>0+ (1+1) <]i2>1+ (1+2) <] i"'m2>2+...:

2
2z 2z
=142 —+4+: R
+ 1+;132+3 <1+;132> +

da cui, intanto

S(z)>1 V&> 0

Tenuto conto che gli addendi successivi

9 2z 5 2x 2
14 22’ 14+22) "’

sono infinitesimi per z — 400 era prevedibile il risultato

lim S(z) =1

T —+00

7.3 Esercizio

Studiare la convergenza delle seguenti serie di potenze:

SN2 (n43) L, =3 - VY)"
2 @m0 glog(nﬂ)'

n=1

SOLUZIONE.

2 9n(p 4+ 3)! n
2 ('Zn)!)m (1)

el

Serviamoci del criterio del rapporto

2" (n43)! _n
il R SR



Quindi la serie converge (1) assolutamente per ogni x, e quindi converge per
ogni z.

+oo o\n
3 e Vo 2
“— log(n+1) '
Si tratta, posto
y=I— \/ia
della serie di potenze in y
+0oo n
Y
3 .
712::1 log (n+ 1)

Per riconoscere dove converge serviamoci ancora del criterio del rapporto

g
log(n+1) | 10g(n+])

TH) = |y|7}og(n) =yl
og(n

Ne segue che la serie converge assolutamente in ogni y € (—1,1).
La serie originale (2) pertanto converge assolutamente e quindi converge per

r € (~1+V2,1+V?2)

ESTREMI DI TALE INTERVALLO

e z = —1++/2 la serie diventa
+o0 n
Y e
= log(n+1)

serie che rientra nel caso delle serie a termini di segno alterno, decrescenti
in modulo a 0, considerate dal Teorema di
Leibnitz, e riconosciute convergenti.

e =1+ /2 la serie diventa

“— log(n+1)

che é una maggiorante della serie armonica

+oo 1
r;n—{—l

serie divergente. Pertanto la serie assegnata in tale estremo destro é di-
vergente anch’essa.



7.4 Esercizio

Assegnata la serie

§1+k2

e Determinare I'intervallo di convergenza, precisando la convergenza o meno
al suoi estremi,

e detta S(z) lasommadeterminare il polinomio di Taylor relativo al quadrato
S?%(z) con punto iniziale g = 0 e ordine n = 2.

SOLUZIONE.

e Applichiamo 1l criterio del rapporto

k
s k2 —2k 42
= ha lz]  —  |z]
_ okl k241
TH(E—1)2

Quindi la serie converge assolutamente per —1 < z < 1 e non converge né
per x < —1 né per & > 1.

Per z = 1 e per x = —1 1 termini della serie sono maggiorati in modulo da

1
1+ k2

termini che costituiscono una serie convergente: pertanto la serie assegnata
converge assolutamente nell’intervallo [—1, 1] estremi inclusi.

e Indichiamo con f(z) = S%(z) : il polinomio di Taylor richiesto é

F(O)+ 7(0)2 + 5" (0)2?

Riesce naturalmente

f(0)  =5%0) =1,
f(0) =25(0)5"(0) =214=1,
f70) =2[8(0))2 +25(0)S"(0) =++4+22=13



OSSERVAZIONE.
Il risultato poteva essere ottenuto anche pit rapidamente eseguendo il quadrato
della somma dei primi 3 termini della S(z)

11 ,) 1 1 2, 1
1+ = Zx?) =14 g2 gt 292, 1.3
(+2I+5I) Tyt et g g
e trascurando 1 termini con esponente di  maggiore di 2

1 2
14+ Z:BQ + 2+ 5132
7.5 Esercizio

Assegnata la serie

S Lsin(a))”

studiarne la convergenza.
Detta f(z) la somma della serie calcolare l'integrale

/OW/Q F() cos(x)dx

SOLUZIONE.

I termini della serie soddisfano, qualunque sia z € R, la diseguaglianza

n+1, .

" n 4+ 1
on (sin(z))"| <

27‘L

I termini, non dipendenti da x a secondo membro formano, come si riconosce
ad esempio col criterio del rapporto, una serie convergente.
Pertanto:

e La serie di funzioni assegnata converge assolutamente Vo € R,
o la serie di funzioni assegnata converge Vz € R,

e la serie di funzioni assegnata converge (criterio di Weierstrass) uniforme-
mente Vo € R.

Detta f(z) la somma della serie, la convergenza uniforme permette la seguente
uguaglianza

/2 el /2
/0 f(z) cos(z)dz = Z 2%/0 (n + 1)sin™(z) cos(z)dz



da cui tenuto presente che

71'/2
/0 (n 4+ 1)sin"(z) cos(z)dx = sin"+1(93) ;/2 =1

si ottlene
=1
[ st oty = r=2 =
OSSERVAZIONE.
Indicato con )
sin(z)
Y= '
Y=

e tenuto presente che |y| < 1, la serie precedente si scrive anche come

> 1
dn+ 1)yt = (Zy ) ==y

n=0
Risostituendo ad y la sua espressione si riconosce

NgE
:

= 4
Z (sin(z))" = . —
4 — 4sin(x) + sin®(z)

n=0

7.6 Esercizio
Studiare I'insieme di convergenza della somma di serie:
on n

=2 3
Zn 333—1 +Zn+3£—1)

n=1

_|_

SOLUZIONE.

Indicato come sopra con
y=z—1

la somma assegnata si scrive come

i?

n=1

Applicando 1l criterio del rapporto si ha

TESy BB a2 Q341 2
e e e A R R CTE) Ea S I



espressione che, per n — +oo tende a 3|y|.
La serie somma (3) assegnata converge assolutamente e quindi converge per
3ly] < 1 ovvero

11
Yy S (_g’ g)
OVVEro ancora per
cZ 9
st 4
3 3

ESTREMI DI TALE INTERVALLO

o = % la prima serie delle due serie addendi converge ovviamente

>

__)n
n=1 3
la seconda
- 1
1"
712:1( ) n+3

converge anch’essa per il Teorema di Leibnitz sul caso dei segni alterni.

Quindi la serie somma in tale estremo sinistro converge.

e = % la prima delle due serie addendi converge, la seconda no.

Quindi la serie somma in tale estremo destro non converge.

7.7 Esercizio

Studiare la convergenza puntuale e uniforme della serie

o]
2 :Qne—nxz
n=1

SOLUZIONE.

La serie assegnata é, scritta piu chiaramente

+co

3 oy o

n=1

una serie geometrica costruita su

p=2e 7



E quindi ben noto che converge se e solo se |p| < 1 ovvero se e solo se
|2 e_x2| <l & In(2) < |z|
la semiretta da —y/In(2) a —co e quella da 1/In(2) a +oo.

La convergenza della (4), pensata come serie geometrica in p, é uniforme in
ogni intervallo chiuso
[_a’ (1]

con a € (0,1), 1 escluso.
Quindi la serie (4) converge uniformemente in ogni semiretta (—oo, —b] ovvero
[b,4+00) con
b > +/In(2)
7.8 Esercizio
Dopo aver determinato 1’insieme di convergenza di
+ oo
n+1)z"
flay =y A

4n

n=0

/0 i f(z) dz

si calcoli I'integrale

SOLUZIONE.

La serie di potenze

3 (ot Dt )
4n
n=0

converge, assolutamente, se

(n—zﬂ z| n4+1 T

— == == <1

e 1 i 1

4n—1
ovvero converge assolutamente per
x € (-4, 4)

e, com’é noto per tutte le serie di potenze, converge uniformemente in ogni
intervallo

[a,b] C (—4, 4)



Quindi la serie (5) converge uniformemente in [0, 2] e quindi in tale intervallo
riesce

? , (k -|- 1 L= [P (k4 1)k
[ =t [P < i 3 [P

0 k=0

da cui, calcolando gli integrali

2 n 1 k41
/ f(z)de = lim 2 (—) =2
0 n—+oo Pyt 2

7.9 Esercizio

Trovare lo sviluppo di Taylor della funzione f(z) = 0 e calcolare f(7) (0).

1
z—1)2
SOLUZIONE.

Tenuto presente che

ZT Vz € (—1,1) (6)

e tenuto presente che in ogni intervallo chiuso
[a,b] C (=1, 1)

si pud liberamente derivare termine, si ha anche

1 !
(1—93) (z —1)2 ka’“ Lo Vee(-11)

Del resto i coefficienti ag, aq, as, ... di una serie di potenze hanno rispetto alla

somina
+o00

f(x) = Zak zk

k=0

1 seguenti significati, deducibili per derivazione nel punto z = 0:

ao = f(0)
a1 = f'(0)
a = 17(0)
a3 — gf///(o)

Da tale osservazione si riconosce che, nel caso dell’esercizio,

FH0) = klag = (k+ 1)!
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e quindi

Le ridotte

n
2 ka'—l
k=0

rappresentano, qualunque sia n, i polinomidi Taylor della funzione f(z) =

di punto iniziale zg = 0 e ordine n — 1.

7.10 Esercizio

Assegnata la serie la serie

o esin(:c) n
142
T » (S5)

e determinare 'insieme F di convergenza;

e determinare in F la somma della serie.

SOLUZIONE.

Il criterio del rapporto

(14+2(n+1)) (Esi;@)nﬂ

(1 + 2n) (e“‘;(”))n

conduce, semplificazioni effettuate a

esin(z) o+ 3 esin(r)
3 o+l 3

Tenuto conto che

1 _ esin(:c)
- <
0< 36 <3

Si riconosce che la serie assegnata converge assolutamente per ogni z ovvero

1
S§6<1

E=R

Tenuto conto che per |z| < 1 si ha

- n ! - n—1 ! I 1
XO:Z T =z XO:HZ _<1—z>_(1—z)2
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si ricava per la somma della serie assegnata

oo . ) ) esin(£€)>ﬂ B o'} (esin(x))”-l_Qesin(z) i <esin(;c)>n—1 -

n=0 n=0 n=0
1 6sin(z) 1
- + 2 —
gint®) sin(e) ) 2
1- 3 3 (1 _ e 3( ))
1 eﬂ;(z) B 34+ esinz
2 1 2
esin(=) 3 —esinT)2
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