
Sia, per Ω aperto limitato in IRN , ρ > 0 e 0 < θ < 1, uρ la soluzione di{
−4uρ = ρ uθ

ρ, in Ω;
uρ = 0, su ∂Ω.

(1)

1a) Dimostrare che uρ è in L∞(Ω).

1b) Calcolare il limite per ρ tendente ad infinito della norma uρ in L∞(Ω).

1c) Se ρ(x) è in L∞(Ω), e v risolve{
−4v = ρ vθ, in Ω;

v = 0, su ∂Ω,
(2)

dimostrare che v ≤ u‖ρ‖L∞(Ω)
(si ricordi che la soluzione è unica).

1d) Data ρ ∈ L1(Ω) \ L∞(Ω), dette ρn = Tn(ρ) e vn la soluzione di{
−4vn = ρn vθ

n, in Ω;
vn = 0, su ∂Ω,

(3)

determinare una condizione sufficiente su α > 0 affinchè

lim
n→+∞

1

nα

∫
Ω
|∇vn|2dx = 0.

Siano Ω aperto limitato in IRN e 1 < p < N+2
N−2

= 2∗ − 1.

2a) Dimostrare che esiste M > 0 tale che se la norma di f in L∞(Ω) è minore
di M , allora esiste una soluzione limitata di{−4u = up + f, in Ω;

u = 0, su ∂Ω.
(4)

2b) Sia λ > 0. Dimostrare che esiste µ1 > 0 tale che se λ > µ1, allora non
esiste la soluzione di {−4u = up + λ, in Ω;

u = 0, su ∂Ω.
(5)

Dimostrare successivamente che esiste µ2 > 0 tale che (5) ha almeno
una soluzione (limitata) per λ < µ2.
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2c) Detto
Λ = sup{λ > 0 : esiste soluzione di (5)}

dimostrare che per ogni λ in (0, Λ) esiste una soluzione minimale uλ di
(5).

2d) Dimostrare che se λ < µ, allora uλ ≤ uµ.
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