L’EQUAZIONE DI LAPLACE

I riferimenti riguardano il libro di Lawrence C. Evans, “Partial dif-
ferential equations” (II 15 1326, IT 15 1378, II 15 1579, II 15 1597, 11
15 1598).

e Definizione dell’equazione di Laplace e di funzione armonica
(8§2.2, pag. 20-21).

e La soluzione fondamentale: costruzione (§2.2.1a, pag. 21-22);
il problema di Poisson (§2.2.1b, pag. 22-25).

e Formule di media (§2.2.2, pag. 25-26).

e Proprieta delle funzioni armoniche: il principio del massimo;
unicita della soluzione per il problema di Poisson; regolarita del-
la soluzione (§2.2.3, pag. 27-28); la disuguaglianza di Harnack
(§2.2.3, pag. 32-33).

e Metodi di energia: il principio di Dirichlet (§2.2.5, pag. 41-43).

(GLI SPAZI DI SOBOLEV

Si veda il capitolo IX del libro “Analisi funzionale” di Haim Brezis
( II 15 1349, II 15 1368, II 15 1369), ed in particolare la definizione
di spazio di Sobolev W'P(Q), la completezza degli spazi di Sobolev,
la definizione di W," (), le disuguaglianze di immersione (Poincaré,
Sobolev) ed i teoremi di compattezza (Rellich-Kondrachov).
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Cerchiamo di trovare una soluzione di (2.1) con un metodo diverso da quello
esposto nel primo capitolo.

Definizione 2.1.2. Sia X uno spazio di Banach e sia (z,) C X una suc-
cessione. Diciamo che x, converge debolmente a x € X, (e si indica
Ty — T ) Se:

(T,z,) — (T,x) VTeX.
O

Definizione 2.1.3. Sia X uno spazio di Banach. Un funzionale J : X — R
¢ detto debolmente semicontinuo inferiormente (d.s.c.i.), se per tutte
le successioni (x,) C X convergenti debolmente verso un limite x € X si ha
che:

J(x) < liminf J(x,).

n—-+00

O

Un risultato fondamentale di esistenza di minimi per un funzionale &
dato da seguente:

Teorema 2.1.4 (Weierstrass). . Sia X uno spazio di Banach riflessivo,
K C X un convesso chiuso e J : K — R un funzionale t.c.

i) Jéd.s.c.i..

In piu se K non é limitato:

i) per tutte le successioni (vn,) C K t.c. ||zyn] — 400, J(zn) — +00
(coercitivita).

Allora J ammette minimo su K, cioé

Jue K, Ju) = vlg}f{J(v) = {)rél[r(lJ(v)
Dimostrazione. Sia m = inf,cx J(v) e sia (u,) una successione mini-
mizzante. La successione (uy,), in virtu dell’ipotesi #i), & limitata. Se cosi
non fosse esisterebbe una sottosuccessione (uy,) di (un) @ ||un,| — +o0,
allora

m — J(up,) — +00,

e cio ¢ assurdo.

Siccome X e riflessivo, esiste una sottosuccessione (un, )r € u € K tale che
Up, — u. Essendo K un convesso chiuso, K ¢ debolmente chiuso e quindi
u € K. In conclusione

a<J(u) < lkim}_an(unk) = q,
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essendo J d.s.c.i.. Quindi @ = J(u) € R e J ammette come minimo u € K.
O
Applichiamo il teorema di Weierstrass al funzionale

/W /fv ve HY)Q), fel®a,  (2.4)

con N > 3. Dimostriamo che (2.4) & coercitivo e d.s.c.i.
; . . 2N _ 2N _ ox GO E
i) coercitivita: osserviamo che: (N+2> = x5 = 2%, e quindi:

N+2 1
2N 2N o 2% 1
Lol < (L) ™ ([ 1P) =181y ol < 5 161y ol
Q Q Q N+2 N+2 0

con S la costante di Sobolev.
Pertanto

1
— p—— .
/va_ 5 HfHﬁz)HvHH&
In conclusione

1, 1
J(v)ZiHvIIH& - gl!f!lj%llvllHé,

e quindi
lim J(v) = +o0.

[[o] =00

ii) d.s.ci.: sia (v,) C Hg una successione t.c. v, — v in Hi. Per
deﬁnizione di convergenza debole, e per il fatto che ¢ : H}(2) — R definita

da p(w) = [, fw & in H (), si ha che [, fv, — [, fo.
Permo

Jedsci<= (v, v :>/ Vo2 < liminf/ Vo) ).
Q n—teo Jo

og/ \V(vn—v)P:/ Vo2 — 2/wnw + /NUP
Q Q Q Q

e quindi
—/ |Vo|? + Q/anVv</ V%, (2.5)
Q Q Q

di conseguenza

n—-+00 n—-+o0o

—/ |Vol? + 211m1nf/anVv§liminf/ |V, |?
Q Q

essendo la (2.5) vera V n € N.
Per definizione di convergenza debole, essendo l’applicazione o HY Q) — R
definita da ¢(w) = [, VuVw un elemento di H~1(),

/anVU—>/ |Vvl|?
Q Q
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e quindi
2/VUV1} —/ |Vv|2§hminf/ (Vun)?,
Q Q n—+oo Jo
/|Vv|2§hminf/ |V,|?.
Q n—+o Jo

Pertanto, essendo verificate le ipotesi del teorema di Weierstrass, il fun-
zionale J(v) ammette minimo.

cloe

Mostriamo che tale minimo ¢ soluzione debole del problema (2.1).
Sia u = min,c g1 J(v), allora J(u) < J(v) Vv € H ().
Scegliamo v = u + tp, con t € R, e con p € HL ().
J(u) < J(u+ty) e quindi

5 [ vul = [ fuss [ WP - [ futre) -

1 t?
:2/|Vu2+t/VuV<p +2/|V<p\2—/fu—t/fgo.
Q Q Q Q Q

Abbiamo quindi

12
OSt/VUVgo + 2/|V<,0|2 - t/fgo VteR, Ve Hy Q). (2.6)
Q Q Q

Consideriamo t > 0, e dividiamo la (2.6) per ¢t. Passando al limite per
t — 0% si ottiene:

OS/QVquJ — /Qﬂp Vo € H(Q). (2.7)

D’altra parte, dividiamo la (2.6) per ¢t < 0. Passando al limite per t — 0~
si ottiene:

OZ/QVUVQO — /Qfgo Vo€ Hi(Q). (2.8)

Unendo la (2.7) e la (2.8) si ha che:

/VquZ/fcp V¢ € Hy(Q),
Q Q

e cioe, u ¢ soluzione debole del problema (2.1).
Inoltre tale soluzione ¢ unica. Infatti siano u e v due soluzioni di (2.3).
Allora

/QVqu:/wa e /QVva:/wa Y w e Hi (),
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sottraendo membro a membro le due equazioni si ha che:

/QV(U —v)Vw=0 VYwec H Q). (2.9)
Ponendo w = v — u nella (2.9) otteniamo

V2 — (a2 —
vt = o=z, =0

e cioe u = v. O
Ricordiamo che:
sT = max(s, 0),
s~ = max(—s,0),
+

s=s"— 57, |s|= s+ 5.

Teorema 2.1.5. Sia u € H}(Y) soluzione del problema (2.1). Se f > 0
allora uw > 0.

Dimostrazione. u ¢ soluzione di (2.1), quindi

/QVUVU:/QfU Y v e HY(Q).

Scegliamo come funzione test u~ (lo si puo fare per l'osservazione del Capi-
tolo 1 a pag 9). Si ha che:

/VuVu:/fu > 0.

Q Q

/VUVU_ :/V(u+—u_)Vu_:—/ |Vu~ |2
Q Q Q

—/ [Vu™|* >0,
Q

|Vu~|? = 0.

Ma
Pertanto

di conseguenza

uesto vuol dire che ||u™ = 0,ecioe u” = 0, e quindi u=u" > 0.
Hl
0

Si puo dimostrare, in modo analogo, che se f < 0 allora u < 0.
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2.2 Regolarita delle soluzioni deboli

Il problema che ci poniamo ora e il seguente: facendo variare la regolarita
della funzione f nel problema (2.1), quanto e in che modo questa influisce
sulla regolarita della soluzione u?

Iniziamo col definire alcune funzioni:

1 ses>0
sgn(s) = —1 ses<0

Gi(s) = (Is| — k)" sgn(s) k>0,

+ Gr(s)

Ti(s) = s — Gi(s) = min(k, max(s, —k)).

Gr(s) e Ti(s) sono due funzioni lipschitziane, che si annullano nell’ori-
gine. Se u € H}(Q), Gi(u), Ty(u) € HE(Q). Inoltre

VGi(u) = Vu - Gi.(u) q.o.
VTi(u) = Vu - Ti(u) q.o.

con o
, |1 sels| >k
Gils) = { 0 sels|<k
) o
y |1 sels| <k
Tils) = { 0 sels|>k
e quindi

VGk(U) =Vu X{|u\>k} q.0.
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VTi(w) = Vu X{jy|<ky q-0-

Osservazione. Gy (u) si annulla dove |u| < k, ovvero dove u & limitata.
Quindi dire che u e limitata vuol dire che 3 ko : Gy, (u) = 0.
Vale il seguente

Lemma 2.2.1 (Stampacchia). Sia ¢ : [0,+00) — [0,+00) non crescente.
Allora,

Vh>k>0 (h)< ﬁ1/1(),conﬂ>06a>1.

(h — k)
Ne segue che

Y(h)=0 Y h>d, con d° = ¢ 1/;(())@*1 25%51.

O
Teorema 2.2.2 (Stampacchia). Sia u soluzione del problema (2.1).
Se f € LP(Q), p> &, allora u € L®(Q). Inoltre HuHOO < C||f||p.
Dimostrazione. Per ipotesi u soddisfa:
/VUVU = / fv VYwveH Q). (2.10)
Q Q
Scegliamo v = G (u), k > 0, e definiamo
A ={z € Q: |u(z)| > k}.
Allora, essendo Gg(u(x)) =0 se x ¢ Ay, dalla (2.10) si ha che:
VuVGi(u) = fGr(u). (2.11)

Ay Ay

Osserviamo che fA VuVGi(u fA |Vul|?,
Ma su Ay, |Vul? = |[VGy(u )|2 e quindi otteniamo

/Ak Vu|? = /Ak VG (u)]?. (2.12)

Applichiamo la disuguaglianza di Sobolev al secondo membro della (2.12),
ed usando la (2.11):

([ 1wer)
< (/Q\flpf) </Q‘Gk(u)2*>21* P

2
oF

/ VO = [ fGut) < /A FlIGw)]| <
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con S la costante di Sobolev.

Nell'ultima disuguaglianza si e applicata la disuguaglianza di Holder con
esponenti p, ¢,2*, con q t.c. % = 1- 5 — —. Cio e p0881b11e se ¢ > 1, ma
questo e vero se p > %, vero per ipotesi essendo p > & > N+2 se N > 3.
Riassumendo:

2
*

</ |Gk (u \2*) < |Ifl (/ G(u ’2*> \Ak\%*% %

1
>F

e quindi dividendo per ([, |Gy (u)[*")?

otteniamo:

(stiamo supponendo che G (u) # 0)

s( /Q |Gk<u>|2*);* < I A

Scegliamo h € R, h > k, cosicché Aj, C A. Osserviamo che |G (s)| > h—k,
se |s| > k, e quindi

s(/. e

Di conseguenza

1

1,
pN'

l\J\»—\

1 1
5%

2*>2 > S </A Ih— k|2*> = S|h—k||Ap|2".

. w[1_1.1
1 2 AL [5-5+7]
Anl < (= el - 2.1
< (01,) 2 (213)
Ma
2% 1—1+i >1 <:>(1—}+l)>i—1—1<:> >ﬁ
2 p N 2 p N T a9, Py

Quindi nella (2.13) Pesponente di |Ag| magglore di 1. Posso applicare il
Lemma (22.1) con (k) = |4¢l, ¢ = (BIfI ) . B=2" a=2(h 1+

%) > 1.
Questo vuol dire che:

con

(-4 ) ko T _
<||f|| )|Q 2t N)TR T AT — O, p, D11,

Sappiamo che ¢(d) = |[{x € Q: |u| > d}|, e quindi |u| < d q.0. ovvero

u € L™ e inoltre HuHOO < C(N,p, Q)Hpr
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Il teorema & ottimale nel senso che 3 f € LP(Q2), p < % la cui corrispon-
dente soluzione del problema (2.1) non ¢ limitata.
Per esempio

||

—Au=-; inQ (2.14)
u=20 su 0N ’

con Q = B(0,1) ¢ RY. La funzione ﬁ € LP(B(0,1

, )perp<%,mala
soluzione del problema ¢ u = —C In(|z|) che su B(0,

)
1) non ¢ limitata.
Teorema 2.2.3. Sia u soluzione del problema (2.1).

Se f € LP(Q) con NN <p<%, allorauwe L™(Q) conm = N]Xgp. Inoltre,
lull,,, = CIfI-

Dimostrazione. Sia a >0 e v = |[T)(u)[**Tk(u). Allora

v € HY(Q) e Vv = Vu(2a + 1)|Th(u)|**Ty (u).

Essendo u soluzione, si ha che:

/vuvw = / fw Ywe H Q). (2.15)
Q Q

Sostituiamo nella (2.15) w = v. Otteniamo

(2a+1) /Q VuV Ty (u)|Th(uw)|** = /Qf]Tk(u)2o‘Tk(u).
Ma
[ vevn@inp = [ [wuPri@Pe = [ VTP
Q {|u|<k} Q
e quindi, per la disuguaglianza di Holder,

ot ) [ WT@PIP < [ 17100 <

<17l ( PRl )

LIVT@ImrE = s [ 19T

si ha, utilizzando la disuguaglianza di Sobolev, che:

=

Siccome

1
o

22‘1_11 (/ ‘T a+1)2*>2 < Hf” </ ’T 2a+1 >p (2.16)

Osservazione.
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) g=1-F>1-tep< i

i) (a+1)2° = 20+ 1)p <= a = 20

o 2 2N N.
Qulnd1a20<:>7<p'§2*<:>m§p<7,

2% _pf . . 2%y N
iii) o =55 quindi 2*(a+1) = 37 5 = 75 =m.
i 1 2 _ 1 _q91_2_ 1 _ N=2p

Il reciproco T Ty = 1-5-1+ 7= N

Dalle osservazioni precedenti discende che possiamo dividere entrambi i

i
membri della (2.16) per (fQ \Tk(u)|(2a+1)p/> " e ottenere

Ny ey _ Hpr(OéJrl)Q
(/ﬂTk(un ) L

||f||p(a +1)?
Ti(u)ll < et 1)S

Facciamo tendere k — +o00o e otteniamo (per il Teorema di Beppo-Levi)

e quindi

V k e N.

et
HuHm = "2a+ 1S ( 7P)Hpr-
O
Osservazione.  Trovare una stima su 7} (u) in L' & molto facile, infatti
| Tk (w) I, < k|2, ma nella dimostrazione del Teorema 2.2.3 la stima su T} (u)
in L™ & uniforme in k il che permette di passare al limite.
Per maggiori dettagli cf. [14].
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IL CASO DEI DATI IN L!

Ricordiamo che se A : © — RM*N & una matrice simmetrica di
funzioni tale che

(1) alg]* < A(x)€- €< BIEP,

per quasi ogni z in €, per ogni ¢ in RV, con 0 < o < 3, allora per ogni
2N
f in LN+2(Q) esiste un’unica soluzione al problema di Dirichlet

(2)

—div(A(z) Vu) = f in Q,
uw=0 su 0.

Ovvero, esiste un’unica u in Hj(Q) tale che

(3) /QA(x)Vu-Vv:/va, Yo € Hy(Q),

e tale u e 'unico punto di minimo del funzionale

I(u):%/QA(;E)Vu-Vu—/qu, u € Hy(Q).

Se N > 3, allora ]3—52 > 1; in altre parole, se f ¢ solo in L'(Q) non
si possono applicare all’equazione (2) i teoremi di esistenza appena
ricordati. D’altra parte, se f e solo sommabile il funzionale I non &
definito su tutto H{(2) (dato che esistono funzioni v in HJ(f2) tali che
f v non sia sommabile) e — soprattutto — ¢ illimitato inferiormente e
quindi non ammette minimo.

Per affrontare il problema dell’esistenza delle soluzioni per (2) nel
caso in cui f sia solo L'(Q) ¢ allora necessario ricorrere a tecniche

alternative. Iniziamo con un risultato di stime a priori.

TEOREMA 1. Sia f in L>(Q) e sia u la soluzione di (2). Fissato 1 <

q < %, esiste una costante C; (dipendente solo da q, N, a ed Q) tale
che

Dimostrazione. Fissato k > 0, scegliamo Ty (u) come funzione test in
(3). Ricordando che VT (u) = Vu dove |u| < k (e zero altrimenti),
otteniamo

/{Mgk} A(m)vwvu:/QA(x) Vu-VTk(u):/Qka(u)'

1
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Usando Dellitticita (1), e ricordando il legame tra il gradiente di u e la
sua troncata, otteniamo

© o [ VRwE=o /{ Vil < [ 71T < RISl

lul<k}

Ricordando la disuguaglianza di Sobolev, abbiamo allora

o8 ([ mwr)” <a [ 19RWPE <7l

Osservando che |Ti(u)| = k dove |u| > k, si ottiene

2

Da quest’ultima disuguaglianza si ottiene, ricordando che 2* = 22,
11 ) ¥
: LY(Q) 1
6 mis({|u| > k}) <
© <{|r_}>_< v ) =

Sia ora A > 0. Allora, per ogni k > 0,

|Vu| > A |Vu| > A
A= U
{IVul > A} {|u|<k >k [
so that

- (7)) (22

Osserviamo che

: |Vu| > A 1 / , 1 / i
< — < T
e <{ lu| <k )2 {\vm»} [Vul” < 22/ VT (u)|*,

|ul<k

lul <k - A2

Inoltre, per la (6),

N
. V| > A ' A\ 1
< > < .
mis ({ | > k < mis ({|u] > k}) < e .

da cui segue che




Pertanto

ENfI Ao N2 g
mis({|Vu| > \}) < ““)+< “‘”)

a\? alS ks

e questa disuguaglianza ¢ vera per ogni k£ > (0. Minimizzando su k, si
ottiene

mis({|Vu| > A}) < C(N, S, ) (”JCH%) o

Ricordiamo ora che

+oo
/ |Vul? :/ qt?  mis({|Vu| > t})dt
Q 0

Pertanto, per ogni A > 0,

A +00
/Q Tl < / 01" mis(Q) di + / O(N. S, a,q) 1757 |7y .

da cui si ottiene

/ Vul? < C(9,q9) AT+ C(N, S, a, q) AT~ N HfHL1 @

Scegliendo A = HfHLl(Q si ottiene
q <
[ 1w < e,
come volevasi dimostrare. O

OSSERVAZIONE 2. Dal momento che I'equazione ¢ lineare, se u e v sono
soluzioni di (2) con dati f e g rispettivamente, si ha

||u - UHWOl’q(Q) S Cq ||f - ‘g”Ll(Q)

La precedente osservazione permette di dimostrare un teorema di
esistenza di soluzioni per (2) se il dato ¢ in L'(Q).

TEOREMA 3. Sia f in L'(Q). Allora esiste almeno una soluzjone di (2)
con dato f, nel senso che esiste u in W, 9(Q), per ogni q < tale
che

Nl’

/A(x)Vu-Vgaz/fgo, Y € C3() .
Q Q
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Dimostrazione. Data f in LY(Q), sia f,, = T,,(f). Chiaramente, ognuna
delle f,, & in L°°(Q); inoltre, f, converge a f in L'(Q) per il teorema
di Lebesgue.

Dato che le f, sono in L>®(2), esiste ed ¢ unica la soluzione wu,
(in H3(€)) di (2) con dato f,. Per il Teorema 1 si ha allora, fissato

N
q < N1’

HunHWOLLI(Q) S Cq HfTLHLl(Q) )

. ’ . N T . . 1 .
cosicché la successione {u,} € limitata in W?(Q). Grazie all’Osserva-
zione 2, si ha

[[wn — umHWOl,q(Q) < Cyllfa— meLl(Q) )

e quindi la successione {u,} & di Cauchy in W,(Q2), che & completo.
Detto w« il limite delle u,,, le convergenze di u,, e di f, sono sufficienti
per passare al limite nella (3), a patto di scegliervi funzioni test non in
H{(Q) (si osservi che 12~ < 2 dato che N > 3) ma in C§(9). O

Una volta dimostrata 1’esistenza di una soluzione, rimane pero aperto
il problema dell’unicita di tale soluzione. Non e infatti pi possibile
scegliere come funzione test la soluzione stessa (non avendo la regolarita
sufficiente) e quindi non si puo concludere che una soluzione nel senso
delle distribuzioni con dato f = 0 sia obbligatoriamente la funzione
nulla.

Un primo risultato (positivo) verso I'unicita della soluzione ¢ dato
dal seguente risultato.

TEOREMA 4. Date f, e g, due successioni di funzioni in L*>()) con-
vergenti ad f in L'(2), e dette u,, e v, le soluzioni di (2) con dati f, e
gn rispettivamente, allora u, e v, convergono alla stessa funzione u.

Dimostrazione. E ancora una conseguenza del Teorema 1 e della li-
nearita dell’equazione. Dal momento che u,, — v, risolve (2) con dato
fn — gn, si ha

||Un - UnHWOl’q(Q) S Oq ||f'rl - gnHLl(Q) )

e quindi u,, — v, tende a zero. ]
In altre parole, la soluzione di (2) data dal Teorema 3 non dipende
dalla successione scelta per approssimare f (a patto che si scelga una
successione “ragionevole”, fatta cioe di funzioni limitate).
Il precedente risultato non afferma pero che la soluzione nel senso
delle distribuzioni e unica. D’altra parte, di tali soluzioni ce ne possono
essere infinite, come affermato dal seguente risultato.
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TEOREMA 5 (Serrin, 1965). Sia A®(z) la matrice le cui componenti
sono date da

a;(x) = 0ij + (ac — 1)

ij

Se a. = N—_lg), allora la funzione

s(N—2+
€ _ 1-N+e
w(x) = x1 || ;
e soluzione nel senso delle distribuzioni di

—div(A*Vuw®) =0, inRY.

Sia ora 0 = B;(0), la sfera unitaria di RY. Sulla frontiera di Q la
funzione u®(x) vale 21 ed & quindi regolare. Calcolando div(A®(z) V)
si ottiene una funzione appartenente ad L¥+2 () (anche pit sommabile,
invero) e dunque esiste ed & unica la soluzione v° in HJ (£2) del problema

—div(A®(z) Vo) = —=div(A®(x) V1), in Q,

con condizioni nulle al bordo. La funzione z¢ = v¢ — z; ¢ allora 'unica
soluzione in H'() del problema

—div(A*(z) Vzf) =0 in Q,
2 =m su 0f).

Definendo allora u® = w® — 2°, abbiamo una soluzione (nel senso delle
distribuzioni) di

—div(A®(z) Vu®) =0 in Q,
u® =0 su 0f2.

Tale soluzione non e identicamente nulla dal momento che w® non
appartiene ad H'(2), ma solo allo spazio (pitt grande) W,**(€2), con
q<q = N—Luav ed e dunque diversa da z°.

Avendo trovato una soluzione non nulla del problema omogeneo, &

allora chiaro che I'equazione

—div(A®(z) Vu) = f in ),
u=">0 su 010,

con f in L'(Q) ha infinite soluzioni nel senso delle distribuzioni, della
forma u = u + tu® (t € R), essendo @ l'unica soluzione del problema
trovata per approssimazione.

Ci chiediamo a questo punto se sia possibile “aggiungere” alla defini-
zione di soluzione nel senso delle distribuzioni delle proprieta ulteriori
in grado di garantire l'unicita. Una prima possibilita “ragionevole” e



6

quella di richiedere che la soluzione appartenga a tutti gli spazi di So-
bolev Wy %(Q) con ¢ < +2. Si noti infatti che la soluzione data dal
controesempio di Serrin & solo in alcuni spazi VVO1 9(Q) con g < %,
ma non in tutti (proprieta di cui gode invece la soluzione ottenuta per
approssimazione).

Sfortunatamente, ¢ possibile modificare (in dimensione maggiore di 2)
il controesempio di Serrin in modo da ottenere una soluzione non nul-
la del problema omogeneo, appartenente a tutti gli spazi di Sobolev
Wy 9(€) con ¢ < 2.

Una seconda possibilita consiste nell’aggiungere al concetto di solu-
zione nel senso delle distribuzioni la proprieta di avere tutte le troncate
in H}(Q) (proprieta di cui gode la soluzione ottenuta per approssima-
zione, si veda (5)). In questa maniera si “elimina” il controesempio di
Serrin (dato che le troncate di u® non sono in H'(Q)) e la sua “modi-
ficazione”. Anche in questo caso, pero, non si e in grado di dimostrare
I'unicita di una tale soluzione.

Si deve, percio, scegliere un’altra via: e questa l'idea di Stampacchia
nel 1965.

Ricordiamo (si veda il Teorema 2.2.2) che se f appartiene ad LP(£)
con p > I, allora 'unica soluzione u in Hg(2) del problema (2)
appartiene ad L>*(Q2) e si ha

con C' dipendente solo da €2, N e p.

Supponiamo ora di avere due dati regolari f e g, con le corrispondenti
soluzioni u e v di (2). Dal momento che u e v sono in Hj(£2), & possibile
scegliere una come funzione test nella formulazione di soluzione debole
dell’altra, e viceversa. Dal momento che la matrice A & simmetrica, si

ha
/ng:/ﬂA(x)Vv-Vu:/QA(x)Vu-Vv:/Qfv.

In altre parole, detta R(g) la soluzione v di (2) con dato g regolare, si
ha (se u risolve (2) con dato f regolare

/ng=/ﬂfR(9)-

L’idea di Stampacchia consiste nell’osservare che quest’ultima formula
ha senso anche se u ed f sono in L'(Q), a patto che g ed R(g) siano
funzioni di L*>°(Q2). Questo fatto — ed il fatto che l'identita valga nel
caso in cui i dati (e dunque le soluzioni) siano regolari — & il motivo
della seguente definizione di soluzione.
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DEFINIZIONE 6. Data f in L'(Q), una funzione w in L'(Q) si dice
soluzione per dualita di (2) (con dato f), se

/Q ug = /Q fR(g), Vge L*() tali che R(g) € L>(2).

Ricordando la (7), ¢ evidente che la definizione di soluzione per dua-
litd si puo cosi riformulare: una funzione u in L'(Q) si dice soluzione
per dualita di (2) (con dato f in L(Q)) se

/ngz/QfR@), Vg e L¥(Q),

dato che R(g) & automaticamente in L*>°(Q2) se g ¢ in L*>°(Q2). Dopo
aver dato la definizione di soluzione, Stampacchia dimostra il seguente
risultato.

TEOREMA 7. Sia f in L'(Q). Allora esiste un’unica soluzione u per

dualita di (2). Inoltre, u appartiene a L™ () per ogni r < 3.

Dimostrazione. Sia p > ¥, e sia g in LP(Q). Allora R(g) & in L>(Q)

per la (7), cosicché ¢ ben definito 'operatore T' da LP(2) in R dato da

T(g)z/QfR(g)-

Tale operatore ¢ evidentemente lineare (essendo I’equazione lineare) ed
inoltre, sempre per la (7),

< .
T(g)] < / 1RGN < 11 gy 1RO e gy < C Ny 190

In altre parole, T' & un operatore lineare e continuo da LP(£2) in R, ovve-
ro un elemento del duale di LP(Q2). Per il teorema di rappresentazione
di Riesz esiste allora un’unica funzione u in L” (2) tale che

T(g):/gug, Vg € LP(Q).

Ricordando la definizione di T" ed il fatto che L*(2) C LP(f2), ottenia-
mo allora

/ng:/QfR@), Vg e L¥(Q),

cosicché u e soluzione per dualita di (2). Essendo p > %, sihap' < 7,
come volevasi dimostrare. ]
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OSSERVAZIONE 8. A voler essere precisi, il teorema precedente fornisce
un’unica soluzione per dualita u in L () di (2) per ogni p fissato e
maggiore di % In altre parole, dalla dimostrazione precedente discende
'esistenza di una soluzione w,, per dualita, soluzione a priori dipendente
da p. Dal momento, pero, che si ha

/uplg—/umg, Vg € L=(2),
Q Q

e per ogni pi, po maggiori di %, si vede subito che u,, = u,, quasi
ovunque. In definitiva, la soluzione per dualita non dipende dalla scelta

di p.
E le derivate? Dalla definizione di soluzione per dualita non si ri-

cavano informazioni sulle derivate della u: una soluzione per dualita e
infatti “solo” una funzione di L!(Q). Vale pero il seguente teorema.

TEOREMA 9. Sia f in L'(Q2). Allora la soluzione u per dualita di (2)
con dato f e una soluzione per approssimazione, e quindi appartiene a
Wy () per ogni g < 2.

Dimostrazione. Sia { f,,} una successione di funzioni in L*>(2) conver-
gente ad f in L'(Q). Per il Teorema 3, le soluzioni u,, di (2) con dati f,
convergono in Wy (Q) (con ¢ < ) alla soluzione u per approssima-
zione di (2) con dato f. Dal momento che la convergenza in W, %(Q)
implica la convergenza in L*(£2), ¢ possibile passare al limite su n nelle
identita (valide per l'essere w,, soluzioni con dati regolari)

/Qungz/ﬂfm@, Vg e L¥(Q),

ottenendo che u e soluzione per dualita. 0

OSSERVAZIONE 10. L’essere la soluzione per dualita una soluzione otte-
nuta per approssimazione implica — con una dimostrazione alternativa
a quella del Teorema 4 — 'unicita di quest’ultima.

Il concetto di soluzione per dualita puo essere esteso a dati meno
“regolari” delle funzioni L'((2).

DEFINIZIONE 11. Sia p una misura a variazione limitata su 2. Una
funzione u in L'(Q) si dice soluzione per dualita di (2) con dato u se

/Q ug = /Q R(g)du, Vg€ L*®(Q) tali che R(g) € C°(Q).
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Si puo dimostrare, sotto opportune ipotesi di regolarita sulla fron-
tiera di €, che la soluzione di (2) ¢ continua se il dato g ¢ in L*>(12),
cosicché anche la richiesta “R(g) in C°(£2)” pud essere eliminata nella
definizione di soluzione per dualita con dato misura. Con lo stesso me-
todo usato per i dati in L'(§2) si riesce a dimostrare che esiste un’unica
soluzione per dualita di (2) per ogni p misura a variazione limitata.

DEFINIZIONE 12. Sia y in €. Definiamo G, (x) la soluzione per dualita
di (2) con dato g = §,, la delta di Dirac concentrata in y. G si dice
“funzione di Green”.

Per definizione di soluzione per dualita si ha, ovviamente

/Q G, () gla) = / Rlg)() ds,(x) = R(g)(y), Vg€ L™

Leggendo quest’ultima formula “al contrario” otteniamo una formula
di rappresentazione per le soluzioni di (2) con dati regolari: se g ¢ in
L>=(£2), l'unica soluzione v = R(g) in H}(Q) di (2) & data da

v(y) :/Q Gy(z)g(z)dx, Yye.

Si puo dimostrare che G, (z) = G,(y) (per ogni = # y) e che, per ogni
compatto K in 2, esistono due costanti Ay e By, tali che
Ay,

By,
|$_y|N72<Gy($)<— Ve,ye K, z#y.

B Tz -y N2
In altre parole, la funzione G ha lo stesso comportamento della so-
luzione fondamentale del laplaciano (fatto questo che non dovrebbe

stupire. . .).



UN’EQUAZIONE NON LINEARE
Supponiamo ora di avere una funzione a : R — R continua e tale che
(1) a<a(s)<B, VseR,

con 0 < a < f3 costanti reali. Ci chiediamo se, data f in L?((Q), esista
una soluzione debole dell’equazione

{—div(a(u) Vu)=f inQ,

2
2) u="0 su 012,

ovvero una funzione u di H}(f2) tale che

/a(u)Vu~Vv:/fv, Vv € Hy(S2).
Q Q

Si noti che, essendo a(u) in L>(2) per ogni w misurabile, I'integrale a
primo membro e ben definito.

Una prima risposta, positiva, segue da un semplice cambio di varia-
bile: detta

e posta v = A(u), allora Vv = A’(u) Vu = a(u) Vu, cosicché u risolve
(2) se e solo se v risolve in Hj(Q) l'equazione —Av = f. Siccome
quest’ultima equazione ha una ed una sola soluzione, ed A & invertibile
(essendo iniettiva), u = A~1(R(f)) risolve (2).

Sfortunatamente, il “trucco” del cambio di variabile non e piu appli-
cabile nel caso in cui la funzione a dipenda anche da z, il che vuol dire
che nel caso generale ¢ necessario seguire un’altra strada.

UNA STRADA SBAGLIATA

Un primo tentativo possibile consiste, per analogia con il caso del-
I’operatore lineare, nel considerare il funzionale
1
s =5 [ aw vl = [ fu. weHi@).
Q Q

e vedere se ad esso si puo applicare il teorema di Weierstrass. Essendo
a(s) > a > 0 si vede facilmente che se Hu||H1(Q) diverge, allora J(u)
0

diverge. D’altra parte, se u, converge debolmente ad u in H}(Q2), ¢
facile dimostrare la debole semicontinuita inferiore di J passando al
limite nell’identita

0< / a(uy,) | Vu,|? —|—/ a(uy,) |Vul? — 2/ a(un) Vuy, - Vu,
Q Q 0
1
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ed usando la continuita (per il teorema di Rellich-Kondrachov) del
termine [ fu.

Dal teorema di Weierstrass segue allora 'esistenza del minimo u di
J su H§(Q):

J(u) < J(v), Yve Hy(Q).

Fin qui tutto bene; quale equazione possiamo pero scrivere (in forma
debole) per u? Partendo dalla disuguaglianza J(u) < J(u + tv) si
arriva, dopo alcuni passaggi, a

0< % /Q [a(u + tv) — a(u)] |[Vul?

2
—l—t/a(u+tv)Vu~Vv—|—t—/a(u—l—tv)\VvF—t/fv.
Q 2 Ja 0

Dividendo per t > 0 e passando al limite per t tendente a zero, si
troverebbe (se ogni passaggio fosse lecito)

OS%/Qa'(u)]Vu]ZU—l—/Qa(u)Vu~VU—/Qfv,

e la disuguaglianza opposta dividendo per ¢ < 0. Dunque, u in H}(Q)
sarebbe tale che

/Qa(u)Vu-ijL%/Qa’(u)\Vqu:/Qf’U, Yo € Hy(9).

Il problema, nell’identita appena scritta, e duplice. Innanzitutto la
funzione a & solo continua, per cui a/(s) non esiste. Poco male, ag-
giungiamo l'ipotesi che a sia derivabile con derivata continua (si noti,
pero, che tale ipotesi ¢ superflua per ottenere I'esistenza del minimo).
Successivamente, ed anche se a ¢ derivabile, il termine

/Q o/ (u) [Vl v

non ¢ detto sia definito per ogni v in H}(2): gia il termine |Vul? da
solo ¢ solamente in L'(£2). 11 che vuol dire che dobbiamo “restringere”
la classe delle funzioni test, passando da HJ(Q2) a H}(Q) N L>®(Q); e
non basta: dobbiamo aggiungere anche 'ipotesi a’(s) limitata (il fatto
che a sia limitata non implica che lo sia la sua derivata. . .).

Fatte tutte queste ipotesi, ogni minimo u di J & tale che

1
/ () V- Vot / o/ (w) [Vul?v = / fo, Yoe H(QNL®(Q),
Q Q Q
ed e quindi soluzione debole dell’equazione

—div(a(u) Vu) + 3 d'(v) [Vul> = f in Q,
u=2>0 su 051,
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la quale si guarda pero bene dall’essere (2): abbiamo sbagliato strada,
sostanzialmente perché la derivata del prodotto non e il prodotto delle
derivate!

OSSERVAZIONE 1. Non trovate strano il fatto che il minimo u sia in
H;(Q2) nonostante il termine a'(u) |[Vu|? sia solo in L'(Q)? Non c’¢
contraddizione con quello che abbiamo visto studiando il problema con
dati L'(Q)?

LLA STRADA GIUSTA

Fissiamo v in L?(2). Allora, essendo a(v) una funzione limitata e
strettamente positiva, la matrice A(z) = a(v(z))I & uniformemente
ellittica e simmetrica ed esiste quindi unica la soluzione u in HJ(£2) del
problema

(3)

—div(a(v) Vu) = f in Q,
u=20 su 0.

In altre parole, & ben definita 'applicazione S : L*(Q2) — H} () data
da S(v) = u. Inoltre, dato che H}() si immerge in L*(2), S pud
essere vista come un’applicazione da L*({2) in sé. E a questo punto
chiaro che una soluzione di (2) & un punto fisso per S. Proviamo ad
applicare il teorema delle contrazioni?

Siano v e w in L*(Q), e siano u = S(v) e z = S(w). Scegliendo u — z
come funzione test nelle formulazioni deboli per u e z e sottraendo, si
ottiene

/Qa(v)Vu-V(u—z)—/a(w)Vz-V(u—z):O,

Q
da cui

/Q a()V(u—2)-V(u—=z)= / [a(v) —a(w)] Vz - V(u— 2)

Q

Ricordando l'ellitticita di a, ed applicando la disuguaglianza di Holder,
si ha

allw =23, o < 0(0) = (@)l g 12l gy 0 1= 2l 4y

Ricordando che ||z, @ < R, si ottiene allora
0

)
Usando la disuguaglianza di Poincaré si ottiene allora

15 (v) = S(w) < Blla(v) = a(w)]]

||L2(Q) = ||u - ZHLQ(Q) Loo(Q) :
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Possiamo andare avanti da qui senza ulteriori ipotesi? A destra avrem-
mo bisogno di controllare a(v) — a(w) con v — w e senza supporre che
a sia lipschitziana non ci riusciamo. Poco male, aggiungiamo l'ipotesi
di lipschitzianita su a. Otteniamo allora

15(v) = S(w) < BLlv—w]

||L2(Q) LOO(Q) :

Siamo contenti? Di nuovo, no: non c¢’¢ modo di controllare la norma
di v —w in L*®(Q) con la norma di v — w in L*(Q) (vale infatti la
disuguaglianza opposta). Si pud sostituire la norma in L?() a sinistra
con la norma in L>*(€Q2)? La dimostrazione del teorema di Stampacchia
funziona? Innanzitutto dobbiamo prendere f piu regolare di L(§2) per
avere S(v) in L>®(2) (serve f in LP(2), con p > &). Poi, scegliendo
G (u—z) come funzione test nelle due equazioni e sottraendo si ottiene

/ a(v)V(u—2) - VGi(u—2) = / la(v) — a(w)] Vz - VGr(u — 2).
Q Q

Usando l'ellitticita da una parte e la disuguaglianza di Holder dall’altra,
si arriva a

o Avak(u—z>|2 < ( [Jatv) —a(w)|2|vz|2)é </AVG,€(U—Z)|2); |

dove Ay = {Ju — z| > k}. Semplificando ed elevando al quadrato, si
ottiene

[ G- < [ ate) - aw)P Vs
Q Ag
Sfortunatamente a destra c¢’e¢ una funzione che, anche supponendo a
lipschitziana, ¢ solo in L'(€2); in altre parole, non possiamo applicare
la disuguaglianza di Holder una seconda volta per ottenere una potenza
della misura di A (che era la chiave per far funzionare il metodo di
Stampacchia e la stima in L>(£2)).
In sostanza, il metodo delle contrazioni non funziona: non c¢’e modo
di stimare una norma delle soluzioni con la stessa norma dei “dati”.
Fortunatamente, il teorema delle contrazioni non ¢ I'unico teorema
di punto fisso esistente. . .

TEOREMA 2 (Schauder). Sia K un convesso chiuso e limitato di uno
spazio di Banach e sia S : K — K un’applicazione continua tale che
S(K) sia compatto. Allora esiste almeno un punto fisso di S.

Per applicare il teorema di Schauder nel nostro caso, osserviamo
innanzitutto che esiste R > 0 tale che ||S(v)||L2(Q) < R per ogni
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v in L*(Q). Scegliendo infatti u = S(v) come funzione test nella
formulazione debole di (3), ed usando l'ellitticita, si ha

@) a / Vul? < / o(v) [Vl / P < 1 oy 1l 2 -

Ricordando la disuguaglianza di Poincaré, si ottiene
2
P, g < C a0y Nl

e quindi la tesi con R = C'|| f|| In questa maniera, la sfera di L*()

L2 Q)
raggio R € un convesso chiuso e( fimitato invariante per S. Mostriamo
ora che S ¢ continua. Sia {v,} una successione convergente a v in
L?(2), e siano u,, = S(v,) le corrispondenti soluzioni di (3). Dalla (4)
si ottiene, ricordando che la norma di u, in L*(2) ¢ minore di R,

a | [Vul> SR|fll 2 -
/Q 12(2)

da cui segue la limitatezza di u, in H}(Q). Possiamo dunque estrarre
sottosuccessioni da v,, ed u, in modo tale che v, converga a v quasi
ovunque e che u,, converga ad u debolmente in H} () e fortemente in
L?(2). A questo punto ¢ possibile passare al limite su n nelle identita

/a(vn)Vun-Vz:/fz, Vz € HY (),
Q Q

per dimostrare che u ¢ soluzione di (3) con a(v), ovvero che u = S(v)
(per 'unicita della soluzione di (3)). Dal momento che il limite u non
dipende dalle sottosuccessioni estratte, tutta la successione u,, = S(v,)
converge ad u = S(v), e quindi S & continua.

Rimane da dimostrare la compattezza di S(K). Abbiamo pero appe-
na dimostrato che S(K) ¢ limitato in HJ(2): per il teorema di Rellich-
Kondrachov, S(K) ¢ precompatto in L?(£2), come volevasi dimostrare.

In definitiva, applicando il teorema di Schauder all’operatore S, si
dimostra che esiste almeno una soluzione di (2).



