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Interessi scientifici

1) Equazioni ellittiche con dati misura.

Si consideri il problema (modello)
—div(A(x) [VuP~2Vu) = in Q, P)
u=0 su 09,

con p > 1, A matrice di funzioni limitate uniformemente ellittica e y una misura
a variazione limitata su €2, aperto limitato di R". La principale difficolta nello
studio di questi problemi consiste nel fatto che le soluzioni non appartengono
in generale allo spazio “naturale” per l’equazione, cioe lo spazio di Sobolev
VVO1 "P(Q), ma ad uno spazio pill grande. Inoltre, a causa della mancanza di
regolarita, la soluzione nel senso delle distribuzioni puo anche non essere unica;
& necessario allora aggiungere condizioni sulla soluzione per ottenerne I’unicita.

Nel caso p = 2 (equazione lineare) ed A simmetrica, sono stati ottenuti risul-
tati di esistenza per il problema agli autovalori relativo a (P), prendendo p
una funzione in L!(Q); si sono anche considerati diversi problemi semilineari
associati a (P) (si veda [3]).

Sempre nel caso p = 2, si e studiato il problema dell’esistenza di soluzioni
per i cosiddetti problemi di Dirichlet rilassati, nei quali il problema (P) viene
perturbato nella maniera seguente:

—div(A(x) Vu) +yu=p in Q,
u=0 su 09,

con v una misura positiva di Borel, nulla sugli insiemi di capacita nulla, che puo
assumere valore +oo su insiemi “grandi”. Il problema maggiore consiste nel dare
una “buona” definizione di soluzione, della quale si dimostra poi 'esistenza e
Punicita (si veda [7])

Nel caso generale, non lineare, ci si e interessati all’unicita della soluzione di
(P); introducendo una nuova definizione di soluzione, la cosiddetta soluzione di
entropia, si € poi dimostrata 'unicita di una tale soluzione se la misura p € una
misura “assolutamente continua” rispetto alla p-capacita (che & una funzione di
insieme definita a partire dalle funzioni dello spazio di Sobolev W, (). Si
e anche dimostrato che tali misure si possono decomporre nella somma di una
funzione di L'(Q) e di un elemento di W~1#'(2), spazio duale di W,?(Q) (si
veda [10]).

Sfruttando questa decomposizione, si € poi introdotta una nuova definizione
di soluzione, valida per una misura qualsiasi: la soluzione rinormalizzata. Si e
dimostrata ’esistenza di una tale soluzione e alcune sue proprieta: ad esempio, la
stabilita rispetto alla convergenza dei dati nella topologia “stretta” delle misure
(si vedano [24] e [17]).



Utilizzando ancora il risultato di decomposizione di misure di [10], sono state
date delle condizioni necessarie e sufficienti sulla misura p per avere ’esistenza
di una soluzione del problema (modello),

—div(A(z) [Vu[P~2 Vu) + g(u) [VulP = p in €,
u=20 su 01,

in particolare dimostrando che tale equazione ha una soluzione in T/VO1 P(Q) se
e solo se la misura p ¢ “assolutamente continua” rispetto alla p-capacita. Si
¢ anche dimostrato, usando tecniche simili a quelle utilizzate in [24], che se
{fn} & una successione di funzioni limitate che converge ad una misura che
¢ concentrata su un insieme di p-capacita zero (ovvero, il caso in cui non c'¢
esistenza di soluzioni per il problema dato), allora le soluzioni u,, dei problemi

—div(A(z) [Vun P2 Vu,) + up [Vup [P = f, in Q,
Uy, =0 su 012,

convergono a zero quando n tende a infinito (si veda [22]); lo stesso fenomeno
accade nel caso in cui f,, converga a zero in Li (2\ K), con K un sottoinsieme
di p-capacita nulla in Q, senza ipotesi di limitatezza in L'(§) sulla successione
fn (si veda [30]).

Infine, lo stesso risultato di convergenza a zero di successioni u,, di soluzioni
con dati f,, che convergono a misure concentrate su insiemi di r-capacita zero ¢

stato ottenuto (si vedano [23] e [33]) sia per I'equazione

—div(A(z) [Vun P72 Vu,) + |un|9" u, = fr in Q,
Uy =0 su 01,

sotto U'ipotesi che 2 < r < N e g > r(p—1)/(r—p), sia per il problema bilaterale
/ A(2) [Vun P72 Vu, - V(v — uy) dz > / fn (v —wuy,)dx,
Q Q

con u, e vin K = {we WyP(Q) : Jw| <1}, nel caso r = 2.

Ci si & poi interessati alla G-convergenza di operatori e correttori con dati L'
(si veda [13]), alla possibilita di ottenere le soluzioni di entropia del problema
(P) come limite delle soluzioni di opportuni problemi ad ostacolo (si veda [15]),
nonché alla dimostrazione di una versione L' del classico lemma di Minty, che
in questo quadro & molto utile per dimostrare ’esistenza di una soluzione di
entropia senza ricorrere ad un risultato tecnico di convergenza quasi ovunque
dei gradienti (si veda [26]).

Se 1 = f & una funzione “regolare” (ad esempio limitata), la soluzione del
problema (P) pud essere vista come minimo per il funzionale

u:1 z)|VulP doe — u U Lp
J(w) p/QA()IVId /Qf, e WP Q).



Se p € una misura, il funzionale non & piu ben definito su WO1 P(Q); inoltre, a
motivo della mancanza di regolarita delle soluzioni di (P), anche estendendo
in maniera opportuna il funzionale in modo che risulti essere ben definito, J
risulta essere non limitato inferiormente. Si sono allora studiati i legami che
intercorrono tra i cosiddetti “minimi deboli” per funzionali integrali e le soluzioni
nel senso delle distribuzioni del problema (P), dimostrando che la nozione di
“minimo debole” ¢ la “buona” nozione quando si ha a che fare con dati musura
(si veda [9]).

2) Equazioni paraboliche con dati misura.

Si consideri il problema (modello)

v —div(A(z,t) [VulP~2 Vu) = p in Q x (0,7),
u=0 su 002 x (0,7), (PP)
u(z,0) =0 in Q,

con p > 1, A matrice di funzioni limitate uniformemente ellittica e 4 una misura
a variazione limitata su Q x (0,7, con Q aperto limitato di R e T' > 0.

Si & studiata esistenza di soluzioni per il problema (PP) e la dipendenza
della regolarita delle soluzioni dalla regolarita del dato (considerato come una
funzione in L™(Q x (0,T)), con m > 1) (si veda [2]). Si & considerato sia il
caso quasi-lineare (si veda [14]) che il caso non lineare (si veda [16]), dando
in entrambi i casi dei risultati di sommabilita spazio-temporale della soluzione.
Si e inoltre studiata, nel caso in cui il dato p sia una funzione tale che la
soluzione appartiene allo spazio dell’energia LP(0, T VVO1 P(Q)), la regolarita di
tale soluzione in funzione della sommabilita (nel senso di Lebesgue) di i (si veda
[19)).

Si e anche considerata una perturbazione di ordine inferiore dell’equazione
(PP),

v — div(A(z, t) [VulP~2 Vu) + w|VulP = £ in Q x (0,T),
w=0 su 09 x (0,7,
u(z,0) =0 in ©,

dando dei risultati di esistenza nello spazio LP(0,T; W, *(£2)) anche nel caso in
cui f appartiene ad L*(2 x (0,7T)) (si veda [8]), e dimostrando D'esistenza di
soluzioni limitate se il dato f & una funzione limitata su Q x (0,7 (si veda [1]).
Si e poi studiata l’esistenza, sia per dati iniziali ug regolari che per dati iniziali
in L1(Q), delle soluzioni di problemi come

v — div(A(z, t) [VulP~2 Vu) + u” |[VulP = |[u|?" u in Q x (0,T),
u=20 su 0Q x (0,7,
u(z,0) = ug(x) in €,

con varie relazioni tra v e ¢ (si veda [32]).



I risultati fin qui citati sono stati utilizzati nel libro “Elliptic and Parabolic
Equations with Measure Data”, che ¢ in avanzata fase di scrittura, a cura di L.
Boccardo, T. Gallouét, L. Orsina e A. Prignet.

3) Equazioni ellittiche, regolarita in spazi di Lorentz.

Si e studiata la dipendenza della regolarita delle soluzioni del problema (P)
dalla regolarita del dato, considerato in spazi di Lorentz, utilizzando sia tecniche
di stime a priori (si veda [4]) che tecniche di interpolazione non lineare (si veda

[5])-

4) Equazioni semilineari e sublineari.

Si consideri il problema (modello)

—div(A(z) Vu) = p(z)u’ in Q,
{ u=0 g su 0, (%)

con A matrice di funzioni limitate uniformemente ellittica, p una funzione non
negativa in L*(£2), con {2 aperto limitato di R", e 0 < § < 1. Si sono dimostrati
risultati di esistenza di soluzioni non negative per (S), dando risultati di rego-
larita della soluzione in funzione di s. In particolare, si sono ottenute soluzioni
in H}(Q) (per s sufficientemente grande) e anche soluzioni non in Hg(£2), ma
in uno spazio pin grande (per s piccolo) (si veda [6]).

Si sono poi studiati problemi non lineari di risonanza intorno al primo au-
tovalore, dimostrando l’esistenza di soluzioni sotto le classiche condizioni di
Landesman e Lazer (si veda [11]), nonché problemi con nonlinearitd sotto- o
supercritiche solo in zero o all’infinito (si veda [25]).

Si e anche studiato il problema dell’esistenza e della molteplicita di soluzioni
positive per problemi del tipo

—Au+ g(u) [Vu?> = AuP  in Q,
u=20 su 092,

dando ipotesi su g per le quali il problema dato si comporta o meno come quello
che si ha per g = 0 (si veda [27]).

5) Regolarita dei minimi per funzionali del Calcolo delle Variazioni.

Si consideri il seguente funzionale:
J(u):/|Vu|pd1:—/f|u\qu, ue WyP(Q),
Q Q

conp>1,g>1efin L3(f), Q aperto limitato di RY. E ben noto che se s e q
soddisfano alcune relazioni, allora J ammette minimo su VVO1 "P(Q) e che inoltre
tale minimo possiede una certa regolarita, anche essa dipendente da s e ¢g. Si e
dimostrato che, data una successione minimizzante qualsiasi per J, € possibile



costruire un’altra successione minimizzante per J che risulta limitata (e talvolta
anche compatta) nello stesso spazio cui appartiene il minimo del funzionale (si
veda [18]).

6) Esistenza e regolarita di minimi per funzionali non coercitivi.

Dato il funzionale:

I(u):/g( [Vul? /fudx ue WyP(Q),

e !

conp>1,a>0e fin L*(Q), Q aperto limitato di RY, cosicché il funzionale
risulta degenere se u non ¢ finita, si ¢ dimostrata l’esistenza (sotto determinate
condizioni su « e s) di un minimo per I, non appartenente a WO1 P(Q), ma ad uno
spazio piu grande. Si sono anche dimostrati risultati di regolarita del minimo in
dipendenza della sommabilita di f. Ad esempio, se f & in L*(f2), con s > N/p,
allora i minimi w di J sono in L*(£2), e, come conseguenza di questo fatto, in
WP () (si veda [20]).
Si ¢ poi studiata 'esistenza di punti critici per funzionali del tipo

|V’U,|p 1 / 41 1
I = — m ‘/‘/ P Q
w) /Q(HIuI)“de m+1 QM do. e Won(@),

dando condizioni su m (relativamente a ap) per trovare punti critici di tipo
Mountain-Pass, ovvero minimi. (si veda [29]).

Infine, sono stati dimostrati teoremi di esistenza e regolarita (sempre in
dipendenza della sommabilita del dato f) per I'equazione (modello)

{—div (@) =1 o,

u=0 su 012,

con 0 < a<1ledfin L°(Q). Siosservi che tale equazione non ¢ ’equazione
d’Eulero del funzionale I definito sopra, e che pertanto ’esistenza di soluzioni
per tale equazione non ¢ immediata. A differenza di quello che accade per il
funzionale, per il quale il minimo appartiene sempre a qualche spazio di Sobolev,
esistono valori dei parametri a ed s per i quali la soluzione u dell’equazione non
ha gradiente in L' () (e talvolta u stessa non appartiene ad L'(Q2)). In questo
caso si ¢ fatto ricorso (come in [10]) alla formulazione “entropica” di soluzione (si
veda [21]). Dello stesso problema & stato poi studiato il caso in cui la dipendenza
dal gradiente nell’operatore sia nonlineare ([28]).

7) Problemi con potenze crescenti o con coefficienti illimitati.

Si e dimostrato che le soluzioni del problema (modello)

we K:{(—Au— fio—u) >0, Yo e K,



dove K = {v € H}(Q) : ¢1 < v < 1hp} con opportune funzioni misurabili v,
ey e fein L2(Q) (Q aperto limitato di RV), possono essere ottenute come
limite per n tendente all’infinito delle soluzioni dei problemi

—Auy + |g(z,un) "2 g(z,u,) = f in Q,
Uy =0 su 09,

con g(x, s) un’opportuna funzione “costruita” a partire da ¥ e ¥9 (si veda [12]).
Si e poi affrontato lo studio di equazioni il cui modello &

{—div (1374) —u

u = su 09,

provando risultati di esistenza di soluzioni limitate ed in Hg () anche se p ¢
una misura (si veda [31]).

8) In un altro campo di studio matematico, differente dall’analisi, sono stati
studiati alcuni problemi enumerativi relativi a particolari ideali dell’algebra di
Lie g = sl(n,C) delle matrici a traccia nulla; precisamente, sia b la sottoalge-
bra delle matrici triangolari superiori a traccia nulla, n ’algebra delle matrici
triangolari strettamente superiori e Z = {i|i C n, i ideale di b}. Gli ideali in T
sono stati studiati da B. Kostant in relazione alla teoria spettrale dell’operatore
di Laplace su un gruppo di Lie compatto semisemplice la cui algebra di Lie
(complessificata) & g. Recenti risultati di D. Peterson suggeriscono di calcolare
la distribuzione degli ideali di Z secondo l'indice di nilpotenza. In [34] si da
una formula esplicita per tale distribuzione, mentre in [35] si fornisce un’altra
dimostrazione di tale formula e si studiano i legami con la teoria dei Dyck paths.
Si deduce poi, come applicazione dei metodi introdotti e dei risultati ottenuti,
un (q,t)-analogo del numero di Catalan e si forniscono formule esplicite per
alcuni coefficienti (aventi notevoli interpretazioni algebriche) di tale polinomio.
Tali formule sono poi state estese ad algebre di tipo qualsiasi ([36]).

9) In un altro campo di studio, differente dalla matematica (ma in qualche mo-
do collegato ad essa), ci si ¢ interessati al comportamento spaziale del femore e
dell’omero umano, utilizzando scansioni tomografiche di settanta femori e omeri
secchi. Lo scopo di tale studio, condotto attraverso metodi di geometria analiti-
ca, consiste nell’ottenere una “classificazione” delle possibili morfologie delle due
ossa per permettere la costruzione di migliori protesi d’anca e spalla (adattate
al paziente). I risultati ottenuti hanno evidenziato una notevole variabilita nella
morfometria delle due ossa, con conseguente difficolta di classificazione se si han-
no a disposizione pochi dati (si veda [37]). Successivamente, & stato affrontato
lo studio delle lesioni del nervo ascellare in presenza di lussazioni della spalla,
rilevando che sono piu frequenti in caso di lussazioni avvenute in eta avanzata
(si veda [38]), nonché leffetto delle dimensioni della coracoide nell’insorgere di
patologie di “frizione” tra testa dell’omero e scapola (si veda [39]).
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