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Algebra

FoGLIO 1 DI ESERCIZI

Esercizio 1. Dimostrare che f : A — B & biunivoca se e solo se esiste g : B — A tale che gof =ida, fog = Idg.

Esercizio 2. Sia g: R — S una funzione.
Siano Ri, Ry C R sottoinsiemi di R e siano Sp, S C S sottoinsiemi di S.
(i) Dimostrare che g(R1 U Ry) = g(R1) U g(R2) e g(R1 N Ry) C g(R1) Ng(Ry).
(ii) Trovare un esempio in cui g(Ry N R2) # g(R1) N g(Ry).
(iii) Dimostrare che, se g € iniettiva, allora g(R; N R2) = g(R1) N g(R2).
(iv) Dimostrare che g=1(S; N S2) = g7 1(S1) Ng=1(S2) e g71(S1 U S2) = g~ 1(S1) Ug~1(Sa).
(v) Dimostrare che g=!(g(R1)) D R; e trovare un esempio in cui g~ *(g(R;1)) # Ry.
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(vi) Dimostrare che g(g~1(S1)) C S e trovare un esempio in cui g(g~—1(S;)) # Si.

Esercizio 3. Siano p,q: R — R le funzioni
R % R R 5 R
r = ! x = [z]
dove la parte intera [z] di z & il massimo n € Z tale che n < x.

(i) Dire se p, ¢ sono iniettive. Dire se sono suriettive.
(ii) Verificare che po g # gop.

Esercizio 4. Siano #,.7, .7 le relazioni sull’insieme R definite come segue:
(i) dati z,y € R, dichiariamo xZy se 2x = —2y.
(ii) dati z,y € R, dichiariamo .7y se z2 — 2|zy| + y? = 0.
(iii) dati z,y € R, dichiariamo 2.7y se x + 322 + Ta3 = y + 3y? + Ty>.
Determinare quali tra Z,., .7 sono relazioni di equivalenza.

Esercizio 5. Dato un’insieme X, denotiamo con P(X) l'insieme delle parti di X, ovvero l'insieme dei sottoin-
siemi di X. Stabilire una corrispondenza biunivoca tra P(X) e I'insieme 2% di tutte le funzioni f : X — {0, 1}.
Dedurre che se X ha n elementi, P(X) ha 2™ elementi. Provare infine quest’ultima asserzione per induzione su
n.

Esercizio 6. Dimostrare per induzione ’enunciato seguente:

n
1
per ogni intero n > 1, vale Z k* = gn(n +1)(2n+1)
k=1

dove il simbolo Z k? significa 12 +22 +3%2 4 --- + (n — 1)? + n>.
k=1

Esercizio 7. Siano S, T relazioni d’ordine su insiemi A, B, rispettivamente. Dimostrare che la relazione R su
X = A x B definita da

(al,bl)R(ag,bg) <= a1Sas e biThy
¢ una relazione d’ordine. Descrivere tale ordine quando A = {1,2,3}, B = {1,2} ed entrambi gli insiemi sono
dotati dell’ordine naturale. Precisamente, disegnare il cosiddetto grafo di Hasse, avente per vertici gli elementi
di X e un lato tra z,y se zRy e xRz, 2Ry — z=2z0z=1y.



