ANALISI VETTORIALE

Soluzione esercizi
26 novembre 2010

5.1. Esercizio. Sia D il cerchio di centro l'origine e raggio R,
calcolare, servendosi delle coordinate polari lintegrale doppio

ac—l—y
ffD 1+ 22 +92 dz dy

SOLUZIONE:

Le coordinate polari fanno corrispondere al cerchio D del piano (z,y)
il rettangolo 0 < p < 1, 0 < 9 < 27 ne segue pertanto, tenuto conto
che lo jacobiano vale p,

r+y 2 /R p(cos(¥) + sin(19))
————drdy = dy dp=0
//D T+a? 4y /o 0 v Y

L} gnuplot graph ===

u*cos(v), u*sin(y), u*(cosWj+sin(p(1+u™2) ——

0000, 53.0000 scale: 1.00000, 1.00000

T+y

777 © in grigio D sul piano z = 0

FIGURA 1.




5.2. Esercizio. Detta E la regione delimitata dall’ellisse
a’r? + byt =% a,b,ce R—{0}
e indicare 'area di E' come 'integrale doppio di 1 esteso ad F

e calcolare tale integrale servendosi di un opportuno cambia-
mento di coordinate affini.

SOLUZIONE:

L’ellisse assegnata é anche

513'2 y2

JR— + L —
2la® /b
ovvero posto

c c
Q= 2 b= b
si tratta dell’ellisse

1,2 y2

atm=l

La regione E delimitata costituisce un dominio normale sia rispetto
all’asse = che rispetto all’asse y

—a<zr<a —B<y<p

xz 1’2 y2 y2
—p 1—E§y§5 1—? —Q 1_ES$SQ 1—§

L’area di E pertanto é rappresentata dai seguenti integrali doppi

x? Yy

o By\[1-— 8 o 1*@
/ dx/ a2 dy, / dy/ 5 dy
—a x -5 Yy
BRI —a,|1-=x
e’ 32

Il cambiamento di coordinate lineare

r=au

T

y=_pv
riconosce £ = T'(D) essendo D il cerchio di centro l'origine e raggio 1
del piano (u,v).
Tenuto conto che lo jacobiano vale

J(u,v) =ap
Ne segue che
Area(E) = Area(T(D)) = af Area(D) =t a s
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5.3. Esercizio. Sia E l'insieme del piano (x,y) determinato dalle
disuguaglianze

< 1<a?—9*<2

SHES

1
<_7
-2

N | —

calcolare servendosi di un opportuno cambio di coordinate il sequente

integrale doppio
// Va2 —y?dxdy
E
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La evidente simmetria delle due componenti di F, vedi Figura 2, e
I’altrettanto evidente simmetria della funzione integranda consentono
di riconoscere che

// \/:r;2—y2dxdy:2// a2 —y?dxdy
E B,

avendo indicato con E la componente a destra, quella con x > 0.



4

Posto, limitatamente alla parte F,,

B v
L YTV 2
x —
2 _ 2 _ v
=y = _
L Ve
Riesce, a conti fatti,
Ty Ty I 1
L’insieme F ¢ il trasformato del rettangolo del piano (u,v)
1 1
R: ——<u<-, 1<0v<2
2 2

riesce pertanto

1
// \/xz—dexdy:—// Vo dudv =

1 —wu?

1 2 12 4 1
== d du= - (2v2—1)log(3
2/1\/50/—1/21—u2u 3<\/— )og()

Ne segue pertanto

// Va2 —yrdrdy =
E

Wl N

(2\/5 — 1) log(3)

5.4. Esercizio. Sia E l'insieme del piano determinato dalle disu-
gquaglianze
1§4x2+3y2§2, y<z, x>0

calcolare servendosi di un opportuno cambio di coordinate il sequente

integrale doppio
r—y
——dxd
/ /E 42 + 3y? Tay
Il cambiamento di coordinate
1
x = —p cos(V)
2 11
=5 =P
L, in(9) 2V
= —p sin
Y \/3/0
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FIGURA 3. 1<42?+3y*<2, y<z, x>0

mette in corrispondenza la corona ellittica
1 <4a®+3y2 <2
del piano (z,y) con il rettangolo
1<p<V2, —w<d<nm

del piano (p, 9)
Le condizioni ulteriori
x>0, y<uz

si traducono nelle corrispondenti condizioni su 19 seguenti

T 1 1

—g <9<, 75" sin(d) < 5p cos(V)
da cui
tan(ﬁ)gg = —ggﬁgﬁo
essendo

ol%

tan(dy) = — Yo~ 0.713724




6

Riesce pertanto

x—y 1 Bo V2 /3 .
//E md:}: dy = 5 s dv /1 < 3cos(v) — 28111(19)) dp =

= \/512_ L <\/§sin(190) + 2cos(Vy) + \/§)

Tenuto conto che, nel nostro caso cos(dg) > 0, sin(dy) > 0,

1

2
cos(vy) = = —
(%) 1 + tan?(vdy) VT

sin(do) + cos?(Pg) =1  —
. tan(vy) V3
sin(vg) = = —
1 + tan?(0,) VT

Ne segue
T =y V2-—1 V3 2
_— = E— 2— =
//E4x2+3y2d$dy B <\/§ﬁ+ \/7+\/§

V217 )
12

Osservazione 5.1. Il conto fatto nel precedente integrale €, algebri-
camente, abbastanza complesso: cambiamento di coordinate, formule
trigonometriche, integrazione, manipolazione di radice.

1l dubbio sulla credibilitd del risultato ottenuto € del tutto legittimo: un
controllo ragionevole puo essere quello di stimare [’integrale doppio in
modo del tutto empirico:

Area(E) x  valore della funzione nel centro di £

o Area(FE) circa 3/8 dell’area dell’intera corona tra le due ellissi,

area che si deduce dalle aree delle due ellissi, e quindi
31
Area(F) ~ ———= 7~ 0.3
(B) 823

e valore della funzione integranda f in un punto centrale f ~ 0.4
e stima che se ne deduce per l'integrale

03 x 04=0.12

e approssimazione del complesso risultato precedente (.15

. collaudo confortante !
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5.5. Esercizio. Sia E l'insieme del piano (x,y) determinato dalle
disuguaglianze sequenti

?<y<22?, Yy <a<2’

calcolare servendosi di un opportuno cambio di coordinate il sequente
integrale doppio

SOLUZIONE:
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FIGURA 4. 22 < y < 222, y2 <z < 2y2

La regione F, delimitata da quattro archi di parabole, vedi Figura 4,
puo essere descritta anche al modo seguente

T
v

limitazioni che suggeriscono il cambio di coordinate

1< =<2

Y



y _

2 W

xr R 1 <u<2,
x 1<v <2
i

da cui, ricavando x e y si ha

N SR Y
uv’ uv?’

La matrice jacobiana é pertanto la seguente

2 1
_3u5/3\3/{, T 3u2/3,4/3
1 2
T 3uA/3,2/3 3 /3
1
T v) =5 ey
Dalla regola del cambiamento delle coordinate negli integrali doppi
segue pertanto

ev/?
// dxdy—/ du/uve3uzv2dv—
/ “du—e_e
1 3

5.6. Esercizio. Sia E linsieme del piano (v,y) delimitato dalle
sequenti quattro rette

da cui deriva

W

y==xz, y=2x y+r=2 y+2zr=2
calcolare servendosi di un opportuno cambio di coordinate il seguente

1
integrale doppio [, Og:(f) dx dy
Y

SOLUZIONE:

Le condizioni che determinano l'insieme E possono essere anche scritte
nella forma seguente

1<Z <o —2<¥™

< -1

y
x
che suggerisce il cambio di coordinate
Yy
u = —
x’
2 —

v = ’



Da tale scelta si ricavano

2 2u
z Y
U+ U+
e, quindi,
4
J = ——
(U,U) (U + 1))3

// dxdy:/2 du /210g (uiv)(“gu?g (ufv)3dv:
:%/ / (HU) L / / (log(2) — log(u + v)) dv =
1

/ +1)log(u+1) — (u+2)log(u+2) + 1 +log(2)

du =

DO |

u3

1/3 16.25/8
=—(=+1 —_— ~ —0. 4
2(8+ og(mgg/s)) 0.063505

Osservazione 5.2. Considerato che il dominio E si trova nel semip-
tano x < 1 la funzione integranda € negativa in E e, quindi c’é da
attendersi un valore negativo per l’integrale.

Considerato che l'area di E, assimilabile al quadrilatero di vertici

(1,1), (0.79,0.63), (0.5,0.5), (0.53,0.79)
ha area ~ 0.08.
Considerato che la funzione integranda nel punto centrale vale
log(0.75)
0.753
St trova un valore atteso per l'integrale

Area x (—0.68) = —0.05

...ragionevolmente simile al valore calcolato !

= —0.68

5.7. Esercizio. Sia E linsieme del piano (v,y) delimitato dalle
sequenti quattro curve

y+2r=0, y+2r=1 y—2>=0 y—a*=1

calcolare servendosi di un opportuno cambio di coordinate il sequente

integrale doppio
/ / (x +y)dzdy
E

SOLUZIONE:
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FIGURA 5. y+2r=0,y+2x=1,y—2>=0,y—a2* =1

Indicate le limitazioni che definiscono E come
0<y+2r<1 0<y—2"<1
si riconosce il cambio di coordinate collegato

v=y— 1% 0<v<l1

che produce

{y—2+u—2\/1+u Al {y—2+u+2\/1+u—v

1+vitu—o 1 Vitu—v

La prima coppia di funzioni . stabilisce un cambiamento di coor-
dinate tra E_, la parte piu bassa di F, e il quadrato [0, 1] x [0, 1] del

piano (u,v).

La seconda coppia di funzioni : stabilisce un cambiamento di coor-
dinate tra F,, la parte piu alta di E, e il quadrato [0,1] x [0,1] del

piano (u,v).
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Le due matrici jacobiane delle trasformazioni [1|e |2 | sono

1 1 1 1
2v/u—v+1 2v/u—v+1 2v/u—v+1 +2\/u7v+1

1 1 1 1
1 Vu—v+1 vVu—v+1 L+ vVu—v+1 Vu—v+1

Il modulo del loro determinante é lo stesso e vale

1
2v/u—v+1
La formula del cambiamento delle coordinate negli integrali doppi for-
nisce pertanto, indicate con E_ ed E, la parte inferiore e la parte
superiore di F

// :B+yda:dy—// a:+yda;dy~|—// (x+y)drdy =
Ey

d ltu—VITu—0) — et dut

/ “/ ! Vidu=u) o
1

+ du/ 1+U+\/1+U—U —dv =

/0 0( )2\/1+U—U

|/ (u, 0)| =

da cui, per linearita,

/ld /1 Lt g (12\/5 1)

= u _— —_

0 0o VvV 14+u—w 15

Osservazione 5.3. La credibilita del valore trovato puo essere collau-

data stimando

o 'area di F =~ 1.1

o un valor medio della funzione integranda x +y su E stimabile
a circa 1.5

e i/ valore atteso per ['integrale sard pertanto

1.1 x 1.5~=1.6

1l valore trovato € invece

4
= (12\/5 - 11) ~ 1.59215

. misultato credibile !



