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8.1. Esercizio. Culcolare l’area della superficie cartesiana S
z=1+2x+3y,  (2,9) €[0,1] x[0,1]

e determinare i versori U normali a tale superficie.

SOLUZIONE:
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FIGURA 1. z =1+ 2z + 3y, (z,y) € [0,1] x[0,1]

L’area delle superfici cartesiane z = f(z,y), (z,y) € Q si calcola con
I'integrale doppio

//Q \/1+f3($’y) + [, y) dv dy

Nel caso assegnato

flay) =1+20+3y = 1+ f2x,) + fiz.y) = V14

Pertanto

1 1
Area(S):/ da:/ Viddy =14
0 0
1
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I versori normali sono

y=+ . [alw,y), o y) —1} = £—— {2, 3, ~1)
V1t B2 ey) + 2 a,y)

V14

8.2. Esercizio. Detta S la precedente superficie cartesiana
z =142z + 3y, (z,y) € [0,1] x[0,1]

calcolare lintegrale superficiale

// (2® +y° + 2°) do
s

Ricordata ’espressione dell’elemento di superficie cartesiana z = f(x,y)

do = \/1 + f2(z,y) + fi(z,y)dedy = V14 dx dy

si ha

1 1
// (2 +y*+22) do = / dx/ (22412 4+(14+22+3y)?| V14 dy = 14V/14
S 0 0

8.3. Esercizio. Indicare una rappresentazione parametrica dell’ot-

tavo della sfera
2

o+ y2 + 22 =7
contenuto nell’ottante x > 0, y <0, z < 0.
Determinare i versori normali a tale superficie nel puntox = —y = —z.

SOLUZIONE:

Le rappresentazioni della sfera sono naturalmente quelle associate alle
coordinate polari, tenuto presente della porzione, l'ottante, di sfera
scelto:

x = rsin(v) cos(u)

y =rsin(v)sin(u)  (u,v) € [37/2,27] x [1/2, 7]

z =1 cos(v)
I versori normali a tale superficie sono deducibili dalla ben nota per-

pendicolarita nella sfera tra raggio e piano tangente quindi, detto ¢ > 0
il comune valore r = —y = —2

1 1
V=t {t,~t,~t} =+ {1, -1, —1
\/t2+t2+t2{ J \/5{ J
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FIGURA 2. L'ottavo della sfera 22 4+ 2 + 22 =1

Una costruzione applicabile a qualunque superficie espressa in forma
parametrica avrebbe fornito, servendosi delle classiche notazioni

X, X.
X, A X,

P i BARR

R X,

8.4. Esercizio. Detta S la precedente superficie ottavo di sfera di
centro l’origine e raggio r, calcolare l'integrale superficiale

J[ aao

SOLUZIONE:

Determinazione dell’elemento di superficie:

<_mm@$mw7ﬂmmmwo 0 )

rcos(v) cos(u)  rcos(v)sin(u) —rsin(v)
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Da cui

L=—r 81n2(v) cos(u)
M = —r?sin®(v) sin(u) VL2 + M2+ N2 = 7?4 /sin?(v)
N = —r?sin(v) cos(v)

Riesce pertanto
do = r*y/sin’(v) du dv
Tenuto presente che v € [1/2,7] —  sin(v) > 0 si ha
do = r*sin(v) du dv
Si ha pertanto

2m T
// xdo = / du / 7 sin(v) cos(u)rsin(v) dv =
S 3m/2 /2

2m ™ 3
r3/ cos(u) du/ sin?(v) dv = %
3

/2 w/2
8.5. Esercizio. Detta Y la superficie cartesiana z = 1 + x? — 33
determinare

e il piano tangente a ¥ nel punto (1,2, —6),

o due vettori linearmente indipendenti tangenti a Y in tale pun-
to,

e | versori v normali a X sempre in tale punto.

SOLUZIONE:

L’equazione del piano tangente alla superficie cartesiana z = f(x,y) é

z = f(%0,90) + fo(0, y0)(x — T0) + £y (70, %0) (Y — Yo)
da cui, nel caso proposto,
z=—6+2(x—2)—12(y —2)
Due vettori linearmente indipendenti tangenti alla superficie nel punto
(1,2, —6) sono offerti, analogamente a quanto visto in generale relati-
vamente a Y e X,, da due vettori tangenti alle due curve
x =1, x=t,
y =t ; y =2,
= f(1,t) z= f(t,2)
ovVVero

Vi=1{0,1,-12}, V,={1,0,2},
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FIGURA 3. la superficie cartesiana z = 1 + 22 — ¢3

I versori normali sono, come si deduce dall’equazione del piano tan-
gente, sono

1
V=t—oo {2 12 —1}
2 +12+1

8.6. Esercizio. Detta X la superficie parametrica
a:zu2—|—v2,y:u2—v2,z:u2+202, w402 <1

e Verificare che la matrice jacobiana associata abbia rango 2,
e determinare il piano tangente relativo al punto (0,0,0),
e determinare 1 versori normali in tale punto.

SOLUZIONE:

Osservato, dalla rappresentazione parametrica, che
r4+y=2u% r—y=20°
si ricava anche, di conseguenza,
r+y
z =
2
ovvero si riconosce che la superficie assegnata é contenuta nel piano

3r —y—22=0

+r—y
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Ovviamente 1 vettori
TV =+{3, -1, -2}

normali al piano sono normali alla superficie.

La matrice é la seguente
2u  2u 2u
2v —2v 4dv

L =12uw, M = —4uv, N = —8uv — 124+ M?+ N? = |uv|4 V14

La matrice ha rango 2 per uv # 0 cioé fuori dagli assi coordinati.
I versori costanti

(12w, —du, Suv} = —— {3, —1, —2}
—— {12uv, —4uv, 8w} = — {3, -1, —
luv| 4 /14 V14

sono normali alla superficie che, come osservato sopra, é una porzione
di piano...!

Il piano tangente richiesto, che coincide pertanto con la superficie
stessa, €

3r—y—22=0

8.7. Esercizio. Sia S la superficie ottenuta per rotazione intorno
all’asse z del grafico della funzione

r=1—-vV1-2% z€[-1,]1]

e determinare una rappresentazione parametrica di S,
e calcolare l’area di S
e calcolare l'integrale superficiale

// zdo
s

La rappresentazione parametrica é:

x=(1—+1—v?)cos(u) y
y = (1 =1 —v?)sin(u) 0<u<on

La matrice Jacobiana é
—(1 =1 —=v?)sin(u) (1 —+v1—2v%)cos(u) 0
v v .
ise Ve

cos(u)



da cui segue
L=—(1-+1-v?%)cos(u)
M = (1 —+/1T—v?)sin(u)

N= - (1-VI= )

e quindi
1—v1—v? 1
VIi—vZ 12

VL2 + M2+ N2 = 1

Ne segue pertanto

27 1 1
Area:// daz/ du/ {——1}dv:
s 0 1 (V1 =02

P /11 {\/%02—1} dv = 2 (7 +2)

Naturalmente lo stesso risultato veniva offerto direttamente dalla nota
formula diretta dell’area delle superfici di rotazione di x = f(z), z €
[_17 1]

2

Area =27 /1 f)V1+ f2(2)dz = 2%/1(1—\/1 — 021+ . ! 2 dv
-1 -1 B

L’integrale superficiale viene 0 per evidenti motivi di simmetria:

//Szdg:/:”du/zv{ﬁ_l}dv:o

8.8. Esercizio. Siano

Ey={(2,y,2)|1 <2 <b >+ 22 <272}
Eb:{(:c,y,zﬂlgg;gb’y2_|_Z2:x_2}

e (Calcolare il limite del volume di E, per b — oo

e Dare una rappresentazione parametrica (o(u,v), ¥ (u,v), x(u,v))
di 3 prendendo per cominciare p(u,v) = u.

e Dare [’espressione dell’area di Y3, e calcolare il suo limite per
b — oo.

SOLUZIONE:

I punti di E, hanno coordinate

1 1
r=uv,y=—cos(u),z=—sin(u), 1<v<b 0<u<22m
v v
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(¢) I volume di E, ¢

’ 1
/d:rdydz=/%dxz7r<1——)—>7r.
o .z b

(17i) L’area di %, e
b
V1/ut+1
Qﬂ/ L dv
1 u
dunque (senza calcoli) tende a oo per b — oo.

8.9. Esercizio. Sia V' il solido formato dalla rotazione del sot-
tografico della funzione
y = Asin(z), z€][0,7]
intorno all’asse x:

e determinare 'area della superficie OV che delimita V,

e determinare, net punti di OV in cui esiste, il versore v normale
esterno,

o determinare il volume di V.

SOLUZIONE:

La superficie che delimita V| la frontiera OV ha rappresentazione para-
metrica

r=u
y = A sin(u) cos(v)
z = A sin(u) sin(v)
La matrice Jacobiana, dalla quale si ricavano i versori normali e I’ele-
mento di superficie é la seguente

< 1 A cos(u) cos(v) A cos(u)sin(v) >

0 —A\sin(u)sin(v) A sin(u) cos(v)

Ne segue:

L = X\ cos(u) sin(u),
M = —\sin(u) cos(v), VL2+ M? 4+ N2 = \//\2 sin?(u)[A2 cos?(u) + 1]
N = —Asin(u) sin(v)

I punti di V' sono

=1 1<u<bd
y = p cos(?) 0<9<2r
z = p sin(9) 0 < p < Asin(u)
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Il volume di V' é dato, tenuto conto del cambiamento di coordinate e
del relativo determinante jacobiano,

drdydz = pdudp di

dal seguente integrale

™ /\2 ’7T2
Volume(V) = /// dxdy/ A% sin? (u)du = )
0




