ANALISI VETTORIALE

Soluzione scritto
4 marzo 2011

2.1. Esercizio. Scrivere
e lintegrale generale dell’equaz. y' +ytan(t) =0, =5 <t < %;
e un integrale particolare dell’equaz. y' + ytan(t) =t cos(t);
e un integrale particolare dell’equaz. y' + ytan(t) = sint.

SOLUZIONE:

Con 'ordinario algoritmo delle equazioni a variabili separabili si ottiene

d in(t d —sin(t
Y +ytan(t) =0 — d_«:{:_ysm() y  —sin(?)

e quindi tutte le soluzioni dell’equazione omogenea

log(y) =log(cos(t)) +¢ —  wyo(t) = k.cos(t) VkeR

cos(t) - y  cos(t)

Si osservi come le soluzioni yo(t) trovate siano definite in tutto R,
intervallo assai pit ampio di quello (—7/2, 7/2) in cui 'equazione é
assegnata.

Le soluzioni y(t) delle equazioni non omogenee assegnate si esprimono
come

y(t) = yo(t) +3(t)
essendo g(t) una soluzione particolare dell’equazione completa asse-

gnata, a sua volta espressa da u(t).cos(t), con u(t) da determinare in
relazione al termine noto assegnato.

Primo caso y' + ytan(t) =t cos(t)

Sostituendo la wu(t) . cos(t) nell’equazione sui perviene alla condizione
1
u'(t).cos(t) =tcos(t) — W)=t — ult)= §t2

da cui segue

v(0) = () + 3(0) = (K + 5 cos(t)

Secondo caso y' + y tan(t) = sin(¢)




\ 1}.{5}, o
'\.‘ IJ." II\‘-I ,-"III{
|Il,I In'lllﬂj = Ill'lI I,"III
\ |rL A 'l \ Jﬁ| ;"l
-6 \/J \-4 1/ \J 2 af \/ 6
IIIII IIIIII Illl|
"'. | |
|IIII In' _0s5| .IIII |II|
/ \
A / Y
| / \ _,-“
S 10l \\__,"
Ficura 1. y(t) = (1 —log(] cos(t)])) cos(t),

=2 <t<2m

Analogamente sostituendo la u(t). cos(t) nell’equazione sui perviene
alla condizione

u'(t). cos(t) =sin(t) —  W(t) = — u(t) = —log(| cos(t)|)

da cui segue
y(t) = yo(t) +y(t) = (k — log(| cos(t)])) cos(t)

La Figura 1 mostra come ancora le soluzioni y(t) risultino definite in
tutto R, invece del semplice intervallo (—m/2,7/2) in cui I'equazione é
assegnata.

2.2. Esercizio.

e Determinare tutti 1 valori di x per i quali la funzione

I e
t— —e¢
t

¢ integrabile da 2 a 22 +1, eventualmente in senso improprio;
e scrivere la derivata della funzione

SR B
xr—>/ Ze T dt
ot

e calcolarla in o = 1.



SOLUZIONE:

. 2
La funzione %e t

lo 0.

Tenuto conto che gli intervalli [z?, 2%+ 1] sono intervalli chiusi e limitati
che contengono (come estremo sinistro) lo 0 solo se x = 0 si riconosce
che la funzione assegnata é integrabile secondo Riemann in [2?, 2% + 1]

per ogni x # 0.
Nel caso x = 0 'integrale si riduce a

1
1
/—dt
o ¢

integrale che non esiste, neanche come integrale improprio.

d /962-1-1 1 —xt? dt /$2+1 t —zt? dt+2 1 —1‘(:162-1-1)2 2
—_— — e = —tle xz € —
de \ J,» t 22 2 +1

2241
_ / —t e—mtz dt + 2z e—z(a:2+1)2 . g e—x5
2 2+ 1 x

I1 valore della derivata nel punto o = 1 é pertanto

[t 20
1 e 2 e

2.3. Esercizio.

X

é continua in R — {0} pertanto é integrabile nel
senso di Riemann in ogni intervallo chiuso e limitato che non contenga

1
—26

X

e Dimostrare che in un intorno di (1,0) le soluzioni dell’equazione

eV try—x—y=0

coincidono col grafico di una funzione f di una variabile;

e scrivere ['equaz. della retta tangente in (1,0) al grafico di f;
o scrivere ['equaz. della retta normale in (1,0) al grafico di f.

SOLUZIONE:

Il punto assegnato soddisfa I'equazione. Detto
F(z,y) =€ +ay* — 1 —y
riesce
Fy(z,y) = ye™ + 4> — 1 - F(1,0)= -1

Fy(z,y) =xe™ +2zy—1 — F,(1,0)=0

_x(x2)2 _
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Ne segue, per il teorema di Dini, I'esistenza di una funzione implicita
x = f(y), 1 = f(0) il cui grafico rappresenta le soluzioni dell’equazione
in un intorno di (1,0).
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FIGURA 2. e® + xy?> — x — y = 0, esercizio 2.3

Tenuto conto che

/ __Fy(f(y)7y) / :_Fy(LO)
0= 5wy =

la retta tangente é pertanto
z=[fO)+f 0y — =z=1

La retta normale é quindi la y = 0.

2.4. Esercizio.

o Verificare se converge o meno l’integrale improprio

/0 tlog(t)




e Verificare per quali o # 1 converge l'integrale improprio

/1/2 dt
o t(—log(t))*

Tenuto conto del noto integrale indefinito

| e = o o0

si riconosce che

i _
/0 tlog(t)  eoo+ / tlogt) — °

ovvero che 'integrale improprio assegnato non é convergente.
Per quanto concerne il secondo si ha, per a # 1,

1/2 dt 1/2 dt
/ e L
o t(=log(t))® emot ). t(—log(t))~

1 3 —a+1 —a+1
= L tim (Jlos(1/2) " — [log(e)| ™)

Il limite esiste finito se e solo se

—a+1<0
Quindi il secondo integrale esiste come integrale improprio se e solo se
a > 1.
2.5. Esercizio. Sia X la superficie
X(u,v) ={u—v,utv,u*+v}, 0<u<l 0<v<l1

e Scrivere ['equazione del piano tangente a ¥ nel punto imma-
gine diu=wv=1/2;
o calcolare I = [[.(z+y)do.

o calcolare J = [[1/6+ 2(z +y)? do.

Il punto immagine di v =v =1/2 é P ={0,1,3/4}: il piano tangente
¢é pertanto, vedi Figura 3,

vp(x—0)+1vy(y—1)+1v.(2—3/4)=0

essendo 7/ il vettore



FIGURA 3. X (u,v) = {u — v,u + v,u? + v}, piano tangente

7k
T =X, AX,=| 1 11 = {0,-2,2}
-1 11
Il piano é quindi
1
—2y—-1)+2(z-3/4)=0 — y—z=7

Il calcolo dei due integrali superficiali richiede il calcolo dell’elemento
d’area

do =V L2+ M2+ N2dudv = V6 + 8u2dudv
Riesce quindi

J[ e vndo= [[av [ 2veTmEw = | (VAT -5v5)

=

//g\/mdaz/oldv /01(6+8u2)du:23_6



Osservazione 2.1. Ricavati u e v rispettivamente da x ey

1 1
u=glety), v=gy—a

st ricava [’espressione cartesiana di

1 1
Z:Z(x+y)2+§(y—:1:)



