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1. Introduzione

Il calcolo di un integrale doppio [ f(z,y)dx dy, come del resto an-
che quello degli integrali in una dimensione, consiste nella capacita di
conoscere il limite delle somme

0 i 3 Flen)ASn) = [ SGag)dedy

essendo gli S una partizione di S in insiemi di diametro via via piu
piccolo.

Una prima risposta é stata trovata, nel caso S dominio normale rispetto
a uno degli assi, nelle formule di riduzione.

Il cambiamento di coordinate é un altro approccio, analogo a quello gia
incontrato nel caso unidimensionale

©(b) b
f () = / Fle(t))!(t) dt

e(a)
sotto il nome di integrazione per sostituzione

Cambiare le coordinate significa scegliere

Tr = QO(U,U) _
{ Y = (uv) X = ®(u,v)

ovvero, in forma vettoriale X = ®(u,v) con requisiti naturali per le
due funzioni ¢, -

e regolaritd almeno C?,
e invertibilita,



e determinante jacobiano

Ou Yy

J(u,v) = det
(u,0) = de ©Oo Py

#£0

Per ogni addendo della (1) riesca
o (x,y) €S & (u,v) €
o (z,y) € Six & (u,v) € Qg
o (i, yk) = ((ui, vi), ¥ (ui; vi))
La somma (1) si traduce quindi in

(2) Zf (s, Vi), ¥ (uz, V1)) A(Si )

Supponiamo di aver dlmostrato che

3) A(Shs) = / /Q Wl

espressione che, per il teorema della media, suggerisce I’approssimazione

(4) A(Sh) 2 [J (un, vr)| A(Qn k)
e quindi consente di approssimare la (2) con
(5) Zf (w5, k), (g, i) | (g, o) | A(Qu )

Tenuto conto che

lim Zf (s, Vi), (i, vi))|J (g, vr )| A(€2 ) =

-/ / F (o, 0), (0, )| (11, 0)] dus o

si ha quindi

//f:cydxdy—//f u,v), Y (u,v))|J(u,v)| dudv

Utilita (possibili) della (6)
e L’insieme () potrebbe essere un dominio normale del piano
(u,v) allora al secondo integrale si applicherebbero le formule
di riduzione e quindi la (6 ) é una formula utile !
e La funzione integranda che interviene a secondo membro

fle(u,v), ¥ (u, v))[J (u, )]
potrebbe essere pit facile della f(x,y) che compare a primo
membro, e quindi il secondo integrale pi facile !
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\ La dimostrazione \

La validita della (6) dipende da due prove fondamentali:
e la validita della formula delle aree (3)

A(Shk) = // J(u,v)| dudv
Qp ke

e la stima dell’errore collegato all’approssimazione (4)
A(Sh,k) ~ |J(Uh, Uk:)| A(Qh,k)

si noti infatti che, anche se I'errore collegato a tale approssi-
magzione € piccolo esso viene ripetuto sui tanti addendi della
somma integrale (1)

Ad esempio detto n il numero di addendi della (1) Ierrore
di approssimazione (4) dovrebbe risultare, per essere tollera-

bile, O(1/n'™), « > 0.
2. La formula per I’area
2.1. Trasformazioni affini.

TEOREMA 2.1. Sia E un insieme limitato e misurabile del piano e sia
O(E) la sua immagine tramite la trasformazione affine

x U
(3)=a(i)re
di matrice A.

Limmagine ®(E) é un insieme misurabile del piano e si ha
Area(®[E]) = | det A|Area(E) .

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo, per semplicita che £ =0 e E sia il
triangolo di vertici (0,0), (h,0), (0,k).

Detta
a b
a=(ea)

la matrice che determina la trasformazione, 'immagine ®(FE) é il tri-
angolo di vertici

(0,0), (ah,ch), (bk,dk)
la cui Area(®(E)) é espressa, com’é noto, dal determinante

1 0 0 1 0 c 1
—det | ah ch 1 ||=|det ( b d )‘ —|h k| = |det(A)| Area(FE)
bk dk 1 2

O



2.2. Trasformazioni generali. Ogni trasformazione X = ®(u,v)
si approssima, localmente con una trasformazione affine:

{ z = ¢(u,v)
y =v(u,v)
~J) T= @ (o, vo) + @ultio, vo)(u — ug) + @, (o, vo) (v — vo)

y = Y(ug, vo) + Yu(uo, vo)(u — ug) + by (uo, vo) (v — vo)
Indicata con X = 5(u, v) l'approssimazione suggerita si ha, detto ¢ il
diametro dell’insieme F :

Area(®(E)) |D ®(ug, vo)| Area(E)
|©(u,v) — P(u, v)] ()
Area(®(E)) — Area(®(E)) = O(f?)

Per quanto concerne 1'ultima stima si osservi che la differenza simme-

trica
A = ((I)(E) - 5(E))) U (cf(E) - <I>(E)))

é contenuta in un intorno della frontiera di 9(®(E)) di spessore O( (?),

quindi, tenuto conto che la lunghezza di (P(E)) é O({) ne segue che
Area() = O(6*)

Ne segue quindi

|Area(®(E) — | D ®(ug, vo)| Area(E)| = O(F?)
La stima indicata é importante ai fini della somma:

e se si decompone un insieme del piano in quadretti di lato ¢ si
ottiene un numero di addendi O(1/¢?),

e se l'errore nel calcolo dell’area su ognuno é O(£3)

e ne discende che 'errore sull’intera somma é O(¢)

e quindi ancora infinitesimo con ¢

TEOREMA 2.2. Sia E un insieme limitato e misurabile del piano e sia
®(F) la sua immagine tramite la trasformazione ®
L’immagine ®(E) ¢ un insieme misurabile del piano e si ha

Area(®[E]) = / /E | det D & (u, v)| du dv

avendo indicato con

Oy Yy
D ®(u,v) = det
(u,0) = de ‘% Py
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