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Integrali impropri in 1 dimensione

1. Dai primi esempi alla definizione
Sappiamo il senso della frase
una funzione f : [a,b] — R limitata é integrabile su (a,b)
vorremmo darle senso anche prescindendo dalle ipotesi
(i) [a,b] intervallo limitato;
(i) f funzione limitata.
Rimuovendo (i) e/o (ii) si passa da una situazione in cui il grafico di f ¢

un sottoinsieme limitato di R?, ad una in cui il grafico di f ¢ illimitato.
Ad esempio, si vorrebbe dare significato a espressioni del tipo

/+oo dzx /1 dzx /+°° sin x J
—7 —7 x7
—00 1+$2 0 \/1—21',’2 0 A

EseEmMmpPIO 1.1. Dato o > 0, consideriamo la funzione

1
xOé
Dato che .
lim — =40
z—0t+t ¢

la funzione f non é limitata in (0, 1].
Ve € (0,1), lintegrale definito ha senso e vale:

/1dx 1ia(1—51a) se a # 1,

o
—Ine se o = 1.

St ottiene inoltre
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FIGURA 1. L’area della zona tratteggiata ¢: (a) f; x~%dx;
(b) flL x~%dz.

1
La
. X 1 —
lim — = a
e—0t c T

sea <1,

+00 sea > 1.

Alla luce di questo risultato, € naturale dire che

la funzione =% ¢ integrabile in (0,1] se &« < 1, e non lo ¢ se a > 1.

EsEmMPIO 1.2. Dato o > 0, consideriamo la stessa funzione
1
f@) == well,+o).

Anche in questo caso non e possibile definire l'integrale nel senso clas-
sico, dato che l'insieme di definizione ¢ un intervallo illimitato. Nello
stesso spirito dell’esempio precedente, riconduciamoci ad una Ssitua-

zione in cut ['integrale abbia senso e poi passiamo al limite. Dato

L>1,
1

-«
/Lda:_ 1—a<L —1) se a# 1,
o
InL se o= 1.
Passando al limite per L — +oo (Fig.1(b)),
1
L sea>1
d _ )
lim @ _ a—1

L—+oco Jq xr<
+00 sea <1.

Esattamente come nel caso di prima, € naturale affermare che
x~® & integrabile in [1,+00) se & > 1 enon lo & se a < 1.
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L’idea nella definizione dell’integrale improprio € tutta qui: rincondursi
ad un integrale in senso classico e poi passare al limite.

DEFINIZIONE 1.3. Sia —o00 < a < b < 400 e f : (a,b) — R una
funzione integrabile secondo Riemann in ogni [c,d] C (a,b).
La funzione f € INTEGRABILE IN SENSO IMPROPRIO IN (a,b) se esiste finito
il limite
d
(c,d%gr(la,b) ¢ f(x) dr ¢

In tal caso lintegrale improprio di f in (a,b) é dato da

b
/ flz)dx =1
Una funzione f definita in un insieme

unione finita di intervalli disgiunti € integrabile su A se é integrabile
su ciascuno degli intervalli Iy.

2. Funzioni positive

Consideriamo una funzione
[ la,+o00), f(x) 20
integrabile in ogni intervallo chiuso e limitato [a, b].
L’esistenza dell’integrale improprio di f in [a,+o00) é V'esistenza del
limite

(1) lim (ID(L):/ f(x)dx.

L—+o00
Tenuto conto che f(z) > 0 implica che ®(L) ¢ non decrescente vale

lim ®(L) = O(L).
Lirilw(> iglc?()

La funzione f ¢ integrabile se e solo se sup ®(L) ¢ finito.
L>a
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Inoltre il valore dell’integrale improprio rappresenta l’area della regione
di piano non limitata, che € compresa tra il grafico della funzione f, la
semiretta {z > a, y = 0} e il segmento di estremi (a,0) e (f(a),0).

Come nel caso delle serie a termini positivi, € possibile introdurre
per funzioni positive un criterio del confronto, estremamente utile per
stabilire se un integrale improprio sia convergente.

Il principio e semplice: se il grafico di una funzione positiva giace so-
pra quello di una funzione non integrabile, anche lei non ¢ integrabile;
se invece giace sotto quello di una funzione integrabile ¢ essa stessa
integrabile.

Nell’enunciato che segue b puo rappresentare sia un numero reale che
il simbolo +o0.

TEOREMA 2.1. (Criterio del confronto) Siano f,g : (a,b) — R due
funzioni integrabili in [c,d] per ogni c,d € (a,b) e tali che

0< f(z) < g(x)

Valgono le implicazion:

b b
se / f(z)dr = +o0 = / g(x) dx = 4o0;
b

b
se / g(x)dr < 400 = / f(z)dr < +o0
Nel secondo caso, vale anche la stima

og/abﬂx)dxs/abg(az)dx.

ESEMPIO 2.2.

| cos x|

“lintegrale improprio / dx esiste finito.”
1

22
Utilizzando il Teorema 2.1 posso comunque giustificare la mia affer-
mazione, infatti:

1
\cos:x|S_ Vo1

2 2

e dato che la funzione 1/x* ¢ tale che

400 1
/ — dr =1 < +o0,
.z
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PROPOSIZIONE 2.3. (Criterio del confronto asintotico) Siano

f7g : [CL,b) HR—F
due funzioni integrabili in [a,c| per ogni ¢ € (a,b).
Allora

® S¢E

x
lim —f( ) =(>0,
e—b= g(z)
le funzioni f e g 0o sono entrambe integrabili in senso improprio

in [a,b) o sono entrambe non integrabili.

® se
lim /() =
e=b- g(x)
allora se f non é integrabile, neppure g lo é; se g ¢ integrabile,
anche f lo é.
® se
lim @)
e—b- g(z)
allora se g non é integrabile, neppure f lo é; se f e integrabile,
anche g lo e.

= —'—()()7

DIMOSTRAZIONE. Le dimostrazioni discendono, per confronto dalle
seguenti disuguaglianze relative ai tre casi considerati:

lim @) =(>0 — ({—¢g)gx)< flx)<(l+e)g(x)

e—b- g(x)
o f(z) <glx)
o f(z)>g(x)

2.1. Un criterio per le serie.

TEOREMA 2.4. Sia f : [1,+00) — R una funzione monotona decre-
scente: posto ay = f(k)

o0 +o0
> ay < +o0 — /f(x)dx<—|—oo.
k=1 /

Questo criterio integrale e particolarmente utile nella direzione che va
dall’esistenza dell’integrale improprio alla convergenza della serie.
Infatti per gli integrali definiti il Teorema Fondamentale del Calcolo
permette, in un certo numero di situazioni, il calcolo esplicito.

Lo stesso non e vero per le serie numeriche.
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ESEMPIO 2.5.

=1

Zinnn'

St ha

00 dx ‘ L dx ' InL dy
= lim = lim — = +09,
o xlnx Lo+ fy xlnx Lo+ fi5 v

e quindi anche la serie ¢ divergente (come si vede che 1/xInx é decre-
scente?).

3. Funzioni di segno qualsiasi

EseMPIO 3.1. Consideriamo la funzione f : [0,4+00) — R definita

(-1
n+1

f2n)=0 VneN e  f@2n+1)=

e lineare neu tratti intermedi, vedi Figura 2.

F1GURA 2.

Riesce omi ) (1)

/M f(x)d$:§2-f(2n+1):n+1.
Quindi

2n+2 no k42 n K

(1)

2 dr = dr = .
@ [ Z/ e =32 =

serie convergente semplicemente: ['integrale improprio di f(x) é dato
dalla somma della serie.

DEFINIZIONE 3.2. Una funzione f ammette INTEGRALE IMPROPRIO ASSO-
LUTAMENTE CONVERGENTE se la funzione |f| é integrabile in senso impro-
prIo.
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TEOREMA 3.3. Una funzione che ammetta integrale improprio assolu-
tamente convergente ammette integrale tmproprio.

DIMOSTRAZIONE. Posto ®(c) = [ f(x)dz condizione necessaria
e sufficiente per dimostrare 1’esistenza del

lim ®(c)

c—b—

¢ verificare la condizione di Cauchy |®(¢/) — ®(¢”)] < e ma dalla
maggiorazione del modulo segue

[ @

da cui l'asserto tenuta presente 'ipotesi che |f]| sia dotata di integrale
improprio convergente. O

|B(¢) = (") <

Esattamente come nel caso delle serie, se una funzione f ha inte-
grale improprio assolutamente convergente, allora ¢ integrabile anche
in senso improprio.

Inoltre, sempre nel caso di convergenza assoluta, si puo calcolare 'in-
tegrale seguendo l'ordine che piu ci aggrada.

Limitiamoci, per semplicita, al caso di una funzione

f:(0,00) =R

integrabile in [a, b] per ogni 0 < a < b < +o0. Se scegliamo Iy, Iy, ..., I, ...

successione di intervalli chiusi e limitati tali che

I,CIl,;; VneN e UIn:(O,oo),
n=0

allora

|f| integrabile in (0,00) =

L [e%S)
lim / f(z)dx = lim / f(z)dx =: / f(z)dx.
n—-+0o I L—+o0 [ 0

E’ importante sottolineare ancora una volta che nel caso in cui la fun-
zione |f| non sia integrabile, lo stesso procedimento non da luogo allo
stesso risultato: successioni di intervalli diverse, danno luogo a limiti
diversi.



Integrale di Dirichlet. Un esempio di funzione f integrabile in
senso improprio, ma non in valore assoluto, e
sin

f(z) = f(0)=1, x€(0,00).

X

sin
Mostriamo, prima di tutto, che ¢ integrabile in [1,00). Infatti,

per ogni L > 1,

Lsinz L1 d cosz |L Lcosa
dx = — —(—cosz)dr = — — 5 dz.
1z 1 T dx x I 1z

L’integrale finale esiste dato che la funzione cosz/x? & assolutamente
integrabile in [1, +00)

CcoS T 1
5 ‘ S ) Va: - R
T T
Quindi
. Lsing T cosx
lim dr = —cos1l — 5 dz.
L—+o0 1 X 1 X

Mostriamo ora che |sinz|/x non é integrabile in [1,00). Per k € N,
consideriamo l'integrale di | sin z|/x in [k, (k+1)7]. Per la monotonia
di 1/z, vale la stima dal basso

(k+1)7r| ) | . (k+1)m (_1)k (k+1)m

k/ dezm / |sin$|dx:m / sinw dx
(D) B C(=DF(=)F -2 2
R [cos(km) — cos((k + 1)7)] = i+ 1)m et 1)

Sommando su k, si ha
(n+1)m (k+1)

|smx| / |smx| 2 1
[ ey 22>

™

Dato che la serie armonica e divergente, ne segue che il limite e diver-
gente e quindi la funzione |sin z|/x non & integrabile in (0, +00).

Integrali di Fresnel. Un altro esempio di integrali impropri sono
dati dagli integrali di Fresnel, che emergono nella teoria della diffrazione

della luce:
/ sin(2?) dx e / cos(2?) du.
0 0
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Prendiamo in considerazione I'integrale di sin(z?) in [1, L]. Utilizzando
la sostituzione ¢ = 22 e integrando per parti,

L 1 [VIsint 1 (Ve 1 d
sin(z? dx:—/ —dt:—/ — —(—cost)dt
[ mtyar =g [T =g [ e

COS\/E+C081 1/ﬁcost
— - = —=dx.
20/L 2 4 Ji t3/2
L’ultimo integrale & convergente in valore assoluto, dato che

1
< @7

cost

Y VteR

e 1/t32 & integrabile in [1,+00). Quindi, passando al limite per L —
+00, si deduce che la funzione sin(z?) & integrabile in [1, +00), quindi
anche in [0, 4+00), e vale

00 1 oo
1 1 CosS T
/0 sin(z?) dz —/0 sin(z®) dx + 5 cos 1 4/1 372 dz.

Un fatto eclatante espresso da questo esempio e che esistono funzions
f = f(x) integrabili in senso improprio in (0,00) che non sono in-
finitesime per x — 400! Nel caso in cui f : [0,400) abbia limite
diverso da 0 per x — 400, la funzione non sara mai integrabile in
(0, 00).
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