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0.1. Un criterio per le serie.

TEOREMA 0.1. Sia f : [1,+00) — R una funzione monotona decre-
scente: posto ay, = f(k)

oo too
> ay < +o0 — /f(x)dac<+oo.
k=1 /

Questo criterio integrale e particolarmente utile nella direzione che va
dall’esistenza dell’integrale improprio alla convergenza della serie.
Infatti per gli integrali definiti il Teorema Fondamentale del Calcolo
permette, in un certo numero di situazioni, il calcolo esplicito.

Lo stesso non e vero per le serie numeriche.

EsEmpIO 0.2.
=1
nz:; nlnn’
Si ha

00 dx ' L dx ' InL dy
= lim = lim — = 400,
9 rlnx  Lotoo )y xInx  Lovoo o

e quindi anche la serie ¢ divergente (come si vede che 1/xInx é decre-
scente?).

1. Funzioni di segno qualsiasi

EsemPIO 1.1. Consideriamo la funzione f : [0,4+00) — R definita

f(2n)=0 VneN e f@2n+1)= (n_—il—):

e lineare neu tratti intermedi, vedi Figura 1.
Riesce

/;1”2 f(z)de = %2 f@n+1) = Sz_i):
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Ficura 1.
Quindi
2042 n 2k+2 n (_1)k
1 dr = dr = .
W [ @ 2/ Flovde =31y

serie convergente semplicemente: 'integrale improprio di f(x) é dato
dalla somma della serie.

DEFINIZIONE 1.2. Una funzione f ammette INTEGRALE IMPROPRIO ASSO-
LUTAMENTE CONVERGENTE se la funzione | f| é integrabile in senso impro-
PTI0.

TEOREMA 1.3. Una funzione che ammetta integrale improprio assolu-
tamente convergente ammette integrale improprio.

DIMOSTRAZIONE. Posto ®(c) = [ f(x)dz condizione necessaria
e sufficiente per dimostrare 1’esistenza del
lim ®(c)

c—b~

é verificare la condizione di Cauchy |®(¢/) — ®(¢”)] < e: ma dalla
maggiorazione del modulo segue

/!

[ 1wl

da cui lasserto tenuta presente 'ipotesi che |f]| sia dotata di integrale
improprio convergente. U

|B(¢) = ("] <

Esattamente come nel caso delle serie, se una funzione f ha inte-
grale improprio assolutamente convergente, allora ¢ integrabile anche
in senso improprio.

Inoltre, sempre nel caso di convergenza assoluta, si puo calcolare 'in-
tegrale seguendo l'ordine che piu ci aggrada.
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Limitiamoci, per semplicita, al caso di una funzione

f:(0,00) =R

integrabile in [a, b] per ogni 0 < a < b < +o0. Se scegliamo Iy, Iy, ..., I, ...

successione di intervalli chiusi e limitati tali che
o
I,Cl,.s YneN e U 7 = (0.00),
n=0

allora
| f| integrabile in (0, co)

N
lim /Inf(x)dx: lim /OLf(x)dx _ /Ooof(x)dx.

n—-+00 L—+00

E’ importante sottolineare ancora una volta che nel caso in cui la fun-
zione |f| non sia integrabile, lo stesso procedimento non da luogo allo
stesso risultato: successioni di intervalli diverse, danno luogo a limiti
diversi.

Integrale di Dirichlet. Un esempio di funzione f integrabile in
senso improprio, ma non in valore assoluto, e
sinx

f(x) = f(0)=1, ze€(0,00).

X

Mostriamo, prima di tutto, che ¢ integrabile in [1,00). Infatti,

per ogni L > 1,

Lsina L1 d cosz|L Lcosx
dx = — —(—cosz)dr = — - 5 dz.
Tz 1 T dx x I 1z

L’integrale finale esiste dato che la funzione cosz/x? & assolutamente
integrabile in [1, 4+00)

CoS T 1
’ 5 ‘ S —2 Va: € R
T T
Quindi
, Lgina T cosa
lim dr = —cosl — 5 dz.
L—>+OO 1 X 1 e

Mostriamo ora che |sinz|/x non é integrabile in [1,00). Per k € N,
consideriamo l'integrale di | sin z|/x in [k, (k+ 1)7]. Per la monotonia
di 1/, vale la stima dal basso

(k+1) (k+1) (k+1)m

| sin x| 1 / : (—1)* / :
- > [ S A—
/ " dx > T Dr | sinz| dx 0T Dr sin x dx

km km km
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= (o g 1) Losthm) —cos((k+ Um)] = =5 9v— = 7 9yx
Sommando su k, si ha

(n+1)m (k+1)7

|smx| / |smx| 2 1
[ ey 2 T

™

Dato che la serie armonica ¢ dlvergente, ne segue che il limite e diver-
gente e quindi la funzione |sinz|/x non ¢ integrabile in (0, +00).

Integrali di Fresnel. Un altro esempio di integrali impropri sono
dati dagli integrali di Fresnel, che emergono nella teoria della diffrazione

della luce: - -
/ sin(2?) dx e / cos(2?) du.
0 0

Prendiamo in considerazione I'integrale di sin(z?) in [1, L]. Utilizzando
la sostituzione ¢ = x? e integrando per parti,

L 1 [V sint 1 (VF1 d
/1 sm(x2)d:c:§/1 Wdt:é 1 7£(—cost)dt
cosvVL cosl 1 VI cost
S v ARt nEb Y
L’ultimo integrale ¢ convergente in valore assoluto, dato che
1
— ¢3/2

cost

) VteR

e 1/t32 & integrabile in [1, +00). Quindi, passando al limite per L —
+00, si deduce che la funzione sin(x?) ¢ integrabile in [1, +00), quindi
anche in [0, 4+00), e vale

o0 1 00
1 1 CoS T
. 2 _ . 2 - = el
/0 sin(z?) dz _/0 sin(z®) dx + 20081 4/1 Y dz.

Un fatto eclatante espresso da questo esempio ¢ che esistono funzioni
f = f(z) integrabili in senso improprio in (0,00) che non sono in-
finitesime per x — 400! Nel caso in cui f : [0,400) abbia limite
diverso da 0 per x — oo, la funzione non sara mai integrabile in

(0, 00).
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