Spazi di Banach classici

1. Gli spazi L?(]0,1])
Le funzioni misurabili su [0, 1] costituiscono uno spazio vettoriale V.

Definizione 1.1. Due funzioni f, g € V' si dicono uguali quasi ovunque
se esiste N C [0,1] con m(N) = 0 tale che

Ve ¢ N: f(x) = g(x)

Proposizione 1.2. Se f, g € V sono uguali quasi ovunque riesce
| 1@ = g@lds =0
[0,1]

L’uguaglianza quasi ovunque costituisce una relazione d’equivalenza su
V. indichiamo con L lo spazio vettoriale quoziente di V' rispetto a tale
relazione d’equivalenza.

Definizione 1.3. Sia p > 1, indichiamo con L*([0,1]) il sottoinsieme
dv L tali che

/ |f(x)|Pdz < +o0
[0,1]
Per ogni f € L*([0,1]) si pone

i1 = ([ 1) ”

Definizione 1.4. Si indica con L>([0, 1]) il sottoinsieme di L relativo
alle f € L per le quali esiste N C [0,1] con m(N) = 0 tale che f siano
limitate in [0,1] — N.
Per tali funzioni si indica con
1 £lloc = inf (supzego.-nf(2)])

Proposizione 1.5. Se p; < py riesce

LP([0,1]) < L7([0,1]) < L>=([0, 1])
Proposizione 1.6. Se f € L>([0,1]) si ha

1/l = i 7],
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2. La disuguaglianza di Minkowski
Teorema 2.1. Siano f,g € LP([0,1]), p > 1, riesce
1F+glle < 1fllp+ llglls

DIMOSTRAZIONE. La disuguaglianza deriva dalla convessita della
funzione t*

(1) VA€ [0,1]: (Mg 4 (1= N)t2)” < M+ (1 — Nt
Dalla

(2) [f(@) + g(@)” < (If(@)| + |g(@)])"

posto

a=|fllp, 6=yl

e indicato con
dalla (2) si ha
B 1@+l < @+ 07 (o) + )

a+ oz—l—ﬁgo

servendosi della relazione di convessitd (1) si ha quindi

(%

@)+l < (a4 07 (5

Integrando su [0, 1] si ha quindi

[ ersstares < iy (= [ ors 2 [ o)

P ﬁ p
R0+ b))

a4+ f

Tenuto presente che

1 1
/ fo(z)dr =1, / gh(x)dx =1
0 0

si ottiene .
| 1@+ gt@pae < @+ oy
da cui
1 1/p
([ 1@+ gwpir)  <a+s
cioé

1F+glle <11 fllp+ llglly



3. LA DISUGUAGLIANZA DI HOLDER

3. La disuguaglianza di Holder

Teorema 3.1. Siano p, q due numeri reali maggiori di 1 tali che

1 1
__|__:1
P 4q

allora se f € LP(]0,1]), g € LY([0,1]) si ha

[ 1@t < 71l

DIMOSTRAZIONE. La disuguaglianza deriva dalla seguente
a? bl
ab < — 4 —
p q

che si ricava, a sua volta, studiando la funzione

<0 se 0<t<a'leD)
>0 se a'/le"b < ¢

ne segue
VE>0: h(t)>h(a/@V)=0
da cui
P e
(4) Va,b>0: — +— >ab
p q
La tesi del teorema si ottiene scegliendo
U@, o)l
1f1lp l9llq
da cui

[f(@)g(@)] 1lf@)P  1lg@))
I llpllglle = 2 A1 @ gl
da cui, integrando su [0, 1] si ottiene

lﬁﬁﬁﬁ ~ /Wf )ldz <[ fllpllgllq
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4. La metrica

Gli spazi LP(]0, 1]) sono spazi normati, nel senso che su di essi ¢ definita
una norma || f||, cioé un’applicazione

17([0,1]) = R
tale che
[ fllp < f=0
ANl = ALl

1F+gllp < [1F1lp + N9l

Su LP(]0,1]), come su ogni spazio normato, si definisce una metrica d
ponendo

d(f.9) =IIf = 9gll»
La presenza di una metrica su LP([0, 1]) consente di parlare di conver-

genza: sia {f,(z)} € L?([0,1]), f(z) € LP([0,1])
I fu(e) = fe) & lm lfu— fl, =0

5. La completezza

Le successioni {f,(x)} C LP(]0,1]) convergenti sono successioni di
Cauchy: uno spazio si dice completo quando si verifica anche il vi-
ceversa,

ogni successione di Cauchy € convergente.
Definita la convergenza per le successioni si dispone anche della con-

vergenza per le serie
> fulx)
k=1

inoltre, riferendosi alla norma presente nello spazio, una serie si dice
assolutamente convergente se

o0
DIl < o0
k=1

Sussiste il seguente

Teorema 5.1. Uno spazio normato € completo se e solo se ogni serie
assolutamente convergente é convergente.

DIMOSTRAZIONE.

Supponiamo che lo spazio sia completo




5. LA COMPLETEZZA 5

Se > o2 |1 fxll < oo allora la successione di numeri reali o, = Y, || fil
é convergente e quindi costituisce una successione di Cauchy.

La successione s,(z) = Y ,_, fi(z) verifica, per la disuguaglianza di
Minkowski

m
lsn = smll < S ell = 0w — 0]
k=n+1
quindi {s,(x)} é una successione di Cauchy e, essendo per ipotesi lo
spazio completo, é una successione convergente: quindi abbiamo ri-
conosciuto in uno spazio completo ogni serie assolutamente convergente
é convergente.

‘Supponiamo che le serie assolutamente convergenti siano convergenti

Sia { fr(z)} una successione di Cauchy: possiamo estrarre da essa una
sottosuccessione {f,, ()} tale che

1
||fnk+1 - fnk“ S %

Allora la serie -

Z (fnk_H - fnk)

k=1
é assolutamente convergente, quindi, per l'ipotesi fatta che ogni serie
assolutamente convergente siano convergente, sarda anche convergente.
Ma le somme parziali di tale serie sono

Sm = fnm+1 - fTLl

dire che le s, costituiscono una successione convergente equivale a dire
che la sottosuccessione {f,, (z)} é convergente.

Ma allora se una sottosuccessione della successione di Cauchy { f(x)}
converge, allora, com’é noto tutta la {fx(z)} é convergente. O

Teorema 5.2 (Fisher Riesz). Gli spazi LP([0,1]) sono completi

DIMOSTRAZIONE. Tenuto conto del precedente Teorema 5.1, oc-
corre poter riconoscere che una serie assolutamente convergente, > .~ || fxll, =
M < oo, é anche convergente:

3e L(0.1): sule) =Y fule), lim s, — fll, =0
k=1

Per riconoscere che la serie )"/~ fx(x) sia convergente verifichiamo,
punto per punto la sua convergenza assoluta:

Z | fr()]
=1
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Introdotte le somme parziali della serie dei moduli

gul2) =3 ula)]
k=1
riesce

0< (@) < gurr (@), Ngully <D M filly < M < o0
k=1

Indicata con o
g(x) =Y |fu(2)|
k=1

riesce quindi, per il teorema di Beppo Levi

1 1
/ ¢’(x)dx = lim [ ¢P(x)dzx < MP
0

n—oo 0

condizione che implica che g(z) é limitata quasi ovunque, ovvero che la
serie é quasi ovunque assolutamente convergente e, quindi, convergente:

S ile) = ()

Tenuto presente che |f(x)| < g(z) ne segue anche che f € LP(]0,1]).
Riesce q.o0.

lim s,(z) = f(z), |sn(z)| < g(2)

n—00
ovvero

lim [s,(2) — f@)? =0, |sa(2) = f(2) < 2g(a)"

n—oo
da cui per il teorema di convergenza dominata

lim/o Isn(z) — F(2)[P dz = 0

n—oo
cioé anche
lim [[s, — fl, =0
n—oo
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