Equazione delle onde

1. Soluzioni artigianali

L’equazione alle derivate parziali
U — CAu =0,
indicata anche con il simbolo [u = 0, si chiama equazione delle onde

o equazione di D’Alembert: essa é un’equazione lineare del secondo
ordine di tipo iperbolico.
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Come nel caso unidimensionale anche nei casi bidimensionale, tridi-
mensionale o di dimensioni superiori si possono costruire soluzioni del-
I’equazione di D’Alembert o delle onde partendo da funzioni di una
variabile.

Sia f € C™(R):

-do . l . . 2 1 f .
e caso unidimensionale: uy = ¢*(u,,) la funzione
u(w,t) = fo + *et),
1



2 EQUAZIONE DELLE ONDE
é soluzione dell’equazione delle onde. Infatti

{ uy = Af"(ax + By £ ct) S Au=fetet) = 1

Uge = [ (x £ ct) G2t

e caso bidimensionale: uy = ¢ (uz, + uy,) la funzione
u(z,y,t) = flax + By £ct), o> +p*=1
é soluzione dell’equazione delle onde. Infatti

uy = A f"(ax + By + ct) 1
Upe = P f"(ax + By ct)  —  Au= f'(ax+ fyEct) = Suy
__ Q2N C

Uyy = B*f"(ax + By £ ct)

e caso tridimensionale: uy; = ¢®(uy, + Uy, + us.) la funzione
w(z,y,t) = flaz + Py +yzxct), o’ +5+42=1
é soluzione dell’equazione delle onde. Infatti

uy = A f"(ax + By £ ct)

Upe = 2 f"(ax + By + ct)
Uy, = B2f"(ax + By £ ct)
u,, = V2" (ax + By £ ct)

1
Au = f"(ax + By £ ct) = uy
C

Esempio 1.1. La linearita dell’equazione permette di considerare somme
delle funzioni precedentemente indicate, ancora soluzioni dell’equazione:
cosi ad esempio scelta

f(&) = exp (—(z = 5)°)

constderiamo, assunto ¢ =1,

32
27 ) 27
u(z,y,t) = ;f (a: cos (k§> + ysin <k3—2) — t)

Nelle sequenti Figure si vedono le corrispondenti u(x,y,t) nei tempi
t=0,t=2,t=4,t=6

2. Il laplaciano in coordinate curvilinee

L’importanza delle funzioni a simmetria sferica suggerisce di esprime-
re spesso il laplaciano in coordinate polari piane o polari sferiche: il
conto seguente ricava 1’espressione del laplaciano tridimensionale in un
qualunque sistema di coordinate ortogonali.

Il caso delle polari sferiche ne risulta caso particolare.
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FIGURA 2. u(x,y,t), t=0,t=2t=4,t=6

Siano introdotte nello spazio R? tre nuove coordinate, (qi, g2, q3) legate
alle precedenti (z,y, z) dalle relazioni

qr = f1(I,y>Z) T = <P1(C]17(I2,Q3)
@ = fo(z,y, 2) <~ y = 0a(q1, g2, q3)
a = fs(r,y,2) z = p3(q1, 92, 3)

Supponiamo che anche le nuove coordinate siano ortogonali.

Consideriamo il volume €2 delimitato dalle tre coppie di superfici
fl(xa Y, Z) =G fl(xa Y, Z) =q + d(h
f2(.T, Y, Z) = Q2 f2<x7 Y, Z) =42 + dCI2
fg(IE, Y, Z) =43 fg(fE, Y, Z) = (g3 + dQ3
I coseni direttori delle direzioni dei tre spigoli sono proporzionali ai tre
gradienti

Vor = {0155 Prays Prg,} 1VP2 = 02,5 V2,5 02,3 Vos = {@s,,, 34,5 P34, )
I'ipotesi che si tratti di un sistema ortogonale si traduce nell’ortogo-
nalitd dei tre vettori precedenti, paralleli agli spigoli.

L’elemento di lunghezza nelle nuove coordinate diventa
3

2
ds* = da* + dy* + dz* = Z (%’ql dq1 + @i, dga + @i, dq3)

=1
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sviluppando i quadrati e tenendo conto delle condizioni di ortogonalita
si ricava

ds® = Hidq} + Hidgs + Hidg;
avendo indicato con
Hy =5, +v5,, +¢3,
Hi =g +¢3, +¢3,
Lungo ciascuno degli spigoli, ortogonali tra loro, del volume delimitato

dalle tre coppie di superfici varia una sola delle coordinate ¢: gli spigoli
pertanto saranno

dsy = Hidqy, dsy = Hadgy, ds3 = Hsdgs

cosicché il volume V' (2), tenuto conto dell’ortogomalitd, é approssima-
tivamente
dv = dsidssdss = HyHoyHsdq dgadgs
Per calcolare 'espressione del Laplaciano, Au = div Vu ci serviamo
e del calcolo della div Z tramite il teorema della media e quello
della divergenza,
e del risultato precedente applicato al campo Z = Vu.

Qualunque sia il campo Z dal teorema della divergenza si ha

/ 892.7610_///QdivA(x,y,z)dxdydz

da cui, per il teorema della media

V(Q) div A7, 7,3) = //892.7 do

essendo (7,7, z) un conveniente punto di 2.

Approssimiamo ora il flusso uscente da €2 , trattando {2 come un do-

minio rettangolare, A;, Ay, A3 le componenti normali di Z rispetto
alle facce, e quindi esprimendo il flusso uscente con la somma

Q1+ Q2+ Qs

dei tre flussi uscenti dalle tre coppie di facce parallele.
Una successiva approssimazione relativa ad assumere le componenti

normali Ay, As, Az del campo Z costanti su ciascuna faccia conduce
al seguente risultato

Q1 = Aydsadss) — Aydsydss|, =

q1+dq1
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= <A1H2H3| — A1H2H3|q1> dgadqs

q1+dq1

da cui, approssimando

0

(A Hy Hs| e
1

A1H2H3|q1> ~ (A1HoH3)dgy

q1+dq1

sl ricava

0
Q1 =~ a—(A1H2H3)dQ1dQ2dQ3
qi1

Analoghe approssimazioni per le altre due coppie

0

Q2 ~ ag —— (A2 H1Hs)dg:dgodgs,
1

Q3 q (A3H1H3)dQ1dQ2dQ3

Ne segue pertanto, tenuto conto di tutte le approssimazioni preceden-
temente osservate,

_ 1 0 0 0
div X(l", y,z) = O, {8q1 (A1HyHj) + %(A2H1H3) + %(ASHlH?»)}

Se il campo X é un gradiente, Z = Vu allora
div Z = Au

e quindi, tenuto conto che le componenti di Vu normali alle tre coppie
di facce, relative rispettivamente a ¢; = costante, g = costante, g3 =
costante sono le derivate di u nella direzione normale esterna alle facce,
facce che corrispondono a ¢ costante, oppure ¢o costante oppure g3
costante.

Le tre derivate normali sono pertanto:

¢

w(qr + dqi, g2, q3) — u(qu, g2, 43) ( uw(q1 +dqi, g2, 93) — u(q, g2, 43)

ds, Hydg

u(q17q2 +d(127(I3) _U(QhQqu?)) ~ u<q1’q2 +dq27Q3) - U(Q1,qQ,Q3)
dssy Hydgo

u(qr, g2, g3 + dgs) — u(q1, ga, q3) u(q1, g2, g3 + dgs) — u(qr, g2, q3)

\ dss \ Hsdgs
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da cui le tre componenti normali del gradiente diventano
(1 Ou
Hy 0q
1 Ou
Hj 0o

1 Ou
\ H3 aQ3

1 0,1 ou 0 , 1 Ou
PP S S AR A A
" H1H2H3{5Q1 H, 0q 2Hy) 8Q2<H2&I2

—H,H;) +

9
Oqs  Hj

ou
—H H
905 143

Il caso pii importante si riferisce alla scelta delle coordinate polari

sferiche (q1,q2,q3) = (p, 0, ¢):

x = psin(f) cos(yp), y = psin(f) sin(y), z = pcos()

Con tale scelta riesce

H, =1, Hy = p, H3 = p sin(0)

Sostituendo nella formula generale ottenuta precedentemente si ottiene

Au(z,y,z) = 02%11(9) {gp (p*sin()u,) + % (sin(@)uyg)

formula che pud scriversi come

1 0

1

“z ()

1 -
A = —— (p? — 7 (s
u(z,y, z) 2o (p*u,) + 2 sin(0) 90 (sin(6)ug) + g sin2(9)uw

In particolare le funzioni armoniche a simmetria sferica, cioé dipendenti

solo da p, verificano 1’equazione

0
ap (P*u,) =0

3. Onde sferiche
Sia P() = (ZE07 Yo, ZQ), pOStO

r=/(z—20)2+ (y — %) + (z — 20)?

)
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sia w una funzione a simmetria sferica rispetto al punto (xg,yo, 20),
soluzione dell’equazione delle onde: scritto il laplaciano in coordinate
polari sferiche si ha

0 2u
A= — (p*u,) = upp + —
o 0 (P P)
L’equazione delle onde si riduce pertanto a
(o)
Uy = C | Uppr + —U,p | .
r
equazione che puo essere riscritta come
(ruw)y = A(ru),
la funzione v(r,t) = ru(t,r) soddisfa quindi I’equazione delle onde

unidimensionale,
vy =
quindi pud essere espressa come
ru(t,r) = F(r —ct) + G(r + ct),

da cui si ricava

u(t,r) = % (F(r—ct) + Glr + ct)},

Ognuna di tali funzioni, ognuna riferita a punti F, diversi, pud essere
interpretata come un’onda sferica generata in un punto Py = (zo, ¥o, 20)
e che si propaga con velocita c.

Le funzioni cosi ottenute hanno carattere infinitesimo all’infinito, per
via del fattore 1/r che non compariva nel caso unidimensionale.

3.1. Il problema di Cauchy.
Il problema di Cauchy, nel caso di dati a simmetria sferica,

uy = A
u(r,0) = o(r)
Ut(r7 0) - ¢<T>

con ¢(r) limitata, si traduce nella determinazione della soluzione v(r, t)
del problema unidimensionale

Uy = Upy
v(r,0) = rp(r) r>0
v (1, 0) = rp(r) t>0
v(0,t) =0
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La soluzione di quest’ultimo si rappresenta, prescindendo dall’ultima
condizione v(0,t) = 0 come
r+ct

v(r,t) = % [(r+ ct)p(r+ct) + (r—ct)p(r —ct)] + 2—6/ s1(s)ds

r—ct

La condizione ulteriore v(0,t) = 0 é automaticamente soddisfatta se le
funzioni ry(r) e ry(r) sono dispari il che significa che le ¢(r) e ¥(r)
sono pari.

Esempio 3.1. Consideriamo il problema

uy = AAu
u(r,0) = e
u(r,0) =0

Riesce, posto f(r) = re=",

W) = 5 0+ f=1) = ulrt)= o+ 1)+ f—1)

OVVETO
1
u(r,t) = > {(T + 75)6_(7"“)2 + (r— t)e_(r_t)Q}
r
Le figure sequenti rappresentano il grafico della funzione u limitata-
mente al piano z = 0 e relativamente ai tempit =0, t =1, t=2,t =3

4. L’operatore di media

Assegnate funzioni f(z), g(z,y), v(z,y,2) di una, due o tre variabili
consideriamo gli operatori di media

(Mffer} =A@+ ),
1
 Mg{z,y,r} = 27nw/SHMMg(é“ﬂ?)ds
1
\ Muv{x,y,z,r} = 4T27T//S[{x,y,z},r]v<§7n, () do

dove S[{x,y},r| é la circonferenza di centro {x, y} e raggio r e analoga-
mente S[{z,y, z},r] é la superficie sferica di centro {z,y, 2z} e raggio
r e il secondo e terzo integrale sono il primo curvilineo e il secondo
superficiale.
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t),

?

z,y,0

(

F1GURA 3. u

é stato gid usato per rappresentare la soluzione

Il primo dei tre operatori

del problema di Cauchy per l'equazione delle onde in R!, scegliendo

r = ct.

— 2 riesce

/02m(

2

1. Siav(z,y) =z

.

Esempio 4

0))rdo

x +rcos(f),y + rsin(

1
2rr

Muv{z,y,r}

/«27r
0

(il risultato non dovrebbe stupire: v(z,y)

u(z,y,r)

2

Y

(y + rsin(6))*) df = 2* —

((:L‘ + 7 cos(6))?

1
2

€ una funzione

2

)

2

=T

1l suo wvalore nel centro di un cerchio deve essere la media
dei valori sulla circonferenza che lo delimita !)

armonica:
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Esempio 4.2. Sia v(x,y) = 2* + y® riesce
1 2

e yor) = Mofoyr) =5 [ wol +reos(9).y + rsin6) rdo =
7 Jo

= % i 7 ((z +rcos(6))® + (y + rsin(6))®) do =
1

=3 (r*By+1)+2(2* +y*))

Consideriamo in particolare il terzo dei tre operatori di media, e dimo-
striamo, in relazione ad esso alcune proprieta fondamentali, riferendoci,
per semplicitd, a funzioni v(z,y,2) € C=(R3)

Proposizione 4.3.

ll_I)I(l) Muv{z,y,z,r} =v(z,y, 2)

DIMOSTRAZIONE. Il risultato deriva direttamente dalla

msinv < Mv{z,y,z,r} < max v

tenuto conto che

lim minv = lim maxv = v(x,y, 2)
r—0 S r—0 S

Proposizione 4.4.

lim ang{:c, y,z,r} =0

r—0 Or

DIMOSTRAZIONE. Il risultato deriva dall’essere Mv{z,y, z,r} fun-
zioni pari di r, e quindi necessariamente con derivata nulla nell’origine.
La dimostrazione seguente prescinde dall’osservazione fatta sopra:

posto ? ={z,y,z} si ha

Mo{B,r} = ﬁ//mrv(? D) doy

avendo indicato con do; 1’elemento superficiale corrispondente al raggio
r=1.
Ne segue

%MU{?, = ﬁ//mTW(? +r7) V doy



4. I’OPERATORE DI MEDIA 11

Passando al limite per » — 0 si ha quindi, per continuité,
0 1
lim —MU{?,’F} = —// VU(?) 7 doy
r—0 Or am )] sq,

Tenuto conto che, per esempio ricordando il teorema della divergenza,

/ 7 d0'1 =0

a0,

se ne deduce
limng{?,r}:m/ T doy =0
r—0 Or 47 09,

Esempio 4.5. Sia v(z,y) = 22 + y> riesce

w(z,y,r) = Mo{x,y,r} =

2
L wv(x +rcos(f),y + rsin(f)) rdf =
2rr Jo

2

= [ r (e reos(8)) + (y + rsin(6))*) db =

2mr Jg

(r*By+1)+2 (2 +y%))

N | —

E evidente che
N 2, .3 2, .3
ll_rg%i(r (3y+1)+2(x —i—y)):x +vy° =v(x,y)

E evidente che

01 im 2L
55 PGy D) +2 (2" +4°) =r@By+1) = limooo (@B + 1) + 2 (2* +47°)) =0

Proposizione 4.6.
0? 20
9 Mo{P 29 Mu{B.r) = AMo{P
5,2 v{ ’r}+r6r v{P,r} v{P,r}

DIMOSTRAZIONE. Indicata con €2, la sfera di centro P e raggio r,
e con 0f2, la superficie sferica che la delimita, si ha

0 1 1
—M ? = do, = A dndc.
o v{P,r} 47rr2/ BQTVUV o 47r7"2// o vd&dnd¢

L’ultimo integrale si pud calcolare in coordinate polari come

1 r s 2
/ p2dp / Avsin(0)dOdyp
0 o Jo

A2
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Ne risulta

0? 0 1 T,
il -2 A —
8T2MU{?’7’} 5 <4W2 /0 p2dp / o vd01>

1 T 2m ) T ™ 2m
= — Avsi - 2 Avsi =
47r/0 /0 vsin(0)dOde g /0 p dp/o i vsin(6)dOde

1 2 0
= 47TT2//8QTAUdO' — ;5 MU{?,T}

Riassumendo si ottiene quindi

9? 20 B 1
2= = A
57 M’U{?,T} + o Muv{P,r} //S[W] vdo

47 12

Tenuto presente che la regolaritd di v riconosce, per ogni r > 0

ApMv{P,r} =M Av{P,r}

Si ha quindi la relazione

0? 20
wMU{?,T} + ~5 MU{?,T} = ApMuv{P,r}

Corollario 4.7. La funzione
u(z,y,z,r) = Mv{z,y, 2,1}
verifica l’equazione
A(ru) = (ru)
DIMOSTRAZIONE. Infatti
(rw)rr = 2y + T,
che per la precedente proposizione coincide con

ri\u

Tenuto presente che 'operatore /A opera solo su x,y, z € non su r riesce
anche

rAu = A(ru)

da cui, complessivamente,

A(ru) = (ru)
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Proposizione 4.8. La funzione
u(z,y, z,t) = tMv{z,y, z,ct}

verifica l'equazione delle onde.

DIMOSTRAZIONE.

(rMv(P,7))yr = AMv(P,r)  —  (ctMuv(P,ct))y = A(ctMu(P, ct))

OvVVero
(tMv(P,ct))y = CA(EMv(P, ct))

Esempio 4.9. Sia v(z,y,z) =1+ 2> +y* + 2* riesce
u(z,y,z,r) =

47r1r2 /7r sin(6)do /0 ’ {1 + (z + rsin(f) cos(¢))? + (y + rsin(f) sin(p))*+
(z+rcos(0) )} rPde =

(3 +5r* By + 62"+ 1) + 15 (2> + > + 2* + 1)) = v(x,y, 2,7)

1
15
Verifiche:
Media : S osservi come u sia funzione pari in r,
Prop.4.3:
limov(z,y, z,r) = 2> +y> + 24 + 1
r—0
Prop.4.4 :
ﬁv(x Y,z,r) = 1 (12r® + 10r (3y + 62 +1)) —
or 7 15
— i 0 ( )=0
TI_I}(l) aTU x;ZJ;Z;T -
Prop.4.6:
8—2( )—i(362+10(3 +62° + 1))
5,20 (@Y, % 7) = 7 r y+ 62
20 2
;EU@’ Y, z,r) = i (127“2 + 10 (By +62% + 1))

1
Av(x,y, z,r) = G (60r* + 15(2 + 6y + 1227))

St verifica che

0? 20
Ty, 2, 1)+ ;Eu(x,y, z,r) = Au(z,y,z,7)

o2
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Prop. 4.8 : posto
u(z,y, z,t) = tv(z,y, z, ct)

T1eSCE

u(x,y,z,t):%(3c4t4+5c2t2 (3y+622+1>+15 (x2_|_y3+24+1))

g = 2%t (202752 + 3y + 622 + 1)

Au(z,y, z,t) =t (402752 +122% + 6y + 2)

5. Il problema di Cauchy

Le soluzioni del problema

Uy — A\ =0,
w(z,0) = f(z), zeRt>0
ut<x70) :g(x)

SO0 espresse da

(1) u(z,y,z,t) =t Mg{x,y, z, ct} + % (tM f{z,y,z, ct})

La verifica della bonta di tale formula deriva dalle numerose Propo-
sizioni relative all’operatore di media, stabilite nel precedente para-
grafo.

5.1. Verifica.
Posto

(2) ul(w,y,z,t):Mg{x,y,z,ct}, U’Q('xay)Zat) :Mf{x,y,z,ct}

riesce
92

or? {tur + (tua)e} = A {tur + (tun)e}

u(z,y, z,t) = tug + (tug)y = tug +ug +t(ug)y — 11_1)15u = 11—{% Uy = f

w(x,y, z,t) = uy + t(ug)e + 2(ug)s + t(ug)y —  limu=limu; =g
t—0 t—0
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6. L’equazione delle onde in un cubo

Supponiamo di voler descrivere la propagazione del suono dovuto ad
un rumore iniziale, in una stanza cubica.
Il problema da porre ¢ il seguente

Pu o (O*u  DPu  FPu
= + =+
ot? oxr?  oOy? 022

nel cubo
Q: ze€(0,7],y€0,n],z€]0,n]
con condizioni al contorno nulle al bordo:
uw(0,y, 2z,t) = u(m,y, z,t) =0, ecc.
Supponiamo assegnate le condizioni iniziali sia u(z, y, z,0) che u(x, y, z, 0)
per ogni (z,y, z) € Q.

Soluzioni dell’equazione, rispettose delle condizioni al bordo sono espresse

da
A(t) sin(nx) sin(my) sin(pz)
sostituendo nell’equazione si deve avere
A"(¢) sin(nz) sin(my) sin(pz) = —c*(n*+m?>+p®) A(t) sin(nz) sin(my) sin(pz)
da cui
A(t) = apmyp cos(cy/n? +m? + p?t) + Bpmpsin(cy/n? + m? + pt)

da cui la soluzione espressa dalla somma delle due serie

Z Qnmp COS(c/N? + m? + p?t) sin(nx) sin(my) sin(pz)

Z Bn,mpsin(cy/n? + m? + p?t) sin(nx) sin(my) sin(pz)

I coefficienti ay,mp € Bymp Sono poi scelti in modo opportuno a sod-
disfare le due condizioni iniziali

{ w(x,y,2,0) = > apm, sin(ne) sin(my) sin(pz) = ¢(z,y, 2)

u(2,y,2,0) = > Brmpcy/n? + m? + p? sin(nz) sin(my) sin(pz) = ¥(x,y, 2)
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6.1. Unicita.

La linearita del problema riconduce il teorema di unicité all’assenza di
soluzioni non banali per il problema omogeneo.

Consideriamo, come nel caso unidimensionale

E(t) = // ) {A(u}+u) +ul) +u)} dudydz

Se u é soluzione del problema con condizioni al bordo nulle e dati iniziali
nulli, riesce £(0) = 0:

E'(t) = 2// { (Uptor + Uyuys + wztizy) + wpuy) } dadydz
0

da cui, integrando per parti si ottiene

E'(t) = 2// {—02(um + Uyy + Uzy) + utt)} uy dedydz = 0
da cui '
Et)=0 — u(zr,y,zt) =costante — u(x,y,z,t)=0
7. Il teorema di unicita in R"
Supponiamo n = 3.

Teorema 7.1. Il problema

Uy — A\ u =0

u(z,0) = f(x) |z —x9] <R

u(z,0) = g(z)
dove, per brevitd, indichiamo con x la n—upla delle coordinate del punto
e con |x — xo| la distanza in R™, ammette una sola soluzione.

&
5
BRI
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F1GURA 4. Il cono unione delle sfere B(t) in dimensione
le2: (xo,y0) =(1,1),c=2, R=10,t € [0,5]
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DIMOSTRAZIONE. Indichiamo per ogni ¢ € [0, R/¢]
B(t): |t —x9] < R—ct

la sfera di R™ di centro (zo,t) e raggio R — ct.
Nella Figura 4 a destra le sfere B(t) sono i cerchi, orizzontali, sezione
del cono disegnato con i piani ¢t = costante.

roste E(t) = %///B(t) (uf (2,1) + & Vulz, 1)) dv

integrale esteso alla sfera 3-dimensionale B(t), che in coordinate sferiche
si scrive come

R—ct T 27
%/ dp/ sin(6)d6 / (uf (z,t) + | Vu(z, 1)) p°de
0 0 0

riesce
dE c [T o
w_: / sin(0)d6 / (i2(2, 1) + [ Vule, O)) (R — ct)*dpt
0 0

ovvero anche

—|—/// (ut uy + *(Vu, Vut)) dx
B(t)
dFE

S+ Vi) dos [[[ o 390 9w) s
dB(t) B(t)

Tenuta presente l'identita
(Vu, Vuy) = div (v, Vu) — v Au

si riconosce che

/ / / s (Vu, Vuy)dz = / / / » A(div (uVu) — uAu)de

da cui, sostituendo nell’espressione precedente, tenuto conto che
Uy — 2 Au =0

si ha

@ — _E// (u?(x,t) + CQ\Vu(x,t)P) d0'+/// div (u;Vu)dz
dt 2 AB(1) B(t)

da cui, servendosi, nell’ultimo addendo del teorema della divergenza,

dE
i _E// (uf+02|vu|2—cutVu7) dx
dt 2J.) a8

essendo v il versore normale sterno alla sfera B().
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Tenuto conto che
(uj + | Vul> = 2cu,Vu 7) > W2+ |Vl —2c|w||Vu| = (Jug] — ¢|Vul])?

dE c// 9
— = —— w| — 2¢|Vu|) de <0
i =5 Gl = 2lve)

Ne segue che

(B(t)>0, E(t)<0, E0)=0} — E{t)=0

riesce

Ne segue
VeeB(t) te[0,R/c]: uy=0, Vu=0 — u=0

Riferendosi alla Figura 4 a destra il conto precedente mostra che se
f(z) = g(X) = 0 per |z — xo| < R allora u(z,t) = 0 in tutto il cono
unione delle sfere B(t) t € [0, R/c]. O

8. Il caso bidimensiomale

La formula (1) trovata in tre dimensioni, vedi pagina 14, consente
di rappresentare la soluzione del problema dei valori iniziali anche in
due dimensioni: basta naturalmente che i dati iniziali assegnati f e g
dipendano solo dalle due variabili x e y

La formula di pagina 14

@%thhml/énOMﬁ&< %Janch

diventa

e t) = oz [ €+ 5 (ot [ i&mioe)

e anche il risultato, dal momento che le funzioni integrande non dipen-
dono da z, non dipenderda da z, sara pertanto

(x y? - 2t2// fnd00t+at4 2t2/ ffndO-Ct

U = 2 {Ugy + Uyy + Uz } = vy = A {vg + vy}
limy_ou = f —  limy v =f

limy ou; = g —  limy v =g
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8.1. Un’espressione bidimensionale.
Le espressioni di media piu volte usate
Mf{x7 y’ 27 T} =
1

= 5 // f(z+r cos(0 cos(p), y+r cos(f sin(y), z+rsin(f) )do,
A2 JJ sl

si riducono, nel caso che f non dipende dalla terza variabile,

e a poter scegliere z a piacere, per esempio z = 0

e a integrare invece che su tutta la sfera a integrare due volte
sulla semisfera superiore,

e semisfera che si rappresenta in modo cartesiano come

=2 =@ =+ —n (En) e (@=*+(y—n)* <1
rd€ dn
V=@ =2+ (y — n)?]

Riesce pertanto

e do =

d§ dn

N L :L f(fﬂ?)
Mf{x,y, 21} 27”0//%\/742_[(;,;_g)2+(y—77)2]

Riferendosi alle funzioni u; e uy precedentemente introdotte a pagina
14, riesce

(2,9,1) Qm//m V=[x =62+ (y — 1) St
ot f(&n) _
"o {27075//@ V=[x =&+ (y —n)?] dgdn}
da cui

u(z,y,t) =

L 9(&:n)
onc {/ /. N eI ET R

] f(&n)
ot (//Q V2 =z =2+ (y —n)? h dn) }

essendo f e g i due dati iniziali.

La precedente espressione é detta formula di Hadamard.

Le onde rappresentate dalla formula precedente, nel caso bidimension-
ale, si chiamano spesso onde cilindriche, mentre si chiamano piane
quelle unidimensionali e sferiche quelle tridimensionali.
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9. Interpretazione fisica

Supponiamo che i dati iniziali siano uguali a zero al di fuori di una sfera
Qq: il carattere locale con il quale 'operatore di media permette di
costruire la soluzione in ogni punto (z,y, z) e in ogni tempo ¢ permette
di riconoscere che detta

S(t): V(E—a)+(n—y)*+(C—2) =ct

S(t) ﬂQO =0 — ulr,yzt)=0

Pertanto, indicate con d la distanza (minima) di (z,y,2) da Qp e D
quella massima riesce

d
t<—- — ulzr,yzt)=0

t>— — ulx,y,zt)=0
c

Quindi il valore u(z,y,z,t) é modificato dal valore zero nel punto
(x,y, z) solo nei tempi

...al passare del tempo quindi la perturbazione (I’onda) sparisce:

e in un certo punto, ad esempio nell’origine, avviene, al tempo
t = 0 un colpo secco,

e nei punti lontani nei primi tempi ¢ ~ 0 non si sente nulla,

e a un certo tempo t* si sente il colpo,

e dopo poco, per t > t* + ¢ ¢’é di nuovo il silenzio !

Supponiamo ora di fissare il tempo t = t: la funzione u(z,y, z,ty) puod
essere diversa da zero solo se la superficie sferica S(t) di centro (x,y, 2)
e raggio cty interseca €.

In altri termini u(x,y, z,t9) # 0 solo per i punti delle sfere di centro
(20, Yo, 20) € Qo.

L’inviluppo esterno ed interno di tali famiglie di sfere costituiscono i
fronti d’onda.

9.1. Il caso bidimensionale. La formula
u(z,y,t) =

b 9(&n) g d
2me {//Qr\/ﬂ—[(l’—f)“r(y—n)g] St

9 f(&m)
ot (//Q V2 =z =&)2+ (y—n)? h dn) }
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precedentemente stabilita fa ricorso invece che ad integrali su superfici
sferiche a integrali su cerchi: la differenza é notevole.

Fissato infatti un punto (z,y) la funzione u in tale punto al tempo ¢
pu6 essere diversa da zero solo se il cerchio €2, interseca (.

Questo accadra se r = ct é abbastanza grande, diciamo per t > t*.
Nei tempi successivi il cerchio continua, ampliandosi ulteriormente, ad
intersecare €)g.

Non accade quindi quel

passaggio dell’onda
che avevamo riconosciuto in R3. La perturbazione di u(x,y,t) inizia

ad un tempo t* e ...non termina, anche se, per via del denominatore
presente nei due integrali, va affievolendosi.

Esempio 9.1. I sassolino nello stagno:

e cade il sassolino in un punto e li l’acqua € perturbata, comin-
ctano a crearst cerchi perturbati,

e nei punti un po’ lontani in un primo tempo non si avverte
alcuna perturbazione,

e o un certo momento arriva la prima perturbazione,

e poi ne arrwano altre, pid tenui,

e tuttavia l’acqua non torna piu ad essere calma come prima...!
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