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Parte 1

Il corso





CAPITOLO 1

R2 spazio vettoriale normato

1. Il piano cartesiano: R2 come insieme

L’insieme R2 é dato delle coppie ordinate di numeri reali

P ∈ R2 ⇔ P ≡ (x, y) con x ∈ R e y ∈ R.

Tale insieme puó essere identificato, tramite un riferimento cartesiano,
con il piano.
Coppie ordinate vuol dire che se, ad esempio, P ≡ (3, 7), Q ≡ (7, 3)
allora

P 6= Q.

Il concetto di coppie ordinate é familiare: il giorno 4 marzo,(4, 3) é
diverso dal 3 aprile, (3, 4).
I due numeri 3 e 7 si dicono coordinate di P ≡ (3, 7), la prima si
denomina anche con xP e la seconda con yP , quindi, nei casi precedenti

xP = 3, yP = 7, xQ = 7, yQ = 3

Osservazione 1.1. Le terne (x, y, z) di numeri reali rappresentano
lo spazio R3 che si identifica , tramite un riferimento cartesiano, con
lo spazio fisico; le quaterne (x, y, z, w) formano R4 e possono pensarsi
come punti di uno spazio di dimensione 4 ecc.

2. La struttura di spazio vettoriale

Sugli elementi di R2 sono possibili le due operazioni seguenti:

• La somma :

somma : R2 × R2 → R2

+ : {(x, y), (x′, y′)} → (x+ x′, y + y′)

L’interpretazione geometrica insegna, per determinare la som-
ma, la regola del parallelogramma.

3
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Figura 1. La regola del parallelogramma.

• La moltiplicazione per uno scalare:

moltiplicazione : R× R2 → R2

. : {λ, (x, y)} → (λx, λy)

Osservazione 2.1. La somma e la moltiplicazione per uno scalare
stanno rispettivamente alla base delle seguenti trasformazioni del piano

• traslazioni
• omotetie

Combinando la somma e la moltiplicazione introdotte, riconosciamo
che

R2 è uno spazio vettoriale su R
In altre parole si ha:

se P,Q ∈ R2, e α, β ∈ R, allora αP + βQ ∈ R2

Esplicitiamo la frase precedente:

se (x, y), (x′, y′) ∈ R2, e α, β ∈ R, allora

(αx+ βx′, αy + βy′) ∈ R2
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2.1. ATTENZIONE. La proprietà di ordinamento ben nota in
R si perde in R2. In altre parole la frase:

P ∈ R2, P ′ ∈ R2, P è minore di P ′

è priva di significato in R2.
E, d’altra parte, in che senso (0, 1) potrebbe essere minore o maggiore
di (1, 0) ?

3. R2 come spazio normato

Sia
P = (xP , yP ) ∈ R2

si chiama norma (o anche modulo) di P il numero reale non negativo
definito da

(1) ‖P‖ =
√
x2
P + y2

P

Indichiamo la norma ‖P‖ con due linee verticali, ‖ ‖, per sottolineare
il legame con il modulo | | definito in R.
La norma é un’applicazione da R2 in [0,+∞) . . . é una funzione di due
variabili:

‖ ‖ : R2 → [0,+∞)

La norma ‖P‖ rappresenta, tenuto conto del teorema di Pitagora, la
lunghezza dell’ipotenusa del triangolo rettangolo 4OPH essendo
O ≡ (0, 0), H ≡ (xP , 0).

É quindi ragionevole dire anche che la norma ‖P‖ rappresenta la di-
stanza di P dall’origine O e dare ad essa, in virtú del legame osservato
con la geometria euclidea, il nome di norma euclidea.

Lo spazio vettoriale R2 dotato della norma si dice

spazio vettoriale normato.

3.1. Proprietá della norma.

• positivitá. Per ogni P ∈ R2 riesce ‖P‖ ≥ 0

‖P‖ = 0 ⇔ P = O

• omogeneitá. Per ogni P ∈ R2, λ ∈ R riesce

‖λP‖ = |λ| ‖P‖
in particolare ‖P‖ = ‖ − P‖
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• disuguaglianza triangolare. Per ogni P,Q ∈ R2 riesce, vedi
Figura 2

‖P +Q‖ ≤ ‖P‖+ ‖Q‖

Figura 2. ‖P + Q‖ ≤ ‖P‖ + ‖Q‖, | ‖P‖ − ‖Q‖ | ≤
‖P −Q‖

Le prime due affermazioni sono evidenti, la terza (molto meno ovvia)
é dimostrata di seguito come un utile . . . esercizio algebrico
Osserviamo il seguente

Teorema 3.1. Qualunque siano P,Q ∈ R2 riesce

| ‖P‖ − ‖Q‖ | ≤ ‖P −Q‖

Dimostrazione.

P = Q+ (P −Q) ⇒ ‖P‖ ≤ ‖Q‖+ ‖P −Q‖
da cui

(2) ‖P‖ − ‖Q‖ ≤ ‖P −Q‖
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Analogo procedimento partendo da

Q = P + (Q− P ) ⇒ ‖Q‖ ≤ ‖P‖+ ‖Q− P‖

da cui, tenuto conto che ‖Q− P‖ = ‖P −Q‖, segue

(3) ‖Q‖ − ‖P‖ ≤ ‖P −Q‖

Le (2) e (3) implicano quindi la tesi. �

3.2. Un esercizio algebrico.
Siano

P ≡ (xP , yP ), Q ≡ (xQ, yQ)

‖P +Q‖ ≤ ‖P‖+ ‖Q‖
equivale a verificare che

(4)
√

(xP + xQ)2 + (yP + yQ)2 ≤
√
x2
P + y2

P +
√
x2
Q + y2

Q

ovvero elevando al quadrato,

(xP + xQ)2 + (yP + yQ)2 ≤ x2
P + y2

P +x2
Q + y2

Q+2
(√

x2
P + y2

P .
√
x2
Q + y2

Q

)
Semplificando si riconosce che resta da verificare che, qualunque siano i
quattro numeri xP , yP .xQ, yQ si abbia

xP .xQ + yP .yQ ≤
√
x2
P + y2

P .
√
x2
Q + y2

Q

Se xP .xQ+yP .yQ ≤ 0 abbiamo finito altrimenti elevando ancora al quadrato,
si deve avere

x2
P .x

2
Q + y2

P .y
2
Q + 2xP .xQ.yP .yQ ≤ x2

P .x
2
Q + y2

P .x
2
Q + x2

P .y
2
Q + y2

P .y
2
Q

Semplificando i termini a primo e secondo membro siamo ridotti a verificare
la diseguaglianza

(5) 2xP .xQ.yP .yQ ≤ y2
P .x

2
Q + x2

P .y
2
Q ⇔ (xQyP − xP yQ)2 ≥ 0

Quindi la (5) é vera e, quindi con essa anche la diseguaglianza iniziale (4)
ad essa equivalente.

3.3. Una digressione: altre norme. La norma

‖(xP , yP )‖ =
√
x2
P + y2

P

soddisfa le tre proprietá elencate in 3.1 e si chiama norma euclidea.
A fianco alla norma euclidea si possono considerare altre espressioni che
continuano a soddisfare tali proprietá e che pertanto meritano anch’esse
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il nome di norme.
Ad esempio le seguenti

‖(xP , yP )‖1 =
√

4x2
P + 9y2

P

‖(xP , yP )‖2 = |xP |+ |yP |

‖(xP , yP )‖3 = max(|xP |, |yP |)

Sussiste, al riguardo di tali varie norme diverse, il seguente importante

Teorema 3.2. Sia ‖P‖ l’ordinaria norma euclidea e sia ‖P‖k un’altra
norma, cioé un’altra applicazione

‖.‖k : R2 → [0,+∞)

che soddisfi le tre proprietá 3.1. Allora esistono due costanti positive
m ed M tali che

m ‖P‖ ≤ ‖P‖k ≤ M‖P‖

Dimostrazione. Limitiamoci a verificare il teorema proposto nel
caso che la norma ‖P‖k sia una delle tre precedentemente proposte:

• il caso della prima norma:

‖P‖ =
√
x2
p + y2

P ≤
√

4x2
p + 9y2

P = ‖P‖1

‖P‖1 =
√

4x2
p + 9y2

P ≤ 3
√
x2
p + y2

P = 3‖P‖

‖P‖ ≤ ‖P‖1 ≤ 3‖P‖
• il caso della seconda norma:

‖P‖ =
√
x2
p + y2

P ≤ |xP |+ |yP | = ‖P‖2

‖P‖2 = |xP |+ |yP | ≤ 2
√
x2
P + y2

P = 2‖P‖

‖P‖ ≤ ‖P‖2 ≤ 2‖P‖
• il caso della terza norma:

‖P‖ =
√
x2
p + y2

P ≤ 2 max(|xP |, |yP |) = 2 ‖P‖3

‖P‖3 ≤ 2
√
x2
P + y2

P = 2‖P‖

1

2
‖P‖ ≤ ‖P‖3 ≤ 2‖P‖

�
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Osservazione 3.3. Qual’é il valore del precedente teorema ?
Se tutti i punti di un certo insieme {P1, P2, . . . Pn} hanno norma eu-
clidea ‖Pi‖ ≤ ρ allora avranno, di conseguenza, le norme ‖Pi‖k ≤M ρ
Viceversa se tali punti avessero tutti ‖Pi‖k ≤ r allora avrebbero anche
norme euclidee

‖Pi‖ ≤
1

m
r

In altri termini ogni norma é dominabile dalle altre . . .

4. La distanza

Definizione 4.1. La distanza d : R2 × R2 → [0,+∞) di due punti

P = (xP , yP ) Q = (xQ, yQ)

si definisce come la norma del vettore Q− P da essi determinato

d(P, Q) = ‖P −Q‖ =
√

(xP − xQ)2 + (yP − yQ)2

La distanza si indica spesso anche con la notazione

d(P, Q) = PQ

Definizione 4.2. Un sottinsieme A ⊆ R2 si dice limitato se ∃M ≥ 0
tale che ∀P ∈ A si abbia ‖P‖ ≤M.

Osservazione 4.3. Dal precedente Teorema 3.2, vedi anche l’Osser-
vazione 3.3, discende che per un insieme A ⊆ R2 la limitatezza non
dipende dalla norma scelta: se A é limitato rispetto ad una norma,
ad esempio quella euclidea, allora é di conseguenza limitato rispetto a
qualsiasi altra norma e viceversa.

4.1. Le proprietá della distanza.

• La distanza tra due punti P e Q é nulla se e solo se i due punti
coincidono.

• La distanza é simmetrica: cioé la distanza di P da Q é la stessa
della distanza di Q da P

• Vale la proprietá triangolare : comunque si prendano tre punti
P , Q ed R riesce

PQ ≤ PR + RQ

Si tratta di tre proprietá immediate conseguenze delle tre proprietá
della norma osservate precedentemente.
Nel caso di due punti P = (xP , yP ) e Q = (xQ, yQ) messi sulla stessa
orizzontale, yP = yQ, riesce

PQ =
√

(xP − xQ)2 = |xP − xQ|
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ricordate il modulo...!
Il non metterlo avrebbe conseguenze devastanti:

• la distanza PQ potrebbe venire negativa,
• la distanza non sarebbe piú simmetrica.

Analoga attenzione al caso di punti messi sulla stessa verticale xP = xQ,

PQ =
√

(yP − yQ)2 = |yP − yQ|

4.2. Una diseguaglianza fondamentale. |xP − xQ| e |yP − yQ|
rappresentano le lunghezze dei due cateti del triangolo rettangolo PQP’,
vedi Figura 3.

Figura 3. Il teorema di Pitagora

Tenuto conto che la lunghezza dei cateti é minore di quella dell’ipotenusa
si ha

|xP − xQ| ≤
√

(xP − xQ)2 + (yP − yQ)2,

|yP − yQ| ≤
√

(xP − xQ)2 + (yP − yQ)2

e ovviamente

|xP − xQ|+ |yP − yQ| ≤ 2
√

(xP − xQ)2 + (yP − yQ)2
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4.3. L’invarianza per traslazione. Scelto un punto T la cor-
rispondenza τT che fa corrispondere a ogni P ∈ R2 il punto τT (P ) =
P + T si dice traslazione determinata da P.
Sussiste il seguente importante

Teorema 4.4. Le traslazioni conservano le distanze: cioé ∀P,Q ∈ R2

riesce

τT (P )τT (Q) = PQ

Figura 4. La traslazione.

Dimostrazione.

τT (P )τT (Q) = ‖(Q+ T )− (P + T )‖ = ‖Q− P‖ = PQ

�

Figura 5. L’omotetia con λ = 1.5.
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Osservazione 4.5. Le omotetie determinate da un parametro λ 6= 1

λ : P → λP

non conservano le distanze: riesce infatti, vedi Figura 5,

(λP )(λQ) = |λ|PQ

4.4. Gli intorni circolari. Definita la distanza si parla dei cerchi
o dischi, oggetti che la geometria definisce appunto tramite la distanza:
il disco aperto o intorno circolare aperto di centro C = (α, β) e raggio
δ é l’insieme Iδ(C) dei punti P = (x, y) tali che

PC < δ

Iδ(C) = {(x, y) : (x− α)2 + (y − β)2 < δ2}.
L’insieme

{(x, y) : (x− α)2 + (y − β)2 ≤ δ2}.
si dice invece intorno chiuso di C.
L’insieme

{(x, y) : (x− α)2 + (y − β)2 = δ2}.
é la circonferenza che delimita l’intorno circolare, la buccia di Iδ(C)

5. Altre distanze

La definizione della distanza tra due punti assunta, vedi Definizione 4.1 , e
riferita alla norma euclidea puó essere sostituita con altre dedotte da norme
diverse quali, ad esempio

(6) d1(P,Q) = ‖P −Q‖1

oppure

(7) d2(P,Q) = ‖P −Q‖2

oppure ancora

(8) d3(P,Q) = ‖P −Q‖3

ecc. ecc.
Le distanze generalizzate introdotte soddisfano le tre proprietá della distanza
illustrate nel paragrafo precedente.
Le traslazioni continuano a conservare le distanze anche nei casi generalizzati
indicati sopra.
Anche per le distanze generalizzate si possono considerare gli intorni circo-
lari, con la sorpresa che non sempre essi somigliano, vedi Figura 6, ai cerchi
della geometria euclidea...!
Si possono riconoscere, tenuto conto del Teorema 3.2, le seguenti relazioni
di confronto:

• d1(PQ) ≤ 3 d(PQ)
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Figura 6. Intorno circolare dell’origine di raggio 1 nella
metrica euclidea e nelle altre tre introdotte

• d(PQ) ≤ d1(PQ) ≤ 3 d(PQ)
• d(PQ) ≤ d2(PQ) ≤ 2 d(PQ)

Da tali relazioni si deduce, fra l’altro che dentro ogni intorno circolare di un
punto P relativamente ad una di tali metriche si trova un analogo intorno,
di raggio diverso, relativo a ciascuna delle altre metriche.

5.1. Una distanza sorprendente... Definiamo la distanza di P da Q
al modo seguente

δ(P,Q) =

 1 se P 6= Q

0 se P = Q

É facile verificare che tale (sorprendente) espressione soddisfa le tre proprietá
osservate nel paragrafo 4.1.
Piú interessante é riflettere su come siano fatti gli intorni circolari di un
punto rispetto a tale metrica: per ogni P l’intorno circolare aperto Iρ(P ) di
raggio ρ é formato del solo punto P se ρ ≤ 1, é formato da tutto lo spazio
se ρ > 1.



14 1. R2 SPAZIO VETTORIALE NORMATO

Si potrebbe dire che questa sorprendente metrica cancella le idee naturali
dell’essere

abbastanza vicino, piú vicino ancora, vicinissimo, ecc.
o si coincide, e allora si ha (giustamente) distanza nulla o non si coincide
e allora si ha, dovunque ci si trovi, la stessa distanza, convenzionalmente
assunta 1.
Tale distanza viene tradizionalmente indicata col titolo di metrica discreta.

Osservazione 5.1. La metrica discreta non é dedotta da alcuna norma:
basta controllare come si comporta di fronte alle omotetie di coefficiente λ.
Le metriche δ dedotte da una norma verificano infatti necessariamente la
relazione

δ(λP, λQ) = |λ|δ(P,Q)
mentre per la metrica discreta riesce

δ(λP, λQ) = δ(P,Q), ∀λ 6= 0

Un’altra sorpresa della. . . sorprendente metrica discreta si incontra con la
nozione di insieme limitato: tutti gli insiemi sono limitati rispetto alla
metrica discreta, infatti nessun punto dista dall’origine piú di 1. . .

Si noti che al contrario di quanto osservato per la nozione di spazio nor-
mato, cfr. Teorema 3.2, in spazi metrici generali , cioé con distanze anche
non dedotte da norme, possono incontrarsi insiemi limitati rispetto ad una
distanza e non limitati rispetto ad un’altra.

6. Convergenza in R2

Tenuto conto della definizione di norma nel piano, Definizione 4.1, una
successione di punti Pn = {(xn, yn)} n = 1, 2, ... puó essere:

• limitata : se esiste un M > 0 ed un disco di raggio M che
contenga tutti i punti Pn

Esempio 6.1.
– La successione Pn = (n, n2) non é limitata,
– La successione Pn = ( 1

n
, 1
n2 ) é limitata.

• convergente : se esiste un punto C = (α, β) tale che per ogni
ε > 0 esista nε tale che

n > nε ⇒ ‖Pn − C‖ < ε

in questo caso si scrive

lim
n→∞

Pn = C

e C si chiama ancora limite della successione Pn.

Esempio 6.2.
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– La successione {Pn} = {cos(n)/n, sin(n)/n} é conver-
gente all’origine.

– La successione {Pn} = {n, n} non é convergente.

Dire che una successione {Pn} converge al punto C significa
che i punti Pn si avvicinano, al crescere di n, sempre piú a C:

lim
n→∞

Pn = C ⇔ lim
n→∞

PnC = 0 ⇔ lim
n→∞

‖Pn − C‖ = 0

ovvero che la successione numerica ‖Pn − C‖ delle norme é
infinitesima.

• non limitata oppure limitata e non convergente.
– La successione precedente {Pn} = {n, n} é non limitata
– La successione {Pn} = {cos(n), sin(n)} é limitata ma non

convergente1.

Osservazione 6.3. Se una successione {Pn} = {(xn, yn)} n = 1, 2, ...
converge al punto C in una norma allora continua a convergere a C in
ogni altra norma, risultato che deriva dal Teorema 3.2.

7. Condizioni di convergenza

Nel caso delle successioni di numeri reali la convergenza é spesso ab-
binata alla monotonia: quasi tutte le successioni che conosciamo come
convergenti lo sono in quanto monotone (il numero e, le somme delle
serie a termini positivi, ecc.).
Molto diversa é, cfr. 2.1, la situazione nel piano: una successione di
punti non puó essere monotona per il semplice motivo che nel piano,
diversamente che sulla retta, non c’é ordinamento (cosa vuol dire che
un punto P precede un punto Q ?).
Una successione {Pn = (xn, yn)} di punti del piano corrisponde a... due
successioni {xn} e {yn} di numeri reali.
Usando la definizione 1 si vede che

• dire che la {Pn} é limitata equivale a dire che sono limitate
entrambe le successioni reali {xn} e {yn},

• dire che la {Pn} non é limitata equivale a dire che non é
limitata una almeno delle due {xn} e {yn}.

1I punti {Pn} = {cos(n), sin(n)} si distribuiscono sulla circonferenza x2+y2 = 1
in un modo irregolare ma sorprendente: costituiscono sulla circonferenza un insieme
ovunque denso. Il motivo certamente non banale di ció é l’irrazionalitá di π
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Teorema 7.1. Condizione necessaria e sufficiente perché la succes-
sione

Pn = (xn, yn) n = 1, 2, 3, ...

converga al punto C = (α, β) é che

lim
n→∞

xn = α, lim
n→∞

yn = β

Dimostrazione.

Necessitá: Tenuto conto della diseguaglianza fondamentale, cateti piú
corti dell’ipotenusa, vedi Figura 3, si ha

lim
n→∞

(xn, yn) = (α, β) ⇒

{
|xn − α| ≤ ‖Pn − C‖ → lim

n→∞
xn = α

|yn − β| ≤ ‖Pn − C‖ → lim
n→∞

yn = β

Sufficienza: Tenuto conto della diseguaglianza fondamentale, ipotenusa
piú corta della somma dei cateti, vedi Figura 3, si ha

{
lim
n→∞

xn = α

lim
n→∞

yn = β
⇔
{
|xn − α| ≤ ε
|yn − β| ≤ ε

⇒ PnC ≤
√
ε2 + ε2 = ε

√
2

�

Osservazione 7.2 (Una dimostrazione sintetica). É evidente che{
lim
n→∞

xn = α

lim
n→∞

yn = β
⇔ lim

n→∞
max {|xn − α|, |yn − β|} = 0

Tenuto conto del Teorema 3.2 si ha

0 ≤ max {|xn − α|, |yn − β|} ≤
√

(xn − α)2 + (yn − β)2

0 ≤
√

(xn − α)2 + (yn − β)2 ≤ 2 max {|xn − α|, |yn − β|}

quindi, teorema dei carabinieri, dalla prima si ha

lim
n→∞

√
(xn − α)2 + (yn − β)2 = 0 ⇒ lim

n→∞
max {|xn − α|, |yn − β|} = 0

e dalla seconda

lim
n→∞

max {|xn − α|, |yn − β|} = 0 ⇒ lim
n→∞

√
(xn − α)2 + (yn − β)2 = 0
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7.1. Convergenza e metriche diverse.
Dire che una successione {Pn} converge al punto C significa che i punti
Pn si avvicinano, al crescere di n, sempre piú a C:

lim
n→∞

Pn = C ⇔ lim
n→∞

d(PnC) = 0 ⇔ lim
n→∞

‖Pn − C‖ = 0

Disponendo di metriche diverse potrebbe quindi accadere che una stes-
sa successione {Pn} sia convergente rispetto a certe metriche e non
convergente rispetto ad altre.
I confronti riconosciuti nel paragrafo 5, pagina 12 tuttavia consentono
di riconoscere che se una successione {Pn} é convergente rispetto alla
distanza tradizionale lo é anche rispetto alle distanze 6, 7, 8 introdotte.
Diversamente vanno le cose riferendosi alla (sorprendente) distanza
discreta del paragrafo 5.1: dire infatti che

lim
n→∞

δ(PnC) = 0

non puó che significare, tenuto conto che δ produce solo valori 1 o 0,
che

δ(PnC) = 0, ∀n > n0

cosa che corrisponde ad avere

Pn = C, ∀n > n0

In altri termini le successioni convergenti rispetto alla metrica discreta
sono pochissime: solo quelle i cui termini divengono definitivamente
costanti !
Quel che é peggio é che il carattere di convergenza o meno di una
successione dipende, qualora si ammettano distanze non dedotte da
una norma, dal tipo di distanza adottata.

8. Il teorema di Bolzano

Il precedente Teorema 7.1 riconosce l’equivalenza tra convergenza di
una successione {Pn = (xn, yn)} di punti del piano e la convergenza
delle due successioni reali {xn} e {yn} delle relative coordinate.
Un analogo risultato sussiste per la limitatezza: l’insieme

E = {P0, P1, ...}
é limitato se e solo se sono limitati i due insiemi di numeri reali

A = {x0, x1, ...} B = {y0, y1, ...}
formati dalle coordinate dei Pn.

Teorema 8.1. Le successioni convergenti sono (tutte) limitate.
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Osservazione 8.2. Dal teorema 8.1, precedente, discende, quindi, che
una successione non limitata non é convergente.

Definizione 8.3. Sia {a1, a2, a3, . . . } una successione assegnata e sia

{i1, i2, i3, . . . }
una successione di naturali strettamente crescente: la successione

{ai1 , ai2 , ai3 , . . . }
si dice sottosuccessione della successione assegnata.

Osservazione 8.4. Il termine sottosuccessione puó essere chiarito
tramite alcuni esempi.
Consideriamo la successione {1, 2, 3, ...} dei numeri naturali

• la successione {1, π, 2, 3, 4, ...} non é una sottosuccessione della
successione dei naturali,

• la successione {1, 3, 2, 4, ...} non é una sottosuccessione della
successione dei naturali,

• la successione {1, 2, 2, 3, 4, ...} non é una sottosuccessione della
successione dei naturali,

• la successione {1, 3, 5, 7, ...} é una sottosuccessione della suc-
cessione dei naturali.

Riassumendo:

• una sottosuccessione di una successione assegnata deve essere
composta di termini appartenenti alla prima successione, nel
primo esempio di cui sopra quel π . . .

• i termini devono figurare nello stesso ordine in cui figuravano
nella prima, quello scambio di 3 con 2 del secondo esempio...

• non si possono, nella sottosuccessione, ripetere termini che
nella successione non siano ripetuti, quella ripetizione di 2 nel
terzo esempio...

Se una successione {a1, a2, a3, . . . } converge ad ` allora convergono,
ancora ad `, tutte le sue sottosuccessioni.
Viceversa una successione non convergente puó avere sottosuccessioni
ancora non convergenti e sottosuccessioni convergenti.
Il Teorema di Bolzano di R1,

da ogni successione limitata di numeri reali {ξn, n = 0, 1, ...}
si puó estrarre una sottosuccessione convergente ,

consente di stabilire l’analogo importante teorema relativo alle succes-
sioni limitate di punti del piano
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Teorema 8.5 (Bolzano). Da ogni successione {Pn} di punti del piano
limitata si puó estrarre una sottosuccessione convergente 2.

Dimostrazione. Sia {Pn} = {(xn, yn)} limitata in R2: allora sono
limitate anche le due successioni di numeri reali delle coordinate

{xn}, {yn}

Applichiamo alla prima, {xn}, il teorema di Bolzano unidimensionale:
sia

{xnk
}

una sua sottosuccessione convergente.
Consideriamo ora la sottosuccessione

{ynk
}

estratta dalla {yn} con gli stessi indici della {xnk
}: essa é ancora

limitata e quindi, applicando ancora ad essa il teorema di Bolzano
unidimensionale si ricava l’esistenza di una

sotto-sotto-successione

{ynkj
}

convergente.
Consideriamo ora la successione{

Pnkj

}
=
{(
xnkj

, ynkj

)}
si tratta di una sottosuccessione della {Pn} convergente perché sono
convergenti entrambe le due successioni delle coordinate:

• la prima {xnkj
} perché sottosuccessione della {xnk

} giá con-
vergente,

• la seconda perché la {ynkj
} era convergente.

Abbiamo quindi riconosciuto l’esistenza di sottosuccessioni della suc-
cessione limitata {Pn} convergenti: abbiamo quindi dimostrato il teo-
rema di Bolzano in R2.
Una dimostrazione perfettamente analoga puó essere proposta in R3.

�

2. . . relativamente a qualsiasi metrica dedotta da una norma: attenzione la
sorprendente metrica discreta non é dedotta da una norma e infatti per essa non
vale il Teorema di Bolzano.
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Osservazione 8.6 (Una curiositá). Prendete due successioni qualsiasi
di numeri reali {ξn} e {ηn} e considerate la successione

{Pn = (cos(ξn), sin(ηn)), n = 0, 1, ...}

Essa contiene (infinite) sottosuccessioni convergenti.
Si tratta infatti di una successione {Pn} limitata del piano e quindi,
per il Teorema di Bolzano, contiene sottosuccessioni convergenti.
Che ce ne siano infinite poi... é ovvio !

9. Come una successione puó convergere ad un punto...?

Consideriamo ora, tramite alcuni esempi alcuni stili di convergenza di
successioni Pn di punti del piano ad un limite C:

•

Pn =

(
1

n
,
2

n

)
La successione, Figura 7 a sinistra converge a C = (0, 0) : i

Figura 7. Due successioni: Pn =
(

1
n
, 2
n

)
e Pn =

(
(−1)n 1

n
, (−1)n 2

n

)
punti della successione sono tutti collocati sulla retta del piano
y = 2x.
I punti si avvicinano, al crescere di n, all’origine muovendosi
sulla semiretta y = 2x, x > 0.

•

Pn =

(
(−1)n

n
,

(−2)n

n

)
La successione, Figura 7 a destra converge a C = (0, 0) : i

punti della successione sono tutti collocati sulla retta del piano
y = 2x.
I punti si avvicinano, al crescere di n, all’origine muovendosi
alternativamente sulla semiretta y = 2x, x > 0 e su quella
opposta relativa a x < 0.
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•
Pn =

(
1

n
,

1

n2

)

Figura 8. Una successione sulla y = x2 :Pn =
(

1
n
, 1
n2

)
e un’altra spiraleggiante Pn = e−

n
4 (cosn, sinn)

La successione, Figura 8 a sinistra converge a C = (0, 0) : i
punti della successione sono tutti collocati sulla parabola y =
x2.

•
Pn =

(
e−

n
4 cosn, e−

n
4 sinn

)
La successione, Figura 8 a destra converge a C = (0, 0) :

infatti

PnC =

√
(e−

n
4 cosn− 0)2 + (e−

n
4 sinn− 0)2 = e−

n
4

I punti Pn si avvicinano all’origine viaggiando su una spirale...

9.1. Visualizzare una successione con GnuPlot. Questi sono
i comandi per visualizzare i primi 15 punti della successione

Pn =

(
cos(n)

1

n
, sin(n)

1

n

)
con GnuPlot, vedi schermata di GnuPlot Figura 9:

set parametric

set function style linespoints

x(t)=cos(int(t))/int(t)

y(t)=sin(int(t))/int(t)

set xrange [-1:1]

set yrange [-1:1]

plot [1:15] x(t),y(t)

Si noti che i valori interi di n sono espressi da
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Figura 9. La schermata di GnuPlot

int(t)

le funzioni xn ed yn sono definite con le due funzioni x(t) ed y(t),
cambiando le quali si possono rappresentare altre successioni.
Si noti la scelta della finestra cartesiana
set xrange [-1:1], set yrange [-1:1]

da scegliere adeguata alla successione che si vuol visualizzare.
Se avessimo scelto, ad esempio set xrange [-2:-11], sullo schermo
non sarebbe stato visualizzato nessun punto della successione.
Se avessimo scelto invece

set xrange [-100:100]

set yrange [-100:100]

una finestra molto ampia i punti della successione sarebbero apparsi
tanto vicini fra loro da confondersi in una sola macchiolina....
Le linee set function style linespoints che collegano i punti della
successione, Figura 10, non necessarie a priori, sono tuttavia utili a
evidenziare la sequenza primo punto, secondo punto, terzo,...
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Figura 10. Pn =
(
cos(n) 1

n
, sin(n) 1

n

)
, n ∈ [1, 15]

10. Le successioni di Cauchy

Definizione 10.1. Una successione {Pn} ∈ R2 é una successione di
Cauchy (o successione fondamentale ) se

∀ε > 0 ∃nε ⇒ ‖Pn − Pm‖ < ε ∀n,m ≥ nε

Come quelle di R1 anche le successioni di Cauchy in R2 godono delle
proprietá:

Teorema 10.2.

(1) Ogni successione di Cauchy é limitata.
(2) Ogni successione convergente é di Cauchy.
(3) Ogni successione di Cauchy é convergente.

Dimostrazione. La dimostrazione é fondata sul precedente Teo-
rema 7.1 che lega la convergenza di una successione di punti {Pn} ∈ R2

alla convergenza delle due successioni di numeri reali delle coordinate

(9) {xPn}, {yPn}

É facile riconoscere che la successione {Pn} é di Cauchy se e solo se
sono di Cauchy le due successioni (9) delle coordinate.
Ma allora se le (9) sono di Cauchy saranno

• limitate,
• convergenti.
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E allora, sempre per il Teorema 7.1 sará limitata e convergente anche
la successione {Pn} ∈ R2. �

Definizione 10.3. Uno spazio normato nel quale tutte le successioni
di Cauchy siano convergenti si dice completo.

Ricordiamo che R é completo: la proprietá di completezza di R é espres-
sa spesso servendosi dell’ordinamento (sezioni di Dedekind, ecc.)
La completezza di R2 é espressa invece esclusivamente tramite le suc-
cessioni di Cauchy.

11. Sottoinsiemi del piano

La determinazione di un insieme del piano, ([2], pag.3) puó essere fatta
in infiniti modi: gli insiemi piú comuni sono tuttavia regioni del piano
delimitate da curve regolari a tratti

Figura 11. Cerchio e semipiano:(x2 + y2 ≤ 1) ∩ (x+ y + 1 ≥ 0)
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• semipiani:

semipiani : ax + by + c > 0, semipiano aperto esclusa la
retta che lo delimita,

• semipiani: ax+ by+ c ≥ 0 semipiano chiuso che include anche
la retta che lo delimita.
Per riconoscere un semipiano assegnato come in Figura 12,
basta

Figura 12. Il semipiano 3x+ 2y + 5 ≥ 0

– disegnare la retta che lo delimita
– provare prendendo un punto in uno, a caso, dei due semi-

piani, se esso soddisfa o meno la disequazione richiesta.
– Nel caso di Figura 12, si puó provare, ad esempio con

l’origine: riconosciuto che 3.0+2.0+5 = 5 ≥ 0 si conclude
che il semipiano determinato dalla diseguaglianza 3x +
2y+5 ≥ 0 é, dei due determinati dalla retta 3x+2y+5 = 0,
quello che contiene l’origine 3.

3La prova che il controllo suggerito, controllo su un solo punto, sia giusto e suffi-
ciente non é, al livello del Corso attuale, ancora dimostrato. Dovremmo riconoscere
(o accettare come evidente) che se in due punti l’espressione ax + by + c prende
valori di segno opposto il segmento da essi determinato taglia necessariamente la
retta ax+ by + c = 0.
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• rettangoli:

domini rettangolari aperti: a < x < b, c < y < d, il
rettangolo senza la sua cornice-frontiera,

domini rettangolari chiusi: a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d, il
rettangolo inclusa la frontiera.

• dischi:
dischi aperti (x− α)2 + (y − β)2 < r2

• interno aperto di un’ellisse (x− α)2/a2 + (y − β)2/b2 < 1
• ricorrendo a sistemi di disequazioni si possono, Figura 11,

rappresentare domini intersezioni dei precedenti

• sottografici:

domini normali aperti (sottografici) a < x < b, g(x) <
y < f(x) essendo g(x), f(x) funzioni definite su [a, b] con
g(x) < f(x).

In Figura 13 é riportato il dominio normale determinato
per x ∈ [−1, 1] da due parabole

Figura 13. Il dominio normale aperto −1 < x < 1,
−0.25− 0.5x2 < y < x2
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11.1. Equazioni e disequazioni. Si noti come gli insiemi del
piano considerati finora siano determinati tramite disequazioni.
Anche le equazioni, ad esempio

(10) x2 + y2 = 1,

determinano insiemi del piano: ma essi sono, differentemente dai prece-
denti, quasi sempre composti da linee del piano.
Nel caso dell’equazione (10) si rappresenta la circonferenza di centro
l’origine e raggio 1.
É particolarmente importante saper riconoscere le linee del piano rela-
tive alle equazioni formate da un polinomio di secondo grado,

a x2 + b y2 = 1 :

si tratta di coniche,

• a = b > 0 circonferenze di centro l’origine e raggio r = 1/
√
a

• a > 0, b > 0, a 6= b ellissi di centro l’origine e semiassi
1/
√
a, 1/

√
b, vedi Figura 14

Figura 14. Due ellissi: x2 + 4y2 = 1, 3x2 + y2 = 1

• a.b < 0 (a e b di segni opposti) iperboli di centro l’origine e

semiassi 1/
√
|a|, 1/

√
|b| , Figura 15

Osservazione 11.1. Le espressioni

(11) a x2 + b y2 + c x+ d y + e = 0

si riconducono facilmente alle espressioni di ellissi o iperboli precedenti,
mediante una traslazione dell’origine del riferimento.
Osserviamo l’uguaglianza

Ax2 +B x = A

(
x+

B

2A

)2

− B2

4A
,
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Figura 15. Due iperboli: 3x2 − y2 = 1, −3x2 + y2 = 1

reiterata sugli addendi che contengono la x e su quelli che contengono
la y essa permette di trasformare la (11) nella forma

a
(
x+

c

2a

)2

+ b

(
y +

d

2b

)2

− c2

4a
− d2

4b
+ e = 0

Indicati con

(12)



X = x+ c
2a

Y = y + d
2b

K = c2

4a
+ d2

4b
− e

la (11) si riduce nella forma

aX2 + bY 2 = K

che rientra nelle coniche giá considerate.
Le (12) é una traslazione degli assi: nel nuovo riferimento l’origine
cade nel punto

C =

(
− c

2a
,− d

2b

)
Osservazione 11.2. Il caso di polinomi di secondo grado generali

ax2 + bxy + cy2 + dx+ ey + f = 0

non differisce gran che dal caso semplice a x2 + b y2 = k : come ap-
preso nei Corsi di Geometria si tratta, per tali casi generali, di curve
ottenute traslando o ruotando le ellissi o le iperboli osservate nel caso
dei polinomi piú semplici illustrati sopra.
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La qualitá, essere ellissi o iperboli, si riconosce dal complesso dei ter-
mini di secondo grado, vedi Figura 16.

b2 − 4ac < 0 → ellisse

b2 − 4ac = 0 → parabola

b2 − 4ac > 0 → iperbole

Figura 16. A sinistra 2x2 + 6xy + 10y2 = 1, a destra
2x2 + 9xy − 10y2 = 1

Osservazione 11.3. Le successioni {Pn}, n = 0, 1, ... del piano sono
sottoinsiemi del piano ?
Non é esatto: pensate a quell’indice n a pedice dei Pn. Una successione
{Pn}, n = 0, 1, ... é infatti

una funzione f : N → R2

Questo non esclude che si usi spesso l’insieme di R2 formato dai punti
della successione.

12. Punti interni e punti esterni a un insieme S

Definizione 12.1. Un punto P si dice interno ad un insieme S se
esiste almeno un disco aperto di centro P completamente contenuto
(interno) ad S.

Definizione 12.2. Un punto P si dice esterno ad un insieme S se
esiste almeno un disco aperto di centro P che non interseca S, ovvero
tutto contenuto nel complementare di S.

Nelle due definizioni precedenti si parla di



30 1. R2 SPAZIO VETTORIALE NORMATO

almeno un disco

cioé, pensando per esempio ad un punto P interno ad S , di almeno
un raggio r0 > 0 tale che i dischi di centro P e raggi r ≤ r0 sono com-
pletamente contenuti in S, senza escludere, naturalmente, che dischi di
raggi maggiori possano non essere contenuti interamente in S. Il raggio
r0 varia da punto a punto: se, per esempio, l’insieme S é il quadrato
chiuso di estremi (0, 0) e (1, 1) allora

• il punto P1 = (0.5, 0.5) é interno ad S e il raggio massimo r0
che gli compete é 0.5

• il punto P2 = (0.8, 0.5) é ancora interno ad S e il raggio massi-
mo che gli compete é r0 = 0.2, infatti dischi di raggi maggiori
fuoriescono da S

• il punto P3 = (1, 1) non é interno ad S.

Osservazione 12.3. I punti esterni ad un insieme sono interni al
complementare di tale insieme.

12.1. Punti di frontiera. Ogni insieme E del piano permette di
classificare tutti i punti del piano in tre categorie

• i punti interni ad E
• i punti esterni ad E
• gli altri... cioé i punti che non sono né interni ad E né esterni

ad E

I punti - altri - che non siano né interni né esterni ad un insieme S
prendono il nome di punti di frontiera di S : ricordate le proprietá dei
punti interni e di quelli esterni, deriva che i punti di frontiera sono
caratterizzati dalla seguente

Definizione 12.4. Un punto P si dice punto di frontiera dell’insieme
S se ogni δ-intorno di P , cioé ogni cerchio di centro P e raggio δ,
contiene punti di S e punti del complementare di S.
L’insieme dei punti di frontiera di S si chiama frontiera di S e si denota
con FS o con ∂S.

Esempio 12.5. Le zone interne di uno stato (Italia, Francia, ecc.),
quelle esterne e quelle di frontiera sono concetti ben noti: Parma e la
sua provincia sono interne all’Italia, Parigi e tutta l’Ile de France sono
esterne, Gorizia é di frontiera.

Esempio 12.6. Nel caso di un semipiano

ax+ by + c > 0
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i punti di frontiera sono tutti e soli i punti della retta ax+ by + c = 0.
Nel caso di un disco aperto (cioé escludendo la circonferenza che lo
delimita)

(x− α)2 + (y − β)2 < r2

i punti di frontiera sono tutti e soli quelli che verificano l’uguaglianza

(x− α)2 + (y − β)2 = r2

Anche nel caso del disco chiuso (cioé includendo la circonferenza che
lo delimita)

(x− α)2 + (y − β)2 ≤ r2

i punti di frontiera sono, ancora, tutti e soli quelli che verificano l’ugua-
glianza

(x− α)2 + (y − β)2 = r2

Osservazione 12.7. Una frontiera curiosa : consideriamo l’insieme

S : 0 < (x− α)2 + (y − β)2 < r2

cioé il disco di centro (α, β) e raggio r bucato, ossia privato del suo
centro.
La frontiera di S é composta:

• dalla circonferenza (x− α)2 + (y − β)2 = r2

• dal centro (α, β)

Osservazione 12.8. I punti interni ad un insieme sono, ovviamente
punti appartenenti all’insieme. I punti esterni sono, altrettanto ovvi-
amente punti non appartenenti all’insieme. I punti di frontiera pos-
sono sia appartenere all’insieme che appartenere, invece, al suo com-
plementare (vecchia e ben nota conflittualitá dei paesi frontalieri...).

Problema 12.9. Provare che la frontiera di un insieme E e quella
dell’insieme complementare CE coincidono.

12.2. Aperti e chiusi.

Definizione 12.10. Un insieme A ⊆ R2 si dice aperto4 se i suoi punti
sono tutti interni.
Viceversa un insieme C ⊆ R2 si dice chiuso se il suo complementare é
aperto.

Esempio 12.11. L’insieme

• A := {x2 + y2 < 1} é aperto,
• C := {x2 + y2 ≤ 1} é chiuso,

il segmento S := {x = 0, 0 < y < 1} non é né aperto né chiuso.

4[2], pag.6, vedi anche Appendice A.3 pag. 113
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Esempio 12.12. I due insiemi (curiosi) R2, l’intero piano, e ∅ l’in-
sieme vuoto sono entrambi, contemporaneamente, chiusi e aperti.
Si puó dimostrare che sono gli unici sottoinsiemi di R2 che siano
contemporaneamente aperti e chiusi.

Teorema 12.13. Un insieme A é aperto se e solo se

A ∩ ∂A = ∅

Dimostrazione. I punti P ∈ A possono essere di due soli tipi

• punti interni ad A
• punti della frontiera ∂A di A.

L’ipotesi fatta implica quindi che i punti di A sono soli punti del primo
tipo: interni, ovvero A é aperto. �

Corollario 12.14. Un insieme é chiuso se e solo se contiene tutti i
suoi (eventuali) punti di frontiera.

Dimostrazione. Un insieme E e il suo complementare CE hanno
lo stesso insieme frontiera F .
Se F ⊆ E allora F ∩ CE = ∅ e quindi, per il precedente Teorema
12.13, CE é aperto, ovvero E é chiuso. �

Osservazione 12.15. Gli insiemi aperti, come pure i chiusi sono in-
siemi da considerarsi speciali: é molto piú probabile per un insieme non
essere né chiuso né aperto.
Pensate alla luce del precedente teorema a un dominio quadrato {0 ≤
x ≤ 1, 0 ≤ y < 1} privato di un lato o a un disco che includa metá
della circonferenza che lo delimita e l’altra metá no !

12.3. Limiti di successioni.

Teorema 12.16. Il limite lim
n→∞

Pn = P di una successione convergente

{Pn} ∈ C con C chiuso, appartiene anch’esso a C.

Dimostrazione. Se fosse P /∈ C allora P dovrebbe essere esterno
a C, e,quindi, dovrebbe esistere un disco Ir di centro P e raggio r tutto
contenuto nel complementare di C.
Ma questo non é possibile perché i punti della successione Pn ∈ C
convergono a P e quindi ne cadranno anche dentro Ir �

Osservazione 12.17. Il precedente semplice teorema puó essere con-
siderato la vera origine della parola chiuso, come proprietá topologica
di un insieme:
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chiuso rispetto ai limiti delle successioni convergenti.

{Pn ∈ C, Pn → Q} ⇒ Q ∈ C
. . . non si esce da un chiuso convergendo !

12.4. Chiusura di un insieme. Un insieme chiuso contiene tutti
i suoi punti di frontiera: chiudere un insieme, che non sia giá chiuso,
significa aggiungergli tutti i punti di frontiera che non gli appartenevano
giá:

Definizione 12.18. La chiusura di un insieme S é, per definizione5

l’insieme

S = S ∪ FS

Esempio 12.19. La chiusura del dominio quadrato {0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤
y < 1} é, naturalmente

{0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1}

12.5. Gli insiemi connessi. La qualifica di connesso per un in-
sieme corrisponde all’idea intuitiva di insieme fatto di un solo pezzo.
Purtroppo cosa sia

un solo pezzo

nessuno lo sa poi veramente...
Un requisito preciso che esprime la connessione per un insieme é la pos-
sibilitá di congiungere fra loro i punti dell’insieme tramite un numero
finito di segmenti concatenati, interamente contenuti nell’insieme.

Definizione 12.20. Assegnati n + 1 punti P0, P1, P2, . . . Pn si dice
poligonale Π da essi determinata l’insieme unione degli n segmenti

P0P1, P1P2, P2P3, . . . Pn−1Pn

I due punti P0 e Pn si dicono estremi della poligonale Π.

Definizione 12.21. Un insieme A si dice connesso per poligonali se
comunque si prendano due suoi punti P e Q esiste una poligonale di
estremi P e Q interamente contenuta in A

Nel seguito chiameremo connessi gli insiemi che siano connessi per
poligonali.

5[2], pag 9
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Figura 17. 4 insiemi: Il primo addirittura convesso,
due solo connessi, l’ultimo (due pezzi) non connesso !

Osservazione 12.22. Esistono numerosi insiemi fatti di un solo pezzo
che tuttavia non soddisfano la connessione per poligonali : basta pen-
sare ad un arco di curva, per esempio l’insieme S fatto da un quarto
di circonferenza di estremi A e B.
É evidente che comunque si prendano due punti P,Q ∈ S non esi-
ste alcuna poligonale di estremi P e Q contenuta in S, per il semplice
motivo che . . . non esistono poligonali contenute in S.

12.6. Connessi evidenti...
É facile riconoscere che sono connessi gli insiemi convessi, come il di-
sco, gli insiemi cioé che se contengono due punti P e Q contengono di
conseguenza tutto il segmento PQ.
É connessa anche la ciambella: un disco bucato.
Sono connessi anche, vedi Figura 17, gli insiemi ottenibili da un in-
sieme connesso con modificazioni elasto-plastiche (ellissi, ferri di cavallo
(buchi dei chiodi inclusi) ,...) !

Osservazione 12.23. Un insieme, anche non ridotto ad una semplice
linea curva, puó essere fatto di un solo pezzo senza tuttavia soddisfare
la definizione di connesso per poligonali.
Pensate ad un S a forma di spirale, vedi Figura 18, che si arrotoli,
sempre piú stretto intorno all’origine: una sorta di sezione di guscio
di lumaca, che includa anche l’origine.
L’origine non é congiungibile con gli altri punti di S con poligonali:
nessun segmento, per quanto breve, uscente dall’origine puó, infatti,
essere contenuto in S !
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Figura 18. Una spirale che esce dall’origine...

12.7. Metrica e topologia. Le definizioni di aperto, chiuso, ecc.
date precedentemente fanno uso del concetto di intorno circolare di un
punto, concetto che fa uso, a sua volta della distanza adottata.
Osservato, vedi precedente paragrafo 5, che si possono introdurre dis-
tanze diverse si deduce che

ne possano

derivare topologie diverse:
in altri termini un insieme A che risulti aperto pensando alla ordina-
ria distanza euclidea sará ancora aperto se prendessimo come distanza
un’altra delle espressioni proposte, ad esempio la

d3(P,Q) = |x− x′|+ |y − y′| ?

La risposta, in questo caso, é śı: infatti le disuguaglianze

d(P,Q) ≤ d3(P,Q) ≤ 2 d(P,Q)

osservate tra le due distanze permettono di riconoscere che

• dentro ogni intorno circolare di un punto P rispetto alla di-
stanza d si trova un intorno circolare di P rispetto alla d3

• e viceversa

Quindi se P é interno ad un insieme S secondo la metrica d lo é anche
rispetto alla metrica d3 e viceversa. Quindi la famiglia degli insiemi
aperti costruita riferendosi alla distanza d é la stessa di quella riferita
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alla distanza d3 e viceversa. Analogo discorso per la famiglia degli
insiemi chiusi e per il riconoscimento dei punti di frontiera. Se ne
conclude che la distanza d3 produce la stessa topologia della distanza
euclidea ordinaria. Stesso discorso, ancora piú prevedibile, si puó fare
per le distanze d1 e d2 introdotte precedentemente.

Molto diversamente vanno le cose se ci si riferisce alla (sorprendente)
distanza discreta d4: la topologia che ne deriva é anch’essa sorprendente

• tutti gli insiemi sono aperti
• tutti gli insiemi sono chiusi.

Quindi, tenuto conto che questo non avviene per le famiglie degli aperti
e dei chiusi costruite a partire dalla distanza euclidea, se ne conclude
che la distanza discreta produce una topologia diversa da quella prodotta
dalla distanza euclidea.



CAPITOLO 2

Le funzioni continue

1. Preliminari

Le funzioni sono algoritmi che fanno corrispondere ad ogni punto di un
insieme (il loro dominio) un altro, unico, punto di un altro insieme (il
codominio).

Al di lá di questa definizione generale é bene considerare alcuni tipi
fondamentali di funzioni:

1.1. Funzioni di una variabile.

f : R → R, y = f(x)

si tratta delle funzioni reali, cioé che producono risultati valori reali,
di una variabile reale x considerate nel Corso di Derivate e Integrali :
l’input é un numero reale, l’output un’altro numero reale.

1.2. Funzioni di due variabili. Funzioni

F : R2 → R, z = f(x, y)

funzioni che fanno corrispondere a punti (x, y) ∈ R2 numeri z ∈ R :
l’input é una coppia di numeri reali, l’output un numero reale.
Il loro grafico é il sottinsieme di R3

GF :
{
(x, y, z) : (x, y) ∈ R2, z = F (x, y)

}
Il grafico di una funzione z = F (x, y) ha, quasi sempre l’aspetto di una
superficie dello spazio.

Esempio 1.1. Pensando, ad esempio, alla funzione z = 1 + x + y la
superficie grafico é un piano: si tratta di un risultato giá incontrato in
Geometria ovvero riconoscibile riflettendo sul grafico delle sezioni

z = 1 + x+ (−1), z = 1 + x+ 0, z = 1 + (0.5) + y, . . .

tutte rette.

37
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Esempio 1.2. Pensando, ad esempio, alla funzione z = x2 + y2 la su-
perficie grafico é una sorta di coppa riconoscibile pensando alle sezioni
del grafico relative a fissare una delle due variabili x o y.
In Figura 1 si vede il grafico di z = x2 + y2 suggerito dall’esame dei
grafici delle sezioni y = k oppure x = k

z = x2 + k2, z = k2 + y2

tracciate in corrispondenza a numerosi valori k ∈ [−1, 0]

Figura 1. z = x2 + k2, z = k2 + y2, z = x2 + y2

Un’altro tipo di sezioni utili, oltre quelli y = k o x = k é quello z = k :
disegnare cioé, nel caso della z = x2 +y2, le circonferenze x2 +y2 = k2,
poste a quota z = k2, vedi Figura 2
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Figura 2. z = k2, x2 + y2 = k2 e la sintesi delle prime
due famiglie di sezioni.

1.3. Le curve.

Φ : [a, b] ⊆ R → R2, x = ϕ(t), y = χ(t)

si tratta di funzioni che ai valori reali t fanno corrispondere le coppie
(ϕ(t), χ(t)), cioé dei punti del piano R2.
In questo caso l’oggetto interessato non é il grafico ma piuttosto l’in-
sieme immagine, talvolta chiamato sostegno

C ⊆ R2 : {(x, y) = (ϕ(t), χ(t)),∀t ∈ [a, b]}
Pensando ad esempio alla funzione

Φ(t) = (cos(t), sin(t)), t ∈ [0.2π]

il sostegno é la circonferenza di R2 di centro l’origine e raggio 1.

1.4. Le trasformazioni del piano.

Ψ : R2 → R2, x = ϕ(u, v), y = χ(u, v)

si tratta di funzioni che fanno corrispondere alla coppia (u, v) ∈ R2 la
coppia (ϕ(u, v), χ(u, v)).
Parlare del loro grafico é improprio: possiamo pensare tali funzioni
come trasformazioni del piano, ad esempio la funzione

(u, v) → (u+ v, u− v)

produce la trasformazione suggerita in Figura 3
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Figura 3. (u, v) → (u+ v, u− v) Il quadrato della
prima figura viene dilatato e ruotato. . .

2. Quando si parla di funzioni continue ?

Si puó parlare di continuitá (o meno) a fronte di ogni funzione

f : X → Y

ogni qualvolta i due spazi, quello X in cui varia la variabile indipen-
dente e quello Y sul quale la funzione f prende i suoi valori siano dotati
ciascuno di distanze.
Infatti dire che una funzione é continua significa che

trasforma punti vicini in punti vicini

frase che mette bene in evidenza come il concetto di continuitá sia stret-
tamente collegato alla nozione di vicinanza, quindi alla disponibilitá di
una distanza.
Le funzioni

f : R2 → R

possono quindi essere continue come pure possono non esserlo: tanto
in R2 quanto in R sono infatti definite le distanze.

Analogamente si riconosce come il concetto di continuitá puó essere
considerato per tutti e quattro i tipi di funzioni precedentemente elen-
cati.
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3. La definizione

Il concetto di continuità , di una funzione1 in un punto (x0, y0) è colle-
gato ai valori della funzione nei punti (x, y) vicini ad (x0, y0):
per continuitá di f(x, y) nel punto (x0, y0) si intende

f(x, y) ≈ f(x0, y0)

quando
(x, y) ≈ (x0, y0)

Figura 4. La funzione f(x, y) = x2 + y2, continua, la
funzione χ(x, y) caratteristica del disco x2 + y2 ≤ 1, non
continua

La maniera di rendere rigorosa l’idea intuitiva precedente è basata su
un argomento (ε δ) sostanzialmente identico a quello visto per funzioni
di una variabile

Definizione 3.1. Una funzione f : R2 → R si dice continua in P0 =
(x0, y0) se per ogni ε > 0, esiste δ > 0 tale che√

(x− x0)2 + (y − y0)2 < δ ⇒ |f(x, y)− f(x0, y0)| < ε

Esempio 3.2. La funzione f(x, y) = x2 + y2 é continua in ogni punto:
é infatti facilmente prevedibile che se (x, y) ≈ (x0.y0) allora

x ≈ x0, → x2 ≈ x2
0, y ≈ y0, → y2 ≈ y2

0,

da cui
x2 + y2 ≈ x2

0 + y2
0

Diversamente vanno le cose, vedi Figura 4, riferendosi alla funzione

caratteristica del disco x2 + y2 ≤ 1, denotata con χ, che vale 1 in tutti
i punti di tale disco e 0 nei punti che non appartengono al disco.

1[2], pag. 17
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Ad esempio χ(1, 0) = 1 mentre χ(1.001, 0) = 0. . . eppure il punto
(1.001, 0) é abbastanza vicino al punto (1, 0).

É evidente che ci sono punti comunque vicini a (1, 0) sui quali la χ vale
0 e quindi differisce notevolmente dal valore 1 preso in (1, 0)

Definizione 3.3. Una funzione f continua in tutti i punti in cui é
definita si dice continua.

Osservazione 3.4. La continuitá della funzione f(x, y) nel punto (x0.y0)
equivale alla certezza di poter vincere (sempre) la seguente scommessa:

• un giocatore assegna, a suo piacere, una quantitá positiva, che
chiamiamo ε,

• l’altro giocatore risponde, e vince, se produce un’altra quantitá
positiva δ tale che se√

(x− x0)2 + (y − y0)2 < δ

riesca sicuramente

|f(x, y)− f(x0, y0)| < ε.

É chiaro che vincere il gioco é tanto piú difficile quanto piú sono piccole
le quantitá ε lanciate dal primo giocatore.

Attenzione: se si invertono le parti nel gioco la scommessa si perde. É
possibile che f sia continua ma, per quanto dato δ > 0 piccolo si possa
trovare ε > 0 per cui pur essendo (x1, y1) distante da (x2, y2) meno di
δ riesca |f(x1, y1)− f(x2, y2)| > ε.
Provate !

4. Insieme di definizione

Una funzione di due variabili é generalmente assegnata indicando un
procedimento di calcolo che puó essere applicabile ad alcuni punti
(x, y) ∈ R2 e non ad altri.
L’insieme dei punti (x, y) ai quali il procedimento relativo alla funzione
é correttamente applicabile si dice insieme di definizione o dominio
della funzione.

• f(x, y) = 1
x+y

: x + y 6= 0 l’insieme di definizione é l’intero

piano R2 privato della retta x+ y = 0

• g(x, y) = ln(1 − x2 − y2) : 1 − x2 − y2 > 0 l’insieme di
definizione é il disco aperto di centro l’origine e raggio 1.
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•
√

3x2 + 2y2 − 5 : 3x2 + 2y2 − 5 ≥ 0 l’insieme di definizione
é l’intero piano R2 privato dell’interno dell’ellisse

x2

5/3
+

y2

5/2
= 1

5. Produrre funzioni continue

Le funzioni continue piú semplici sono

f(x, y) = 1, g(x, y) = x, r(x, y) = y

5.1. Il metodo α. Un modo semplice di produrre funzioni di due
variabili f(x, y) continue é il seguente:

• prendiamo due funzioni a e b di una variabile definite in R e
continue,

• definiamo

f : R2 → R f(x, y) = a(x).b(y)

• la f(x, y) cośı prodotta é continua, infatti dettaM una costante
tale che

x ' x0 → |a(x)| ≤M e y ' y0 → |b(y)| ≤M

riesce

|f(x, y)− f(x0, y0)| ≤ |a(x)| |b(y)− b(y0)|+ |b(y0)| |a(x)− a(x0)|

da cui

|f(x, y)− f(x0, y0)| ≤M {|b(y)− b(y0)|+ |a(x)− a(x0)|}

• tenuto conto che a e b sono funzioni continue, x ' x0 e y ' y0

implicano che |a(x) − a(x0)| e |b(y) − b(y0)| siano piccoli e,
quindi, sia piccolo anche |f(x, y)− f(x0, y0)|

Riassumendo: la funzione di due variabili

f(x, y) = a(x).b(y)

prodotto di due funzioni di una variabile entrambe continue é una
funzione reale di due variabili reali continua 2.
In base a quanto osservato sono quindi continue anche le nuove funzioni

xy, x2y, x7y3, sin(x) cos(y), e−x
2

sin(1 + y), . . .

2Esistono funzioni di due variabili che non siano il prodotto di una funzione
della sola x per un’altra della sola y ?
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5.2. Il metodo β. In maniera simile a quanto visto per le funzioni
di una variabile è possibile costruire funzioni continue a partire da
singole funzioni continue tramite somma, prodotto e rapporto (nel caso
in cui il denominatore sia diverso da zero).
Ad esempio, supponiamo f e g continue in (x0, y0), allora la funzione
f(x, y) + g(x, y) é continua in (x0, y0) : infatti dato che

|
(
f(x, y) + g(x, y)

)
−
(
f(x0, y0) + g(x0, y0)

)
|

≤ |f(x, y)− f(x0, y0

)
|+ |g(x, y)− g(x0, y0)

)
|,

il primo modulo può essere reso arbitrariamente piccolo se sono altret-
tanto piccoli i due moduli a secondo membro, cosa che certamente é
possibile a patto di scegliere (x, y) sufficientemente vicino a (x0, y0).
tenuto conto che f e g sono continue in (x0, y0).

Teorema 5.1. Somme, differenze, prodotti e quozienti (quando leciti)
di funzioni continue producono funzioni ancora continue.

Dal precedente teorema 5.1 discende, ad esempio, che

• tutti i polinomi, ad esempio x2y+ 4xy+ 5y2 + x+ y+ 1, sono
funzioni continue

• tutte le funzioni razionali, ad esempio
x+ y2

x2y4 + 3x2 + 1
, sono

continue dove sono definite 3.

Osservazione 5.2. Il precedente Teorema 5.1 implica in particolare
che l’insieme delle funzioni F : R2 → R continue costituisce uno spazio
vettoriale sui reali (cioé considerando combinazioni lineari a coefficienti
reali).

Si puó riflettere sulla vastitá di tale spazio vettoriale: ad esempio
pensando quale dimensione attribuirgli. . .

5.3. Il metodo γ. Sono continue anche le funzioni

M(x, y) = max{f(x, y), g(x, y)} m(x, y) = min{f(x, y), g(x, y)}
ottenute dalle due funzioni continue f(x, y) e g(x, y) prendendo in ogni
punto rispettivamente il valore maggiore, max, oppure il valore minore,
min.
Nella Figura 5 si riconosce il grafico della funzione

f(x, y) = max{x+ y, −x− y}

3Le funzioni razionali sono le prime funzioni di due variabili che incontriamo
che possono essere definite in R2 privato di alcuni punti o addirittura alcune linee.



6. LE FUNZIONI RADIALI 45

Figura 5.

nella quale é facile riconoscere nient’altro che

|x+ y|

Esempio 5.3. Funzioni definite con il metodo γ appaiono molto spesso
in questioni di fisica.
Un esempio é il potenziale gravitazionale V (x, y) generato da un disco

omogeneo di raggio 1: indicata con r =
√
x2 + y2 si ha

V (x, y) = g(r) =

 r 0 ≤ r ≤ 1

1
r2

1 < r
, → g(r) = min{r, 1

r2
}

ovvero, vedi Figura 6,

V (x, y) =


√
x2 + y2 0 ≤

√
x2 + y2 ≤ 1

1√
x2+y2

√
x2 + y2 > 1

6. Le funzioni radiali

Le funzioni radiali sono quelle funzioni che prendono lo stesso valore
su tutti i punti (x, y) che hanno la stessa distanza x2 + y2 dall’origine:
esse cioé non dipendono realmente dal punto (x, y) ma solo dalla sua
distanza - il raggio, donde l’aggettivo radiali - dall’origine.

Esempio 6.1. Sono funzioni radiali le seguenti funzioni z = f(x, y) :

z = 1, z = 1+x2+y2, z = sin(x4+2x2y2+y4), z =
(
x2 + y2 + 5

)5
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Figura 6. Il potenziale gravitazionale V (x, y) generato
da un disco omogeneo.

Se indichiamo con r =
√
x2 + y2 le funzioni precedenti si esprimono

anche come

z = 1, z = 1 + r2, z = sin(r4), z = (r2 + 5)5

Ad ogni funzione f(t) di una variabile, definita per t ≥ 0 possiamo
associare una funzione F (x, y) di due variabili radiale

F (x, y) = f
(√

x2 + y2
)

Osservazione 6.2. Le funzioni f(x, y) radiali godono di evidenti pro-
prietá di simmetria:

f(x, y) = f(−x, y) = f(x,−y) = f(−x,−y)

6.1. Il grafico. Conosciuto il grafico di f(t) per t ≥ 0 si ottiene,

molto facilmente, il grafico di F (x, y) = f
(√

x2 + y2
)

: basta far

ruotare, intorno all’asse verticale, la linea grafico di f : la superficie
ottenuta con tale rotazione é il grafico di F

Osservazione 6.3. Costruzioni meccaniche di grafici: supponiamo di
aver disegnato sul piano (x, z) il grafico della funzione reale di una
variabile reale z = f(x), x ≥ 0 :
cosa succede se spingiamo tale grafico parallelamente all’asse y ?
Si ottiene la superfice cilindrica di Figura 9.

e cosa succede, invece, se facciamo ruotare il grafico z = f(x) come
una banderuola intorno all’asse z ?
Si ottiene la superfice di rotazione di Figura 10.



6. LE FUNZIONI RADIALI 47

Figura 7. a) Il grafico di f(x) = x2(x− 1)(2−x) x ∈
[0, 2] b) La superficie ottenuta ruotando con θ ∈ [0, 2]

Figura 8. Il grafico completo della radiale√
x2 + y2

2
(
√
x2 + y2 − 1)(2 −

√
x2 + y2) associata

alla f(x) della Figura precedente.

Osservazione 6.4. Cosa succede se facciamo ruotare una linea che,
diversamente da quella proposta in Figura 7 arrivi su t = 0 con una
pendenza non nulla ?
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Figura 9. Il grafico di z = cos(x) e il risultato di
spingerlo lungo la direzione dell’asse y

Figura 10. Ruotare il grafico di z = cos(x) intorno
all’asse z

Pensate di ruotare il grafico della funzione 1− t : che superficie di ro-
tazione otterreste ? Si tratta di una superficie geometrica molto nota...
La funzione radiale associata é F (x, y) = 1−

√
x2 + y2.

6.2. La continuitá.
Le funzioni radiali F (x, y) = f(

√
x2 + y2) dedotte da funzioni f(t) con-

tinue per t ≥ 0 sono funzioni continue in tutto R2 : la dimostrazione cor-
retta della loro continuitá sará un’importante applicazione del teorema
di continuitá delle funzioni composte che incontreremo a breve.

7. Grafico o linee di livello

Il grafico di una funzione reale di due variabili reali f(x, y) (ragionevol-
mente regolare) é una superficie: la sua rappresentazione si ottiene
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generalmente con gli espedienti del disegno prospettico (assonometria,
prospettiva).
Un altro modo di rappresentare la funzione f(x, y) é quello di disegnare
nel piano (x, y) le linee di livello

f(x, y) = 0, f(x, y) = 1, f(x, y) = 2, ...

vedi Figura 11.

Figura 11. z = x2 + y2 − 1, f(x, y) = 0, f(x, y) =
1, f(x, y) = 2

Il metodo delle linee di livello é quello usato nelle carte geografiche.
Un metodo che arricchisce quello delle linee di livello, anch’esso usato
in topografia, é quello delle scale cromatiche che rappresentano i rilievi:
toni di marrone via via piú deciso per le catene montuose, toni di blu
sempre piú intenso per le profonditá degli oceani...
Nelle Figure degli esempi seguenti useremo solo la scala dei grigi: scuro
per le quote basse, chiaro per le alte.
Nella Figura 11 il cerchio di grigio piú scuro ricopre la parte in cui

x2 + y2 − 1 < 0
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Le due corone di grigi intermedi delimitano le regioni

0 < f(x, y) < 1, 1 < f(x, y) < 2

Mentre la parte bianca si riferisce alla regione in cui

f(x, y) > 2

Esempio 7.1. Consideriamo la funzione z = sin(
√
x2 + y2): si tratta

di una funzione radiale,

Figura 12. z = sin(
√
x2 + y2),funzione radiale, grafico

prospettico, scala cromatica per le quote, linee di livello

Il grafico prospettico illustra la superficie ottenuta facendo ruotare il
grafico di y = sin(x), x ≥ 0 intorno all’asse y.
Il grafico in scala di grigi rappresenta le quote raggiunte da
z = sin(

√
x2 + y2) in corrispondenza ai vari punti {x, y}: chiaro per

le quote alte, scuro per le quote basse.
La terza figura rappresenta le linee di livello: ovviamente, nel caso di
una funzione radiale, circonferenze di centro l’origine.
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La maggiore o minore rarefazione delle linee di livello si riferisce (come
ogni alpinista sa bene) alla maggiore o minore pendenza del grafico in
quella zona.
Considerato che il tracciamento delle linee di livello si riferisca a quote
equidistanziate fra loro

f(x, y) = A, f(x, y) = A+ p, f(x, y) = A+ 2p, f(x, y) = A+ 3p, ...

il trovare due linee molto vicine vuol dire che si passa assai presto dalla
quota f0 alla quota f0 + p, mentre se le due linee sono lontane vuol
dire che le variazioni di quota sono molto meno rapide, siamo quasi in
pianura...
Riferendosi alla superficie di rotazione z = sin(

√
x2 + y2) si capisce

che si avrá pendenza accentuata

• vicino all’origine ( il grafico di y = sin(x) taglia l’origine con
una pendenza di 450)

• vicino alla circonferenza x2 + y2 = π2 ( il grafico di y = sin(x)
taglia x = π con una pendenza di 450 )

• vicino alla circonferenza x2+y2 = 4π2 ( il grafico di y = sin(x)
taglia x = 2π con una pendenza di 450 )

mentre avrá poca pendenza in corrispondenza ai punti della circonferen-
za

x2 + y2 =
1

4
π2

motivo prevedibile pensando ancora al grafico di y = sin(x) intorno al
punto x = π/2.

Esempio 7.2. Consideriamo la funzione z = sin(x) cos(y), vedi Figura
13.
Si noti il legame tra le tre forme grafiche: i tre colli e le tre valli, visibili
nel grafico prospettico si ritrovano nel secondo, scala di grigi, nel quale
il colore bianco si riferisce alle quote alte, quello nero a quelle basse.
Il terzo grafico disegna solo linee di livello: camminando su ciascuna di
esse si cammina su punti {x, y} sui quali la funzione z = sin(x) cos(y)
prende lo stesso valore, sentieri piani, a quota altimetrica costante.
In una buona carta topografica da escursioni vicino ad ognuna delle
linee della terza figura sarebbe stata segnata la relativa quota.

Osservazione 7.3. Il grafico in scala di grigi (o, ovviamente in scala
di altro colore convenzionale) permette di immaginare le possibili es-
cursioni sul grafico a quota costante: percorsi che siano interamente
contenuti in una stessa tonalitá del grigio.
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Figura 13. z = sin(x) cos(y), grafico prospettico, scala
cromatica per le quote, linee di livello

É evidente (come ogni escursionista sa bene) che non esistono percor-
si ad altitudine costante da una vetta all’altra, mentre si trovano (o
perlomeno si cercano fiduciosamente) percorsi da una valle all’altra,
tutti ad una stessa (bassa) quota: é quello che studiano, ad esempio, i
tracciati ferroviari.

Osservazione 7.4. Le linee di livello di una funzione radiale sono...
(almeno tutte le volte che costituiscano delle linee) sempre e solo cir-
conferenze !
La funzione costante z = 1 é certo anche radiale: in quali punti del
piano prende il valore 1 ?
Risposta: in tutto il piano... che non é generalmente chiamato una
circonferenza !
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8. I punti di discontinuitá

Nel caso unidimensionale si erano elencati i punti di discontinuitá di-
stinguendo, in un punto, il limite di una funzione da sinistra da quello
da destra.
Nel caso di funzioni f : R2 → R si possono incontrare funzioni che

• siano continue in un punto
• non abbiano limite 4 lungo qualche direzione
• non siano continue nel punto perché hanno limiti diversi cam-

biando le direzioni

8.1. L’esempio fondamentale.

(13) f(x, y) =


0 (x, y) = (0, 0)

xy

x2 + y2
(x, y) 6= (0, 0)

I valori di questa funzione variano a seconda che si prenda
(x, y) ∈ y = mx: su tutti i punti diversi dall’origine di ciascuna di tali
rette infatti la funzione prende uno stesso valore, rette diverse valori
diversi,

f(x, y) =


0 (x, y) = (0, 0)

m

1 +m2
y = mx, x 6= 0

Poiché

• tutte le rette y = mx passano per l’origine,
• la funzione f(x, y) é costante su ciascuna di tali rette,
• costanti diverse su rette diverse,

la funzione non puó, comunque la si definisse nell’origine, essere conti-
nua in tale punto. Basta a tale scopo considerare due rette y = m1x e
y = m2x e considerare che su punti vicini quanto si vuole all’origine la
funzione f prende i due diversi valori

m2
1

1 +m2
1

,
m2

2

1 +m2
2

e quindi non si stabilizza su alcun valore particolare.

Osservazione 8.1. Come costruire o come immaginare di costruire la
superficie di Figura 14 ?

4Il limite di una funzione di due variabili sará precisato nel capitolo sui limiti.
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Figura 14. La funzione non continua (13): non provate
a chiudere il buco...

• Preparate sul piano z = 0 il cerchio bucato 0 < x2 + y2 ≤ 1
• Immaginatelo come l’insieme di tutti i suoi (infiniti) raggi
• Ogni raggio corrisponde ad un angolo θ, ad esempio l’angolo

formato con l’asse delle x
• Sollevate, o abbassate, ciascun raggio portandolo, interamente,

alla quota sin(θ) cos(θ)
• A sollevamenti completati avete la superficie di Figura 14...

8.2. Passeggiare sul grafico... Studiamo i profili altimetrici ot-
tenuti percorrendo due strade diverse dirigendosi dal punto (−1, 1) ver-
so il punto (0, 0) relativi al grafico di Figura 14.
Dato che la funzione f non è continua in (0, 0), la speranza di tendere
alla stessa quota d’arrivo è malriposta!

• Il primo cammino sia diretto: il segmento

y = −x, x ∈ [−1, 0),

In questo caso si ha

h(x) = f(x,−x) =
−x2

2x2
= −1

2
.
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Spostandosi lungo la retta di equazione y = −x, si resta
costantemente all’altezza −1/2 ( y = −x è una linea di livello
di f).

• Come secondo cammino scegliamo la parabola di equazione
y = x2, x ∈ [−1, 0),

Lungo questo cammino il profilo altimetrico k è dato da

k(x) = f(x, x2) =
x3

x2 + x4
=

x

1 + x2
.

La funzione k é strettamente crescente dato che

k′(x) =
1− x2

(x2 + 1)2
≥ 0 x ∈ [−1, 1]

e

lim
x→0

k(x) = 0.

Quindi cammini diversi, ma con stessi estremi, danno luogo a quote di
arrivo diverse!

8.3. Usiamo GnuPlot.

gnuplot> f(x,y)=(x**2+y**2>0) ? x*y/(x**2+y**2) : 0

gnuplot> set contour

gnuplot> splot f(x,y)

Il grafico di Figura 14 é stato costruito piú o meno cośı.
Notate come funzionano le assegnazioni condizionate (IF) in GnuPlot:

• la condizione da controllare x**2+y**2>0

• il punto interrogativo ?

• le due possibili risposte, separate dai due punti :

9. Funzioni lipschitziane

Definizione 9.1. Una funzione f : A ⊆ R2 → R si dice Lipschitziana
se esiste una costante L > 0 tale che

|f(P )− f(Q)| ≤ L.PQ ∀P,Q ∈ A

Teorema 9.2. Le funzioni Lipschitziane sono continue.

Le funzioni lipschitziane, vedi Figura 15, sono continue ma il loro
grafico puó presentare angoli, vertici. . .

. . . piramidi, non solo dune !
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Figura 15. Una funzione lipschitziana

A titolo di curiositá il grafico di Figura 15 appartiene alla funzione

f(x, y) = max (1− |x| − |y|, 0) + e−25((x−0.5)2+(y−0.5)2))

La piramide é collegata al primo addendo (quei moduli fanno delle
pieghe), la duna al secondo.

Osservazione 9.3. Una certezza: comunque si scivoli passeggiando
sul grafico di una funzione lipschitziana di costante L non si incontrano
pendenze di angolo superiore ad α essendo

tan(α) = L

L’Osservazione precedente fa capire che le funzioni non lipschitziane
saranno (probabilmente) quelle con grafici a pendenze terribili. . .
Non é lipschitziana la funzione

f(x, y) =

√
max

(
1

2
− x2 − y2, 0

)
il cui grafico vedete in Figura 16.

10. Incollare espressioni diverse

Potremmo denominare questo come

metodo δ

dopo i metodi α, β, γ, illustrati precedentemente.
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Figura 16. Il grafico di una semisfera. . . una funzione
non lipschitziana

Il metodo consiste nel definire una funzione f(x, y) su un insieme
C = A ∪B ⊆ R2, A ∩B = ∅ al modo seguente

f(x, y) =

{
a(x, y) se {x, y} ∈ A
b(x, y) se {x, y} ∈ B

essendo a(x, y) e b(x, y) due funzioni precedentemente costruite e defi-
nite su insiemi che includano rispettivamente A e B.

Esempio 10.1. Consideriamo ad esempio la funzione

(14) f(x, y) =

{
1 + x+ y se x ≥ 0
1− x+ y se x < 0

di cui alla Figura 17.
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Figura 17. Il grafico della funzione (14)

La continuitá

Un problema fondamentale consiste nel riconoscere ( o meno) la conti-
nuitá di una funzione definita incollando due funzioni a(x, y) e b(x, y)
ciascuna separatamente continua.
La questione della non continuitá puó presentarsi lungo la linea lungo
la quale le due parti A e B si congiungono: chi assicura che su tale
linea le due funzioni a(x, y) e b(x, y) si sposino bene, cioé prendano gli
stessi valori ?
Nel caso del precedente esempio (10.1) la linea di separazione tra la
parte A : x ≥ 0 e B : x < 0 era la retta x = 0 e su di essa le due
funzioni a(x, y) = 1 + x+ y e b(x, y) = 1− x+ y prendevano gli stessi
valori

a(0, y) = b(0, y) = 1 + y

Quindi le due espressioni si incollavano bene, e, in definitiva la funzione
(14) risultava continua.
Diversamente possono andare le cose come risulta dall’esempio seguente

Esempio 10.2. Sia

(15) f(x, y) =

{
1 + x+ y se x ≥ 0
x2 + y2 se x < 0

Ancora si ha A : x ≥ 0 e B : x < 0: la linea di separazione é la retta
x = 0 ma lungo essa riesce

a(0, y) = 1 + y, b(0, y) = y2
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i due valori sono in generale diversi, a meno che

1 + y = y2 ⇔ y =
1

2
(1±

√
5)

Concludendo si puó riconoscere che la funzione (15 )

• é continua in tutti i punti dei due semipiani aperti x > 0 e
x < 0

• sui due punti {0, 1
2
(1−

√
5)}, {0, 1

2
(1 +

√
5)} della retta che

separa i due semipiani la funzione f(x, y) é ancora continua
• sugli altri punti della retta x = 0 la f non é continua.

Figura 18. Il grafico della funzione (15)





CAPITOLO 3

Le curve

1. Introduzione

Ci occupiamo in questo capitolo delle funzioni

Φ : R → R3, t→ {x(t), y(t), z(t)}

Il grafico di queste funzioni, almeno nel caso in cui x(t), y(t) e z(t) sod-
disfino ragionevoli requisiti di regolaritá, rappresentano curve regolari.

Le curve regolari ([1], Cap.4, pag. 324) sono sottinsiemi importanti
dello spazio: segmenti, circonferenze, ellissi, eliche , ecc.
Le prime tre precedenti meritano il nome di curve piane, la quarta -
l’elica - no.

Definizione 1.1. Una curva regolare é una funzione regolare

Φ : R → R3

cioé

• una terna Φ(t) = {x(t), y(t), z(t)} di funzioni reali di una
variabile reale,

• definite in un intervallo I ⊆ R
• di classe C1,
• tali che in ogni t una almeno delle tre derivate x′(t), y′(t), z′(t)

sia diversa da zero.

I punti

P (t) := {(x(t), y(t), z(t))}, t ∈ I
rappresentano l’oggetto geometrico C al quale diamo correntemente il
nome di curva .
La terna di funzioni (x(t), y(t), z(t)), t ∈ I si dice rappresentazione
parametrica della curva C .

Osservazione 1.2. La quarta condizione

in ogni t una almeno delle tre derivate x′(t), y′(t), z′(t)
sia diversa da zero

61
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corrisponde all’immagine cinematica della curva come traiettoria

P (t) = {x(t), y(t), z(t)}
di un punto che avanza nello spazio senza fermarsi per t ∈ I.
La condizione infatti corrisponde a richiedere che la velocitá

−→v (t) = {x′(t), y′(t), z′(t)} 6= 0

Dal punto di vista geometrico la terza condizione garantisce del resto
l’esistenza in ogni punto della curva di una retta tangente.

Se la terza z(t) delle tre funzioni é identicamente nulla, ovvero non
viene neanche assegnata, la curva é una curva piana appartenente al
piano z = 0. 1

Osservazione 1.3. Come vedremo in numerose occasioni una stessa
curva C,intesa come oggetto geometrico, puó essere dotata di diverse
rappresentazioni parametriche: non esiste quindi corrispondenza biu-
nivoca tra curve intese come oggetti geometrici e loro rappresentazioni
parametriche.

2. I segmenti

Le funzioni (x(t), y(t), z(t)) rappresentazione parametrica di un seg-
mento possono essere scelte lineari in t.
Il segmento determinato dai due punti P = (a, b, c) e Q = (d, e, f) si
rappresenta con

x(t) = a+(d−a)t, y(t) = b+(e− b)t, z(t) = c+(f − c)t t ∈ [0, 1]

Esempio 2.1. Consideriamo il segmento AB di estremi A = {0, 1} e
B = {1, 0} una sua rappresentazione parametrica é{

x = t
y = 1− t

, t ∈ [0, 1]

Un trucco per riconoscere che la rappresentazione parametrica fornita
sia esattamente quella del segmento assegnato é il seguente

• le funzioni x(t) = t e y(t) = 1− t della rappresentazione sono
polinomi di primo grado, quindi la curva é una porzione di
retta,

• la t varia in un intervallo chiuso e limitato [0, 1], quindi la
porzione di retta é un segmento estremi inclusi,

• {x(0), y(0)} = {0, 1} = A, {x(1), y(1)} = {1, 0} = B

1Una curva si dice piana se appartiene tutta ad uno stesso piano, che puó,
naturalmente essere diverso dal piano z = 0. Curve piane si ottengono sezionando
una superficie dello spazio con un piano.



3. LE CIRCONFERENZE 63

Esempio 2.2. Lo stesso segmento AB precedente poteva essere rappre-
sentato anche con {

x = 2t
y = 1− 2t

, t ∈ [0, 1/2]

come pure (sorprendentemente) con{
x = 1− cos(t)
y = cos(t)

, t ∈ [0, π/2]

Osservazione 2.3. Le due rappresentazioni parametriche del segmen-
to AB offerte sopra differiscono dal punto di vista cinematico:

• il punto P (t) che si muove da A a B secondo la prima rappre-
sentazione si muove di moto rettilineo uniforme,

• il secondo viaggia ancora da A a B ma il suo moto rettili-
neo non é piú uniforme: parte molto lentamente e va via via
acquistando velocitá. . .

Esempio 2.4. Consideriamo il segmento dello spazio di estremi
A = {1, 2, 3} e B = {4, 5, 6}: una sua rappresentazione parametrica
é  x = 1 + 3t

y = 2 + 3t
z = 3 + 3t

t ∈ [0, 1]

3. Le circonferenze

Sia C = (α, β) il centro ed r il raggio: la circonferenza del piano z = 0
si rappresenta con

ϕ(t) = α+ r cos(t), χ(t) = β + r sin(t) t ∈ [0, 2π]

Esempio 3.1. Il quarto di circonferenza di centro l’origine, raggio r = 3
contenuto nel secondo quadrante ha la seguente rappresentazione para-
metrica {

x = 3 cos(t)
y = 3 sin(t)

t ∈ [π/2, π]

Esempio 3.2. La semicirconferenza inferiore di centro il punto C =
{1, 1} e raggio r = 5 ha la seguente rappresentazione parametrica{

x = 1 + 5 cos(t)
y = 1 + 5 sin(t)

t ∈ [π, 2π]

come pure, ovviamente, la seguente altra rappresentazione{
x = 1 + 5 cos(2t)
y = 1 + 5 sin(2t)

t ∈ [π/2, π]
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4. Le ellissi

Sia C = (α, β) il centro e a e b i semiassi: l’ellisse si rappresenta con

ϕ(t) = α+ a cos(t), χ(t) = β + b sin(t) t ∈ [0, 2π]

Esempio 4.1. L’intera ellisse di centro l’origine, semiassex = 3 e
semiassey = 5 ha la seguente rappresentazione parametrica{

x = 3 cos(t)
y = 5 sin(t)

t ∈ [0, 2π]

5. Un’elica

La curva di rappresentazione parametrica

x(t) = cos(t), y(t) = sin(t) z(t) = t t ∈ R

rappresenta un’elica che esce dall’origine e sale nella direzione dell’asse
z.

Esempio 5.1. Le eliche, o viti, si incontrano nella realizzazione delle
scale a chiocciola: collegare, ad esempio, il punto A = ({1, 0, 0} del
piano terra con il corrispondente B = {1, 0, 5} posto all’altezza z = 5.
Il collegamento puó essere fatto in vari modi

• la pertica (uso caserme dei pompieri): x = 1
y = 0
z = t

t ∈ [0, 5]

• una chiocciola abbastanza ripida x = cos(t)
y = sin(t)
z = 5

2π
t

t ∈ [0, 2π]

• una chiocciola meno ripida x = cos(t)
y = sin(t)
z = 5

4π
t

t ∈ [0, 4π]

• una chiocciola ancora meno ripida x = cos(2t)
y = sin(2t)
z = 5

4π
t

t ∈ [0, 4π]
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6. I profili altimetrici

Sia

f : A ⊆ R2 → R :

e sia

C :

{
x = x(t)
y = y(t)

t ∈ [a, b]

una curva piana contenuta in A : si puó considerare la curva CG
corrispondente sul grafico G di f : x = x(t)

y = y(t)
z = f [x(t), y(t)]

t ∈ [a, b]

Le quote f [x(t), y(t)] raggiunte muovendosi su CG rappresentano il pro-
filo altimetrico di G lungo C.
Si riconosce facilmente che se f é una funzione continua allora il profilo
altimetrico h(t) = f [x(t), y(t)] é una funzione continua di t ∈ [a, b].

6.1. Un esempio. Consideriamo i profili altimetrici che si incon-
trano in corrispondenza alla funzione x2+y2 relativamente alle seguenti
curve del piano z = 0

• circonferenza x(t) = 0.6 cos(t), y(t) = 0.6 sin(t) t ∈ [−π, π],
• ellisse x(t) = 0.8 cos(t), y(t) = 0.3 sin(t) t ∈ [−π, π]

Figura 1. Profilo altimetrico relativo alla circonferen-
za, all’ellisse.

Osservazione 6.1 (Un criterio di discontinuità.).
I profili altimetrici su funzioni continue sono continui: se trovo un
profilo altimetrico discontinuo, la funzione è discontinua.
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Problema 6.2 (Un problema altimetrico). Sia f(x, y) una funzione
definita in tutto il piano R2, siano A = {a1, a2} e B = {b1, b2} due
punti assegnati, nei quali riesca

f(A) = f(B)

esiste una curva C da A a B tale che il corrisponde profilo altimetrico
sia costante ?
In altri termini si puó andare, passeggiando sul grafico da {a1, a2, f(a1, a2)}
a {b1, b2, f(b1, b2)} mantenendosi sempre alla stessa quota ?
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Due teoremi fondamentali

1. Contrimmagini tramite funzioni continue

Sia f : R2 → R una funzione assegnata: scelto un insieme E ⊆ R si
chiama

contrimmagine di E tramite f,

e si indica con f−1(E) l’insieme

F = {(x, y) ∈ R2|f(x, y) ∈ E}
La definizione data é esattamente la stessa che si incontrava nell’ambito
delle funzioni di una sola variabile .

Esempio 1.1. Sia f(x, y) = x2 + y2, la contrimmagine dell’intervallo
chiuso [1, 4] ⊆ R tramite f é l’insieme

1 ≤ x2 + y2 ≤ 4

la corona circolare di centro l’origine e raggi r = 1 e R = 2.

Le contrimmagini f−1(E) con

• E aperto di R
• f funzione continua

hanno la proprietá importante di essere insiemi aperti di R2 : anzi, il
test maggiormente utilizzabile per riconoscere che un insieme F ⊆ R2

sia un aperto é riconoscere che esso sia la contrimmagine di un aperto
di R tramite una funzione continua.

Teorema 1.2. Sia f : A ⊆ R2 → R definita nell’aperto A e continua,
per ogni aperto E ⊆ R la contrimmagine f−1(E) é aperta in R2.

Dimostrazione. La contrimmagine di cui si parla é, per defini-
zione,

f−1(E) = {(x, y) ∈ A|f(x, y) ∈ E}
Riconoscere che f−1(E) é un aperto vuol dire riconoscere che tutti i
suoi punti sono punti interni:

• sia (x0, y0) ∈ f−1(E) → (x0, y0) ∈ A, f(x0, y0) = k ∈ E
67
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• essendo E aperto esiste un intorno di k (k − σ, k + σ) ⊆ E
• essendo f continua in (x0.y0) esiste un raggio ρ tale che√
(x− x0)2 + (y − y0)2 < r < ρ ⇒ |f(x, y)− f(x0, y0)| < σ

• essendo A aperto esiste certamente un raggio r0 tale che i cer-
chi di centro (x0.y0) e raggio r < r0 sono interamente contenuti
in A

• scelto un raggio r minore sia di ρ che di r0 si riconosce che√
(x− x0)2 + (y − y0)2 < r → |f(x, y)− f(x0, y0)| < σ

Ne segue, in altri termini, che l’intorno di (x0.y0) di raggio tale r é in-
teramente contenuto in f−1(E): abbiamo cioé riconosciuto che il punto
(x0, y0) é interno ad E.
Tenuto conto che (x0, y0) era un punto qualsiasi di f−1(E) abbiamo
riconosciuto che f−1(E) é aperto. �

Osservazione 1.3. Notate la piccola differenza tra le affermazioni
precedenti il Teorema e l’enunciato del Teorema stesso: si richiede,
nel Teorema, che l’insieme di definizione A della f sia aperto in R2.
Si tratta di un’ipotesi sufficiente, senza la quale tuttavia il risultato che
f−1(E) sia aperto potrebbe perdersi.
Si pensi infatti alla funzione f(x, y) =

√
x+ y, definita com’é noto

nel semipiano chiuso x + y ≥ 0, e si cerchi la contrimmagine della
semiretta aperta E : z < 1: si ottiene

f−1(E) : 0 ≤ x+ y < 1

insieme, una striscia del piano, che non é né aperto né chiuso.

Esempio 1.4.

Sia

f(x, y) =

 1 x2 + y2 ≤ 1

0 altrove

La contrimmagine

f−1[(0, 2)] = {x2 + y2 ≤ 1}
é un insieme chiuso.

1.1. Aperti di R famosi.
I piú importanti aperti di R sono :

• tutto R
• le semirette aperte: x > b oppure x < a
• gli intervalli limitati aperti (a < x < b)
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1.2. Aperti del piano corrispondenti.
La corrispondenza consiste nel prendere una funzione continua f(x, y) e
nel considerare le contrimmagini tramite essa degli aperti famosi citati
sopra:

• f(x, y) = ax + by + c funzioni lineari: si ottengono semipiani
aperti e striscie aperte

• f(x, y) = x2 + y2 : si ottengono cerchi aperti e corone circolari
aperte

Figura 1. Aperto ellisse: 1 < x2 + 3y2 < 4

• f(x, y) = a2x2 + b2y2 : si ottengono regioni delimitate da
un’ellisse aperte e corone ellittiche aperte,

• f(x, y) = ±a2x2 ∓ b2x2 : (segni discordi) si ottengono regioni
aperte delimitate da iperboli.

1.3. Una contrimmagine curiosa... Consideriamo la contrim-
magine, vedi Figura 3, della semiretta z > 1/2 tramite la funzione
continua f(x, y) = sin(x) sin(y):

• aperta
• illimitata (la funzione sin é periodica... il valore che prende in

un punto lo riprende in molti, molti altri !)
• non connessa.
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Figura 2. Aperto iperbole: 1 < x2 − 3y2 < 4

Figura 3. Aperto da funzioni periodiche:
sin(x) sin(y) > 1/2

2. Il teorema di Weierstrass

2.1. L’insieme immagine.
Sia f : A ⊆ R2 → R,, per ogni insieme E ⊆ A possiamo considerare
l’insieme

f(E) = {f(x, y), ∀(x, y) ∈ E}
dei valori f(x, y) relativi ai valori (x, y) ∈ E.
L’insieme f(E) si dice immagine di E tramite f .
Se non si precisa l’insieme di cui costruire l’immagine si sottintende che
si tratti dell’immagine dell’intero insieme di definizione della funzione.
Tenuto conto che f(E) ⊆ R1 consideriamo le seguenti domande impor-
tanti:



2. IL TEOREMA DI WEIERSTRASS 71

• f(E) é limitato ?

• f(E) ha minimo e/o massimo ?

La risposta dipende, com’é prevedibile da

• il tipo di insieme E
• il tipo di funzione f

Esempio 2.1. L’immagine del semipiano x > 0 tramite la funzione
continua x2 + y2 é la totalitá dei numeri positivi, insieme non limitato
e non chiuso.

Esempio 2.2. L’immagine del cerchio bucato 0 < x2 +y2 ≤ 1 mediante
la funzione continua ln(x2 + y2) é l’insieme dei numeri non positivi,
insieme chiuso ma non limitato.

Figura 4. Karl Weierstrass, (1815-1897)

Teorema 2.3 (Weierstrass). Sia f : A ⊆ R2 → R continua e sia
E ⊆ A con E chiuso e limitato, l’immagine f(E) é un insieme chiuso
e limitato.

Il teorema afferma che

• se E ⊆ A ⊆ R2 é chiuso e limitato
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• se f é continua in un insieme A che contiene E
• l’insieme

F = {f(x, y),∀(x, y) ∈ E}

– é limitato
– é chiuso, quindi ha minimo e ha massimo.

Osservazione 2.4. Si tratta (come in tutti i teoremi veramente utili)
di una condizione sufficiente: soddisfatte le due ipotesi siamo certi che
esiste sia il minimo che il massimo, in mancanza di una o di entrambe
tali ipotesi non possiamo negare l’esistenza di minimo e di massimo,
possiamo solo... dubitarne!

Osservazione 2.5. Il problema del massimo o del minimo di una
funzione f(x, y) é, generalmente, proposto assegnando

• una funzione f
• un insieme A ⊆ R2 su cui deve essere considerata la f.

La richiesta del massimo e/o del minimo richiede, come risposta due
numeri reali

• il valore del massimo,
• il valore del minimo.

Puó essere richiesto anche di determinare i punti (potrebbero essere piú
d’uno) in cui la funzione prende il valore massimo, come pure i punti
in cui la funzione prende il valore minimo. Queste seconde richieste
avranno come risposte

• certi punti (xM , yM) ∈ A, che saranno detti punti di massimo,
• certi punti (xm, ym) ∈ A, che saranno detti punti di minimo.

Esempio 2.6. Determinare massimo e minimo della funzione f(x, y) =
x2 + y2 sull’insieme A : x2 + y2 ≤ 1.

Risposta:

L’insieme A assegnato é chiuso e limitato, quindi, per il Teorema di
Weierstrass, esiste sia il minimo che il massimo.
Il minimo é 0, il massimo é 1.
C’é un solo punto di minimo che é l’origine.
Ci sono piú punti di massimo, che sono tutti i punti della circonferenza
x2 + y2 = 1, frontiera di A.
La tecnica con cui sono state trovate le risposte fornite é in questo
caso assolutamente naif: problemi piú complessi saranno affrontati con
tecniche adeguate nel seguito.
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2.2. La dimostrazione.

Forniamo in questo paragrafo la dimostrazione del Teorema di Weier-
strass, dimostrazione che fa uso del precedente Teorema di Bolzano.

Dimostrazione.

La limitatezza

Dimostrare che f(E) é limitato significa provare che

∀(x, y) ∈ E m ≤ f(x, y) ≤M

con m ed M due costanti opportune.

Cominciamo con il mostrare che esiste M tale che

∀(x, y) ∈ E f(x, y) ≤M,

e conduciamo la dimostrazione per assurdo, ammettendo cioé che per
ogni n ∈ N ci sia qualche punto (xn, yn) ∈ E nel quale riesca

(16) f(xn, yn) ≥ n

Applichiamo alla successione {(xn, yn)} ∈ E, contenuta nell’insieme
limitato E, il teorema di Bolzano: se ne trae l’esistenza di una sotto-
successione

{(xnk
, ynk

)}
convergente.
Detto (ξ, η) il suo limite riesce, essendo E chiuso (ξ, η) ∈ E Essendo f
continua ne segue l’assurdo

f(ξ, η) = lim
k→∞

f(xnk
, ynk

) = +∞

da cui si esclude l’esistenza della successione (16) ovvero si riconosce l’e-
sistenza di una costante M che limiti superiormente i valori
f(x, y)∀(x, y) ∈ E.
La prova dell’esistenza dell’altra costante m che limiti i valori

f(x, y)∀(x, y) ∈ E
inferiormente si conduce con la stessa strategia.
Abbiamo pertanto riconosciuto che f(E) é limitato.

Esistenza del massimo

Indichiamo con M

M = sup
(x,y)∈E

f(x, y) = sup f(E)
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Per ogni n ∈ N consideriamo un punto (xn, yn) ∈ E nel quale riesca

(17) M − 1

n
≤ f(xn, yn) ≤M

l’esistenza di tali punti (xn, yn) discende dalle proprietá dell’estremo
superiore: i valori M − 1

n
sono minori dell’estremo superiore di f(E),

quindi ci deve essere qualche valore di f(E) che li supera. . .
Applichiamo ora alla successione

{(xn, yn)} ∈ E,

contenuta in un insieme limitato, il teorema di Bolzano: se ne deduce
l’esistenza di una sottosuccessione

{(xnk
, ynk

)} ∈ E

convergente a un punto (xM , yM) che, tenuto conto che E é chiuso
appartiene certamente ad E.
Tenuto conto che f é continua riesce

lim
k→∞

f(xnk
, ynk

) = f(xM , yM)

del resto, tenuto conto della (17) riesce anche

lim
k→∞

(
M − 1

nk

)
≤ lim

k→∞
f(xnk

, ynk
) ≤M

da cui

M ≤ f(xM , yM) ≤M → M = f(xM , yM)

Ovvero

• l’estremo superiore M = sup f(E) é massimo,
• il punto (xM , yM) ∈ E é un punto di massimo.

La prova dell’esistenza del minimo é del tutto analoga. �

Osservazione 2.7. La dimostrazione dell’esistenza del massimo é sta-
ta svolta per esteso: non altrettanto quella del minimo.
Notiamo tuttavia che la dimostrazione dell’esistenza del massimo for-
nisce, di fatto, anche la prova dell’esistenza del minimo tenuto conto
che

min f(E) = −max {−f(E)}

e dell’ovvia continuitá di −f.
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3. Il teorema d’esistenza degli zeri

Il risultato corrisponde all’esistenza di soluzioni (x, y) ∈ A, per l’e-
quazione f(x, y) = 0, o in generale,

f(x, y) = k

La risposta dipende anche qui da

• il tipo di insieme A
• il tipo di funzione f
• il tipo di valore k

Teorema 3.1 (Teorema esistenza degli zeri). Se

• A é connesso per poligonali,
• f é continua,

se riesce f(P1) < f(P2) in corrispondenza a due punti P1, P2 ∈ A allora
per ogni

f(P1) ≤ k ≤ f(P2)

esiste almeno un punto Q ∈ A tale che f(Q) = k.

Il Teorema 3.1 riconosce che una funzione continua, definita su un
insieme connesso per poligonali, che prenda due valori f(P1) < f(P2)
prende, di conseguenza, anche tutti i valori k intermedi
f(P1) ≤ k ≤ f(P2).

Il nome di teorema d’esistenza degli zeri discende dal caso in cui
f(P1) < 0 ed f(P2) > 0 nel quale si deduce l’esistenza di almeno
un punto Q ∈ A in cui f(Q) = 0, esistenza appunto di uno zero per la
funzione.

3.1. Un enunciato alternativo...

Teorema 3.2 (Teorema dei valori intermedi). Se

• A é connesso per poligonali,
• f é continua,

l’insieme immagine é un intervallo I ⊆ R.

Si ricorda piú facilmente e... dice esattamente la stessa cosa, aiutandoci
a ricordare la proprietá caratteristica degli intervalli I ⊆ R, la loro
convessitá

.. se I contiene due numeri α e β contiene, di conseguenza, tutti i γ
intermedi.

Osservazione 3.3. Si tratta ovviamente anche in questo caso di una
condizione sufficiente: soddisfatte le tre ipotesi siamo certi che esiste
una soluzione per l’equazione f(x, y) = k, in mancanza di una o piú
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d’una di tali ipotesi non possiamo dichiarare che l’equazione non ha
soluzioni, possiamo solo... dubitarne!

4. Le conseguenze

I due teoremi precedenti, 2.3 e 3.1 aiutano a determinare l’insieme
immagine di funzioni continue:

• se la funzione continua é definita su un insieme
– connesso
– chiuso
– limitato

allora l’insieme immagine é l’intervallo chiuso e limitato [m,M ]
avendo indicato con m e M il minimo e il massimo della
funzione,

• se la funzione continua é definita su un insieme connesso (ma
non anche chiuso e limitato) allora l’insieme immagine rimane
un intervallo che peró puó essere illimitato o puó non includere
gli estremi.

Esempio 4.1. L’insieme immagine della funzione x2 + y2 considerata
definita sul quadrato di estremi l’origine e il punto (1, 1) é l’intervallo
[0, 2].

Esempio 4.2. L’insieme immagine della funzione

1

1 + x2 + y2

é l’intervallo (0, 1] che include 1 ma non 0

Esempio 4.3. La funzione
1

x+ y

é definita per x+ y 6= 0.
L’immagine del semipiano (connesso per poligonali) x + y > 0 é un
intervallo (Teorema 3.2).
Poiché tale immagine contiene sia valori positivi molto grandi 1 sia va-
lori positivi molto piccoli 2 non puó che essere l’intervallo dei numeri
positivi.
Tenuto conto che la funzione non produce mai il valore 0 se ne conclude
che l’immagine del semipiano x+y > 0 mediante la funzione 1/(x+y)
é l’intervallo aperto z > 0.

1valori della funzione su (x, y) vicini alla frontiera
2valori della funzione su (x, y) molto lontano dall’origine
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Discorso analogo per l’immagine dell’altro semipiano x + y < 0: l’im-
magine é l’intervallo aperto z < 0.
Concludendo: l’immagine della funzione

f(x, y) =
1

x+ y

definita (ovviamente) per x+ y 6= 0, insieme non limitato, non chiuso
e non connesso é l’insieme R−{0}, insieme non limitato, non chiuso,
non connesso.
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I limiti

1. Il concetto di limite

É analogo ( [2], pag. 19) al concetto di continuitá: i valori della funzione
f(x, y) devono stabilizzarsi per (x, y) ≈ (x0.y0) su un valore L.

Esempio 1.1. La funzione

sin

(
1

x2 + y2

)
non ha limite per (x, y) → (0, 0): i suoi valori infatti continuano ad
oscillare follemente tra −1 e 1.

Esempio 1.2. La funzione

(x2 + y2) sin

(
1

x2 + y2

)
ha limite 0 per (x, y) → (0, 0): i suoi valori infatti sono il prodotto di
un fattore x2 + y2 che diventa sempre piú vicino a 0 mano mano che

il punto (x, y) é vicino all’origine, e un fattore sin
(

1
x2+y2

)
che oscilla

mantenendosi tuttavia limitato tra −1 e 1.

Esempio 1.3. La funzione
xy

x2 + y2

non ha limite per (x.y) → (0, 0): sui punti (t,mt), t ∈ R − {0} la
funzione prende il valore

mt2

t2 +m2t2
=

m2

1 +m2

Valori diversi su rette y = mx diverse, tutte uscenti dall’origine: non
c’é stabilizzazione vicino all’origine !

Esempio 1.4. La funzione

sin(x2 + y2)

x2 + y2

79
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ha limite per (x, y) → (0, 0): indicato con

ρ2 = x2 + y2 : (x, y) ≈ (0, 0) → ρ ≈ 0

é noto che

ρ ≈ 0 → sin(ρ2)

ρ2
≈ 1

Definizione 1.5. Sia P0 il centro di un disco interno al dominio A
dove é definita f , si dice che

lim
P→P0

f(P ) = L

con L numero reale, se per ogni ε > 0 assegnato esiste un raggio δε tale
che

0 < PP0 < δε ⇒ |f(P )− L| < ε

Notate che nella definizione precedente si considerano punti P tali che

0 < PP0 < δε

La diseguaglianza a sinistra significa che si considerano soltanto punti

0 < PP0 ⇔ P 6= P0.

In altri termini l’eventuale valore f(P0) non fa parte dei valori da con-
siderare.
Al limite (ci si consenta il bisticcio di parole) la funzione potrebbe an-
che non essere definita nel punto nel quale si cerca il limite !
La situazione, apparentemente paradossale, é proprio la piú interes-
sante e comune: di fatto si cerca molte volte il limite di una funzione
proprio nei punti in cui essa non é definita.
Si cerca cioé di riconoscere se i valori della funzione f nei punti (x, y) ≈
(x0, y0)

• si stabilizzino intorno a un certo valore L (esista il limite)
• non si stabilizzino su alcun valore particolare ma oscillino o

divergano (non esista limite)

PROBLEMA
Se la funzione é definita in A ⊆ R2, per quali punti di R2 ha senso
cercare il limite della funzione f ?
Pensate che avrebbe senso cercarlo in un punto P0 esterno a A ?
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Teorema 1.6. Sia A aperto e sia

f : A ⊆ R2 → R,

sia P0 ∈ A : f é continua in P0 se e solo se

• esiste limP→P0 f(P )
• tale limite coincide con f(P0)

Osservazione 1.7. Riconosciuto per qualche motivo che la funzione
f(x, y) é continua in A allora il limite per (x, y) → (x0, y0) é f(x0, y0)

2. Modifichiamo un valore

Sia f(x, y) una funzione continua, ad esempio in tutto R2: scelto un
punto (x0, y0) possiamo decidere di modificare la f in quel punto dan-
dole un valore λ 6= f(x0, y0).
Indichiamo con F la nuova funzione cośı modificata: F , non sará
continua in (x0, y0) ma resta

lim
(x,y)→(x0,y0)

F (x, y) = f(x0, y0)

Stesso discorso per una qualsiasi funzione f per la quale si sappia che

lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) = `

Qualunque modifica del valore f(x0, y0) non influisce sull’esistenza e
sul valore del limite.
Ricordate che il limite di una funzione f(x, y) in un punto (x0.y0)

• non tiene conto che il punto (x0, y0) appartenga o meno all’in-
sieme di definizione della funzione, serve solo che la funzione
sia definita in punti vicini a (x0, y0),

• é determinato dai valori che la funzione prende nei punti
(x, y) ≈ (x0.y0), e non dal valore che la funzione prende nel
punto (x0, y0),

• esiste se e solo se i valori della funzione nei punti
(x, y) ≈ (x0.y0) possiedono il requisito di stabilizzarsi su un
valore.

Osservazione 2.1. L’esistenza e/o il valore del limite di f(x, y) per
(x, y) → (x0, y0) non dipendono né dall’eventuale valore f(x0, y0) né
dai valori della f in punti (ξ, η) tutti a distanza√

(ξ − x0)2 + (η − y0)2 > ρ > 0

L’esistenza e il valore del limite dipendono solo dai valori di f nella
corona circolare

0 <
√

(x− x0)2 + (y − y0)2 < r, r > 0
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3. Prolungamento per continuitá

Sia f continua in A− P0: se esiste, finito, il

lim
P→P0

f(P ) = ` ∈ R

si puó prolungare f fin su P0 attribuendo ad f in tale punto il valore del
limite ` e approdando con tale prolungamento ad una funzione continua
in A incluso P0.

Esempio 3.1. Sia

f(x, y) = e
− 1

x2+y2 , (x, y) 6= (0, 0)

tenuto conto che riesce

lim
P→P0

f(P ) = 0

si puó prolungare f(x, y) nella funzione continua in tutto R2 seguente:

f ∗(x, y) =

{
0 (x, y) = (0, 0)

e
− 1

x2+y2 (x, y) 6= (0, 0)

Esempio 3.2. Un contresempio:
la funzione, precedentemente considerata,

f(x, y) =
x.y

x2 + y2
, (x, y) 6= (0, 0)

non é prolungabile per continuitá sull’origine.
Quale valore del resto potremmo attribuirle nell’origine considerato che
su ogni raggio uscente dall’origine prende valori diversi ?

4. Ordine di infinitesimo di una funzione in un punto

Alcune convenzioni:

• i punti (x, y) vicini al punto (ξ, η) si possono indicare con

x = ξ + h, y = η + k

con (h, k) vicino a (0, 0)
• Dire che riesce

lim
(x,y)→(ξ,η)

f(x, y) = `

equivale a dire che, posto

φ(h, k) = f(ξ + h, η + k)− `
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riesce

lim
(h,k)→(0,0)

φ(h, k) = 0

Indicata con

ρ =
√
h2 + k2

si dice che φ(h, k) = f(ξ + h, η + k)− ` tende a zero di ordine O(1) se
esiste una costante C > 0 tale che∣∣∣∣φ(h, k)

ρ

∣∣∣∣ ≤ C

Si dice che φ(h, k) tende a zero di ordine superiore a O(1) se riesce

lim
(h,k)→(0,0)

φ(h, k)

ρ
= 0

In luogo del quoziente con ρ introdotto sopra si puó usare il quoziente
con ρα, una qualunque potenza positiva α

Definizione 4.1. si dice che φ(h, k) tende a zero di ordine O(α) o che
é un infinitesimo di ordine α, se esiste una costante C > 0 tale che∣∣∣∣φ(h, k)

ρα

∣∣∣∣ ≤ C

Se

lim
(h,k)→(0,0)

φ(h, k)

ρα
= 0

si dice che φ(h, k) é un infinitesimo di ordine > α.

4.1. L’interpretazione grafica.

• La funzione

f(x, y) = 1 + x+ 2y

ha limite ` = 1 nell’origine: la differenza

f(x, y)− 1 = x+ 2y

é un infinitesimo di ordine O(1), vedi Figura 1
• La funzione

g(x, y) = 1 + (x+ 2y)2

ha ancora limite ` = 1 nell’origine: la differenza

g(x, y)− 1 = (x+ 2y)2

é un infinitesimo di ordine O(2), vedi Figura 1
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Figura 1. a) f(x, y)− ` O(1), b) g(x, y)− ` O(2)

Nel primo caso, O(1), la funzione si avvicina alla quota
` = 1 tagliando la quota stessa in modo obliquo.

Nel secondo caso, O(2), la g(x, y) si

schiaccia

sulla quota ` = 1. Si tratta del fenomeno del piano tangente...
• La funzione

q(x, y) = 1 + (x+ 2y)3

ha ancora limite ` = 1 nell’origine : la differenza

q(x, y)− 1 = (x+ 2y)3

é un infinitesimo di ordine O(3), vedi Figura 2

Figura 2. Lo schiacciamento di q(x, y) = 1 + (x+ 2y)3

di ordine 3

Osservazione 4.2. L’occhio umano distingue molto bene la differenza tra la prima
f(x, y) = 1 + (x+ 2y) e la seconda g(x, y) = 1 + (x+ 2y)2 in termini di schiaccia-
mento: ma non riconosce il differente schiacciamento della terza.
In altre parole l’occhio umano riconosce la derivata prima ma non distingue le
derivate successive...!
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Si noti che molti fenomeni naturali invece dipendono anche dalle derivate suc-
cessive: per esempio la forza centrifuga cui é soggetta un’automobile nelle curve
dipende dalla curvatura del tracciato, quindi dalle derivate seconde. L’occhio umano
non apprezza affatto la discontinuitá della curvatura tra una circonferenza e la retta
tangente: proprio la loro tangenza suggerisce, erroneamente, un’assoluta regolaritá
di raccordo, cosa tutt’altro che vera.
Ancora pensando alle automobili (o anche alle ferrovie) si ricordi infatti che i rac-
cordi, ad esempio i curvoni autostradali veloci, non si realizzano mai incollando
tratti rettilinei con archi di circonferenza né di ellisse.
Si ricorre a curve molto piú complesse, vedi le foto aeree, proprio nel tentativo di
ottenere un buon raccordo a livello anche di derivate seconde.

4.2. Un equivoco frequente. La funzione u(x, y) = x + y é un
infinitesimo di ordine O(1) nell’origine, la funzione v(x, y) = (x+ y)2 é
un infinitesimo di ordine O(2) nell’origine: ne deriva (?) che nei punti
del cerchio x2 + y2 ≤ 1 riesce

|v(x, y)| ≤ |u(x, y)|

Questa conclusione é falsa: basta pensare, ad esempio alla coppia di
funzioni

u(x, y) =
1

100
(x+ y), v(x, y) = 100(x+ y)2

Ancora la prima, u, é un infinitesimo di ordine O(1), la seconda v é un
infinitesimo di ordine O(2), ma evidentemente il confronto

|v(x, y)| ≤ |u(x, y)|

nei punti del cerchio é manifestamente falso.
Ricordate quindi che le dichiarazioni

u é O(1) nell’origine,

ovvero

v é O(2) nell’origine,

significano sempre e solo che valgono in un intorno dell’origine le mag-
giorazioni

|u(x, y)| ≤ C1

√
x2 + y2, |v(x, y)| ≤ C2(x

2 + y2)

Un qualsiasi confronto tra |u| e |v| richiederebbe almeno un’informazione
sui valori delle due costanti C1 e C2 usate...

5. Come si riconosce il limite in un punto

Riconoscere che la funzione f ammette limite ` nel punto (ξ, η) significa
riconoscere che la differenza

φ(h, k) = f(ξ + h, η + k)− `
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ha limite 0 nell’origine.
É conveniente servirsi delle coordinate polari{

h = ρ cos(θ)
k = ρ sin(θ)

:

se riesce
|φ(h, k)| = |φ(ρ cos(θ), ρ sin(θ))| = ρα |g(θ)|

con
α > 0 e |g(θ)| ≤M,

si ha
|φ(h, k)| ≤M ρα ⇒ lim

(h,k)→(0,0)
φ(h, k) = 0

Esempio 5.1. Sia

f(x, y) =
x2y3

x2 + y2

definita per (x, y) 6= (0, 0): vogliamo riconoscere che riesce

lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 0

Servendosi delle coordinate polari si ottiene

f(x, y) = f(ρ cos(θ), ρ sin(θ)) = ρ cos2(θ) sin3(θ)

Tenuto presente che

|g(θ)| = | cos2(θ) sin3(θ)| ≤ 1

riesce |f(x, y)| ≤ ρ e quindi

lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 0

Esempio 5.2. Servendosi delle coordinate polari nell’ esempio prece-
dente

f(x, y) =

{
0 (x, y) = (0, 0)
xy

x2 + y2 (x, y) 6= (0, 0)

si riconosce che

|f(ρ cos(θ), ρ sin(θ))| = | cos(θ) sin(θ)|
quantitá che non é affatto infinitesima quando ρ→ 0.

Esempio 5.3. Sia
f(x, y) =

xy

(x2 + y2)2

definita per (x, y) 6= (0, 0),servendosi delle coordinate polari si ottiene

f(x, y) = f(ρ cos(θ), ρ sin(θ)) =
1

ρ2
cos(θ) sin(θ)
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quantitá che non é limitata per ρ→ 0 e, quindi non ha limite.

6. Limite secondo una direzione

In relazione alle funzioni reali di una variabile reale

y = f(x)

si erano affiancati al concetto di limite in un punto x0 quelli, piú deboli,
di limite sinistro e limite destro

limx→x−0
f(x), limx→x+

0
f(x)

Nulla di tutto ció si trasporta in due dimensioni: non ha senso infatti
l’ordinamento, e quindi non hanno senso i limiti sinistro e destro.
Si possono tuttavia considerare limiti di una funzione di due variabili
in un punto (x0, y0)

secondo una direzione assegnata −→ν = (α, β)

Si tratta di limiti piú deboli che si riferiscono alla stabilizzazione (o
meno) dei valori della funzione nei punti (x, y)

• appartenenti ad una particolare semiretta (la direzione) us-
cente da (x0, y0) {

x = x0 + αt
y = y0 + βt

• vicini a (x0, y0) cioé 0 < t < ε

Esempio 6.1. La funzione

f(x, y) =
xy

x2 + y2

non ha limite nell’origine, tuttavia ha invece limite lungo qualsiasi
direzione −→ν = (α, β) uscente dall’origine.
Infatti preso {

x = αt
y = βt

riesce

f(x, y) =
αβ

α2 + β2

valori addirittura costanti...
Naturalmente valori costanti diversi a seconda della direzione scelta,
quindi f(x, y) ha limiti (diversi) secondo ogni direzione uscente dall’o-
rigine.
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6.1. Un contresempio. Consideriamo la funzione

(18) f(x, y) =


x2y

x4 + y2 se (x, y) 6= (0, 0)

0 se (x, y) = (0, 0)

Considerata sui punti di qualsiasi retta per l’origine y = mx essa diventa

f(x,mx) =


m

x2 +m2 x se x 6= 0

0 se x = 0

Risulta evidente che tali valori hanno, per x → 0 tutti limite 0: in altri
termini la funzione f(x, y) assegnata ha limite zero lungo tutte le rette per
l’origine.
Tuttavia non é vero che

lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 0

basta considerare, nelle Figure 3 seguenti, le zone, colorate in grigio, in cui
riesce |f(x, y)| < 1/5 oppure |f(x, y)| < 1/25: si riconosce che non esiste
alcun cerchio di centro l’origine nel quale possa riconoscersi, ad esempio,
che |f(x, y)| < 1/5.
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Figura 3. |f(x, y)| < 1/5, |f(x, y)| < 1/25

La mancanza di cerchi con tale requisito significa appunto che non c’é limite
0 nell’origine.
Chi pensasse che ci sia il limite e che valga, forse, qualche altro numero si
sbaglierebbe di grosso: sulle rette per l’origine infatti la funzione si stabilizza,
vicino all’origine, sullo 0...
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Figura 4. Grafico della funzione (18): prospettico,
scala di grigi, linee di livello
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Apprezzate la lezione di questo contresempio: per le funzioni di una variabile
y = f(x) se esistevano i limiti

lim
x→x−0

f(x) = `−, lim
x→x+

0

f(x) = `+

ed erano uguali `− = `+ = ` si concludeva che allora tale comune valore `
era anche

lim
x→x0

f(x) = `

Questo fenomeno non accade piú nel caso delle funzioni di 2 variabili...!

6.2. Un percorso altimetrico speciale... Esaminiamo i valori che la
precedente funzione (18) prende sui punti delle parabole del piano (x, y)

y = ax2, a ∈ R

Riesce

f(x, ax2) =


a

1 + a x se x 6= 0

0 se x = 0
Valori diversi in corrispondenza alle scelte diverse che possiamo fare per a
Le parabole considerate passano per l’origine, quindi su di esse possiamo
considerare punti vicini all’origine quanto desideriamo, punti sui quali si
ottengono valori

a

1 + a
veramente qualsiasi...!
La scoperta di questi valori

a

1 + a
diversi da 0 e presi in punti vicini all’origine quanto si voglia é la vera prova
della non esistenza del limite nell’origine.

7. Limite infinito

Conoscere il limite di una funzione f(x, y) in un punto (x0, y0) vuol dire
disporre di un’informazione sui valori f(x, y) della funzione nei punti (x, y) ≈
(x0, y0).
Anche il sapere che f(x, y) diverge positivamente per (x, y) → (x0, y0) é
un’informazione che puó essere utile: sotto questo punto di vista si parla a
volte, oltre che di limite finito, anche di limiti +∞ o −∞ :

Definizione 7.1.
lim
P→P0

f(P ) = +∞

significa che comunque si prenda un M esiste δM tale che se 0 < PP0 < δM
riesce f(P ) > M
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Esempio 7.2. La funzione
1

x2 + y2

ha limite +∞ per (x, y) → (0, 0).

Esempio 7.3. La funzione
1

x+ y

non ha limite (neanche ±∞) per (x, y) → (0, 0).

Esempio 7.4. La funzione

f(x, y) =
x2

y

definita in tutto il piano privato della retta y = 0, asse delle x, non ha
limite, neppure infinito, nei punti (h, 0)

8. Limiti all’infinito

Un’altra informazione importante per una funzione puó essere quella relativa
ai valori f(P ) che prende sui punti P via via piú lontani dall’origine: se essi
si stabilizzano su una quota L diremo che

lim
OP→∞

f(P ) = L

ovvero che L é il limite di f per P →∞.

Esempio 8.1. La funzione
1

1 + x2 + y2

ha limite 0 per P →∞.

Le funzioni
F (x, y) = (x2 + y2)α, α ∈ Z

Z insieme degli interi, sono funzioni radiali: prendono cioé lo stesso valore
su tutti i punti (x, y) che hanno la stessa distanza

√
x2 + y2 dall’origine.

Riesce

lim
(x,y)→∞

F (x, y) =
{

= 0 se α < 0
= +∞ se α > 0

Esempio 8.2. La funzione

3 +
sin(xy)

1 + x2 + y2

ha limite 3 per P →∞.
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9. Funzioni composte

La pratica del calcolo propone continuamente funzioni ottenute da altre
per composizione: cośı nel caso delle funzioni di una variabile si parla
di

sin(x2),
√

1 + x2, log
(
1 +

√
1 + x2

)
Analogo procedimento si incontra per funzioni di due variabili

sin(x2 + y2),
√

1 + x2 + y2, quad log
(
1 +

√
1 + x2 + y2

)
Non é sempre possibile eseguire la composizione f [u(x, y), v(x, y)]: oc-
corre naturalmente

• prendere (x, y) nell’insieme di definizione della u e della v
• prendere inoltre (x, y) tali che il punto (u(x, y), v(x, y)) ap-

partenga all’insieme di definizione della f .

Una questione fondamentale é riconoscere quali delle proprietá delle
funzioni che si compongono si ritrovino nella funzione composta.
Ad esempio, sempre che la composizione sia possibile,

• una funzione limitata composta con qualsiasi funzioni é limi-
tata,

• una funzione positiva composta tramite qualsiasi funzione é
positiva,

• ecc.

Una questione particolarmente importante é la conservazione della con-
tinuitá

Teorema 9.1. Siano f(x, y), u(x, y), v(x, y) componibili e conti-
nue: la funzione composta f [u(x, y), v(x, y)] é continua.

Dimostrazione. Esaminiamo la continuitá (o meno) nel punto
(x0, y0): indichiamo con

ξ0 = u(x0, y0), η0 = v(x0, y0)

La funzione f , continua per ipotesi, sará continua nel punto (ξ0, η0):
cosa che significa che, scelto comunque ε > 0 esiste δε tale che

(19)
√

(ξ − ξ0)2 + (η − η0)2 < δε ⇒ |f(ξ, η)− f(ξ0, η0)| < ε

Tenuto conto del resto che sia la u(x, y) che la v(x, y) sono continue,
ancora per ipotesi, esisterá certamente un ρ tale che
(20)

√
(x− x0)2 + (y − y0)2 < ρ ⇒ |u(x, y)− u(x0, y0)| < 1

2
δε√

(x− x0)2 + (y − y0)2 < ρ ⇒ |v(x, y)− v(x0, y0)| < 1
2
δε
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Ne segue pertanto, sintetizzando le (19) e (20) che√
(x− x0)2 + (y − y0)2 < ρ ⇒

⇒ |f [u(x, y), v(x, y)]− f [u(x0, y0), v(x0, y0)]| < ε

�

Osservazione 9.2. La precedente dimostrazione ricorda molto la nota
affermazione transitiva

gli amici degli amici sono amici.

Le due funzioni continue u e v mutano punti (x, y) e (x0, y0) vicini in
valori {u, v} e {u0, v0} vicini.
La funzione continua f non puó che trasformare i punti (u, v) e (u0, v0)
vicini, in valori f(u, v) e f(u0, v0) vicini.



CAPITOLO 6

Le derivate

1. Derivate parziali

Sia f(x, y) definita nell’aperto A del piano R2. Se si tiene fissa la vari-
abile y = y0 e si fa variare solo la variabile x, si ottiene una funzione
di una variabile.
Geometricamente questo corrisponde, ([2], pag. 26) a sezionare la su-
perficie grafico della funzione con un piano y = y0 verticale, parallelo
all’asse x, passante per l’ordinata y0 fissata.
La condizione di derivabilità di questa sezione corrisponde all’esistenza
del limite

lim
h→0

f(x0 + h, y0)− f(x0, y0)

h
.

Il significato geometrico del limite di questo rapporto incrementale è la
pendenza della superficie nella direzione dell’asse x.

Definizione 1.1. La funzione f è derivabile parzialmente rispetto

ad x nel punto (x0, y0) se esiste, finito, il limite

lim
h→0

f(x0 + h, y0)− f(x0, y0)

h
.

Il valore del limite si indica con uno dei simboli seguenti

∂f

∂x
(x0, y0) = fx(x0, y0) = Dxf(x0, y0).

Analogamente, f è derivabile parzialmente rispetto ad y nel punto
(x0, y0) se esiste, finito,

∂f

∂y
(x0, y0) = fy(x0, y0) = Dyf(x0, y0) = lim

k→0

f(x0, y0 + k)− f(x0, y0)

k
.

Il calcolo delle derivate parziali si fa con le stesse regole di derivazione
delle funzioni da R in R: la/e variabile/i rispetto a cui non si deriva
sono trattate come costanti.

95
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Figura 1. z = 1− x2 − y2, x0 = 0.5, y0 = −0.3

Ad esempio,

f(x, y) = x2 + y2 =⇒ fx(x, y) = 2x, fy(x, y) = 2y,

f(x, y) = x3y + y2 =⇒ fx(x, y) = 3x2y, fy(x, y) = x3 + 2y,

f(x, y) = sin(x2y) =⇒ fx(x, y) = 2xy cos(x2y), fy(x, y) = x2 cos(x2y).

Il vettore a due componenti,

∇f(x0, y0) = (fx(x0, y0), fy(x0, y0))

è detto gradiente di f (nel punto (x0, y0))
1.

Osservazione 1.2. Il gradiente di una f(x, y) dotata di derivate parziali
prime in ogni punto rappresenta un campo vettoriale, cioé una funzione

∇ : R2 → R2

Ad ogni punto (α, β) fa corrispondere un vettore (fx(α, β), fy(α, β)) In
Figura 2 vedete disegnato, certamente in modo approssimativo, in cor-
rispondenza di un reticolo abbastanza fitto di punti (xk, yk) di [−3, 3]×
[−3, 3] le freccette che rappresentano il vettore gradiente della x2 + y2

1Il simbolo ∇ si legge “nabla”.
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Figura 2. a) grafico di x2 + y2 b) il campo vettoriale
dei gradienti

nel punto stesso.
Si riconosce ad esempio che

• A (0, 0) corrisponde il gradiente (0, 0)
• A (3, 3) corrisponde un gradiente con le componenti uguali e

positive
• A (3,−3) corrisponde un gradiente con la prima componente

positiva e la seconda negativa,
• ecc.

Osservazione 1.3. Per indicare le derivate parziali si usa il simbo-
lo ∂ (“d storto”) per ricordare che ci sono molte direzioni di deriv-
abilità e che l’informazione che si ottiene con una singola derivata è
una informazione parziale.

2. La pendenza di una superficie secondo una direzione

La pendenza del grafico y = g(x) di una funzione reale di una variabile
reale ha un senso ben preciso: camminando sulla linea grafico nel verso
delle x crescenti si percorre una salita o una discesa o si avanza orizzon-
talmente. Si puó misurare la pendenza affrontata tramite il coefficiente



98 6. LE DERIVATE

angolare della retta tangente.
La pendenza di una superficie u = f(x, y) non ha altrettanto significato
preciso: si puó, durante un’escursione in montagna, camminare su una
costa faticando a salire, scivolando in discesa, mantenendosi (come la
maggioranza dei sentieri) in quota.
Non ha quindi senso parlare della pendenza della costa, dipendendo
questa dalle direzioni lungo le quali ci si muove su di essa (natural-
mente si puó parlare della pendenza massima).
Le osservazioni fatte precedentemente circa le sezioni del grafico di
f(x, y) giustificano la seguente osservazione:

Osservazione 2.1. La derivata parziale(
∂f(x, y)

∂x

)
x=x0,y=y0

rispetto ad x misura la pendenza della superficie u = f(x, y) nella
direzione dell’asse x.
Analogamente la derivata parziale(

∂f(x, y)

∂y

)
x=x0,y=y0

rispetto ad y misura la pendenza della superficie u = f(x, y) nella
direzione dell’asse y.

2.1. Un problema:
Assegnata la superficie z = f(x, y) e scelto un suo punto

(x0, y0, f(x0, y0))

lungo quale direzione si incontra la pendenza maggiore ?
Proviamo a risolvere il problema nel caso che la superficie sia il piano
z = ax+ by + c.
Supponiamo di partire dal punto (0, 0) : siamo a quota c. Andiamo,
fatto uno spostamento di lunghezza ρ nella direzione dell’angolo α, nel
punto (ρ cos(α), ρ sin(α)) : la quota raggiunta é

a ρ cos(α) + b ρ sin(α) + c

La quota é variata dalla iniziale quota c della quantitá

ρ(a cos(α) + b sin(α))

che puó essere
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Figura 3. a)f(x, y) = ln(y) + |x|, b) f(x, y) = |x|y

• positiva se cos(α) e sin(α) hanno rispettivamente gli stessi
segni di a e b

• nulla se, sempre ad esempio,

cos(α) =
b√

a2 + b2
, sin(α) = − a√

a2 + b2

• negativa se cos(α) e sin(α) hanno segni opposti a quelli di a e
b

Un problema (semplice ma non banale) é riconoscere l’angolo α lungo
il quale il cambio di quota é maggiore: dove pensate che scivoli una
goccia d’acqua su tale piano ?
Avete notato che direzioni propongono in ogni punto i vari gradienti
disegnati in Figura 2 ?
E naturalmente avrete notato il legame con il grafico di x2+y2 disegnato
a fianco.

Esempio 2.2. Data la funzione f(x, y) = |x|y, in quali punti esistono
fx e fy? In tali punti calcolare ∇f .

2.2. I grafici... Sono stati eseguiti con GnuPlot

gnuplot> f(x,y)=log(y)+abs(x)

gnuplot> set xrange [-1:1]

gnuplot> set yrange [0.25:1]

gnuplot> set zrange [-2:1]

gnuplot> splot f(x,y)

Analoga serie di comandi per la seconda funzione.
La scelta del dominio dove far variare la x , la y e la quota z si trova
nella tendina Axes.
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Notate sul piano (x, y) le linee: sono linee di livello della funzione con-
siderata (la linea blu é quella dei punti in cui f(x, y) = 1, la viola é
quella in cui f(x, y) = 0.5 ecc.)
La tendina 3D contiene varie scelte relative alle linee di livello: provate...
Notate lo spigolo del grafico lungo i punti con x = 0 sui quali la funzione
non ha una delle due derivate parziali.

3. Le derivate parziali: prime, seconde,...

Analogamente al caso di funzioni da R in R, è possibile ([2], pag. 32)
definire, per le f(x, y) le derivate parziali successive .
Supponiamo che la funzione f ammetta derivate rispetto ad x e rispetto
ad y, cioè che siano definite le funzioni fx e fy: le funzioni fx e fy
sono funzioni di due variabili che possono essere a loro volta derivabili
parzialmente.
Una funzione di due variabili ammette (al più) due derivate prime (cioè
fx e fy) e (al più) quattro derivate seconde:

fxx =
∂2f

∂x2
, fxy =

∂2f

∂x∂y
, fyx =

∂2f

∂y∂x
, fyy =

∂2f

∂y2
.

Ad esempio, consideriamo la funzione f(x, y) = x3y + y2. Allora

fx = 3x2y, fy = x3 + 2y,

fxx = 6xy, fxy = 3x2, fyx = 3x2, fyy = 2.

Chiaramente è possibile definire anche le derivate terze, quarte, . . . di
una funzione f . Nel caso f(x, y) = x3y + y2,

fxxx = 6y, fxxy = 6x, fxyx = 6x, fxyy = 0,

fyxx = 6x, fyxy = 0, fyyx = 0, fyyy = 0.

Esempio 3.1. Calcolare le derivate prime, seconde e terze di f(x, y) =
xey + yex.

Esempio 3.2. Quante derivate quarte ha una funzione di due variabili?

Esempio 3.3. Se una funzione f gode della simmetria rispetto alle
due variabili, la proprietà f(x, y) = f(y, x), quale legame intercorre tra
le derivate prime, e tra le derivate seconde? E’ possibile dedurre fyy
dall’espressione di fxx?

Risposte:

f(x0 + h, y0)− f(x0, y0)

h
=
f(y0, x0 + h)− f(y0, x0)

h
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ne segue, passando al limite per h→ 0

fx(x0, y0) = fy(y0, x0)

Non é detto tuttavia che le derivate parziali siano ancora funzioni
simmetriche, si pensi, ad esempio alla f(x, y) = x2 + y2 :

fx(x, y) = 2x, fy(x, y) = 2y

due funzioni non simmetriche ( fx(0, 1) = 0, fx(1, 0) = 2. )
Nulla quindi puó dirsi sulle derivate seconde né tantomeno dedurre fxx
da fyy.

3.1. Punti critici. Si dicono punti critici o stazionari di una fun-
zione f(x, y) dotata di derivate parziali prime i punti

(x, y)|
{
fx(x, y) = 0
fy(x, y) = 0

Essi hanno un ruolo simile a quello svolto, nel caso di una variabile dai
punti

x|f ′(x) = 0

Esempio 3.4. Sia f(x, y) = x2 + y2 : c’é un solo punto stazionario,
l’origine, infatti

fx = 2x = 0, fy = 2y = 0, ⇒ (x, y) = (0, 0)

3.2. L’hessiano.

Definizione 3.5. Data una funzione che ammette tutte le derivate
seconde, la matrice

Hf(x, y) =

 fxx(x, y) fxy(x, y)

fyx(x, y) fyy(x, y)


si dice matrice hessiana di f (o semplicemente hessiano di f).

Ad esempio,

(21) f(x, y) = x2 + y2 ⇒ ∇f = (2x, 2y) ⇒ Hf(x, y) =

(
2 0
0 2

)
(22)

f(x, y) = −x2 − y2 ⇒ ∇f = (−2x,−2y) ⇒ Hf(x, y) =

(
−2 0
0 −2

)

(23) f(x, y) = x2 − y2 ⇒ ∇f = (2x,−2y) ⇒ Hf(x, y) =

(
2 0
0 −2

)
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Figura 4. a)f(x, y) = x2 + y2, b) f(x, y) = x2 − y2

La matrice hessiana di una funzione svolge un ruolo equivalente in più
dimensioni a quello della derivata seconda nel caso di funzioni da R in
R: è collegata a proprietà di convessità/concavità della funzione o, più
in generale, a proprietà di curvatura del grafico.
Nei casi scritti sopra, è particolarmente significativo che,

• la prima matrice, (21), ha autovalori positivi (e nel punto
critico c’é il minimo),

• la seconda matrice, (22), ha autovalori negativi (e nel punto
critico c’é il massimo),

• la terza, (23), ha un autovalore negativo e uno positivo (e nel
punto critico c’é una sella), Figura 4.

Torneremo più avanti sulla questione.

3.3. Le funzioni armoniche.
L’operatore ∆ che associa ad una funzione la somma delle derivate seconde4f = fxx+fyy

(o, equivalentemente, la traccia della matrice hessiana) è detto operatore di Laplace, e
ricopre un ruolo fondamentale in molte questioni di fisica matematica.
L’equazione 4 f(x, y) = 0 si dice equazione di Laplace. e le funzioni che soddisfano tale
relazione si dicono funzioni armoniche.
I polinomi di primo grado

f(x, y) = ax + by + c

sono le funzioni armoniche piú evidenti.
Essi soddisfano la seguente proprietá: scelto un punto (x0, y0) consideriamo il profilo
altimetrico relativo a una circonferenza di centro (x0, y0) e raggio r qualsiasi8<

:
x = x0 + r cos(θ)

y = y0 + r sin(θ)
0 ≤ θ ≤ 2π

é evidente che

1

2π

Z 2π

0

[a(x0 + r cos(θ)) + b(y0 + r sin(θ)) + c] dθ = ax0 + by0 + c

Il valore f(x0, y0) nel centro corrisponde alla media dei valori del profilo altimetrico.
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Figura 5. Una funzione armonica x2 − y2

La stessa proprietá é soddisfatta da qualsiasi funzione armonica: sperimentiamo tale
affermazione (peraltro non dimostrata) riferendoci alla funzione armonica

f(x, y) = x2 − y2

1

2π

Z 2π

0

�
(x0 + r cos(θ))2 − (y0 + r cos(theta))2

�
dθ =

=
1

2π

Z 2π

0

�
x2

0 − y2
0 − 2r(cos(θ) + sin(θ))− r2(cos2(θ)− sin2(θ)

�
dθ = x2

0 − y2
0

I grafici delle funzioni armoniche, vedi Figura 5, sono... armoniosi: sembra che il valore
assunto in ogni punto sia una sorta di media dei valori presi intorno ! In Figura 5 potete
seguire il profilo altimetrico della funzione x2 − y2 quando il punto (x, y) si muove sulla
circonferenza di centro (1, 0) e raggio 1.

Esempio 3.6. Date le funzioni u(x, y) = ex cos y e v(x, y) = ex sin y, verificare che

(24)

�
ux = vy

uy = −vx

e che ∆u = ∆v = 0.

Le equazioni (differenziali alle derivate parziali) del sistema (24) sono note come equazioni
di Cauchy-Riemann.

3.4. Le soluzioni ondose. Ogni funzione della forma u(x, t) = f(x + t) + g(x− t),
è soluzione dell’equazione

utt − uxx = 0 (equazione delle onde).

Il grafico, vedi Figura 6, di una funzione del tipo detto giustifica il nome dato all’equazione.
Pensiamo l’asse y delle ordinate come riferito al tempo t : l’ondina che per t = 0 si nota
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Figura 6. Il grafico di u(x, t) = e−(x−t)2

in corrispondenza di x = 0 viaggia, al crescere di t, verso valori x piú grandi... proprio
come un’onda che avanzi.
Il grafico di una funzione del tipo detto

u(x, t) = e−(x−t)2 +
1

2
e−(x+t−15)2

rende ancora meglio l’idea: un’onda che avanza e una, piú piccola, inizialmente con la
cresta su x = 15 che retrocede...Figura 7

Esempio 3.7. Verificare che la funzione u(x, t) = 1√
t
e−x2/4t soddisfa l’equazione

ut = uxx (equazione del calore)
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Figura 7. Un’onda che avanza e una, piú piccola che retrocede...





CAPITOLO 7

Derivabilitá e continuitá

1. Introduzione

Contrariamente a quanto osservato nel caso di funzioni f(x) di una
sola variabile, l’esistenza delle derivate parziali fx e fy non garantisce
la continuità delle funzioni di due o piú variabili ([2], pag. 34).
Le derivate parziali riguardano infatti la f(x, y) ristretta alle due di-
rezioni speciali indicate dagli assi cartesiani uscenti da ciascun punto
(x0, y0) e trascurano quanto la funzione faccia su punti che non stiano
su tali direzioni: le derivate parziali in un punto (x0, y0) danno solo
proprietá delle due restrizioni di f(x, y)

f(x, y0), f(x0, y)

Consideriamo un primo esempio fondamentale , quello della funzione

f(x, y) =

 0 se (x, y) ∈ assi

1 se (x, y) /∈ assi

É evidente che f(x, y) non é continua nell’origine: si trovano ovvia-
mente punti (x, y), fuori degli assi, vicini all’origine quanto si voglia sui
quali la funzione vale 1, come ovviamente punti altrettanto vicini, ma
sugli assi, sui quali la funzione vale 0.
Tuttavia esistono nell’origine le due derivate parziali: infatti i due
rapporti incrementali

f(0 + h, 0)− f(0, 0)

h
,

f(0, 0 + h)− f(0, 0)

h

valgono, per h 6= 0 entrambi 0 e quindi hanno limite, 0.
Ovvero riesce

fx(0, 0) = 0, fy(0, 0) = 0

L’esempio mostra che una funzione puó avere in un punto anche en-
trambe le derivate parziali ed essere in tale punto addirittura discon-
tinua.

107
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Un secondo esempio fondamentale é

f(x, y) =

{
0 (x, y) = (0, 0)
xy

x2+y2
(x, y) 6= (0, 0)

che abbiamo riconosciuta non continua nell’origine.
Le restrizioni di tale funzione sui due assi sono invece regolarissime:

f(x, 0) ≡ 0, f(0, y) ≡ 0

costantemente nulle !
Quindi f(x, y) possiede le due derivate parziali nell’origine (entrambe
nulle ).

1.1. Il teorema di Lagrange.
Per le funzioni di una variabile derivabili vale il teorema di Lagrange o
del valor medio

f(x1)− f(x2) = (x1 − x2)f
′(ξ)

con ξ un punto medio tra x1 e x2.
Nel caso delle funzioni di due variabili dotate delle due derivate parziali
prime, vale (quasi ovviamente) un risultato analogo che coinvolge... due
punti medi !
Siano (x1, y1) e (x2, y2) due punti, supponiamo che la funzione f(x, y)
sia definita in tutto il rettangolo che ha i due punti come estremi,

f(x1, y1)− f(x2, y2) = [f(x1, y1)− f(x2, y1)] + [f(x2, y1)− f(x2, y2)]

Basta ora gestire i due addendi a secondo membro con il teorema di
Lagrange unidimensionale che conosciamo

f(x1, y1)− f(x2, y1) = (x1 − x2)f
′
x(ξ, y1),

f(x2, y1)− f(x2, y2) = (y1 − y2)f
′
y(x2, η)

per ottenere

(25) f(x1, y1)− f(x2, y2) = (x1 − x2)f
′
x(ξ, y1) + (y1 − y2)f

′
y(x2, η)

Esempio 1.1. Sia f(x, y) = 3x2 + 5y2 e siano (x1, y1) = (1, 1) e
(x2, y2) = (3, 4):

(26) f(3, 4)− f(1, 1) = [f(3, 4)− f(3, 1)] + [f(3, 1)− f(1, 1)]

Il primo addendo in parentesi quadra a secondo membro rappresenta la
differenza dei valori della funzione

f(3, y) = 27 + 5y2, f ′y(3, y) = 10y
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corrispondenti a y2 = 4 e y1 = 1:

f(3, y2)− f(3, y1) = f ′y(3, η)(y2 − y1) = 10η(4− 1)

. Il secondo addendo, sempre in parentesi quadre nella (26), rappre-
senta la differenza dei valori della funzione

f(x, 1) = 3x2 + 5, f ′x(x, 1) = 6x

corrispondenti a x2 = 3 e x1 = 1

f(x2, 1)− f(x1, 1) = 6ξ(x2 − x1) = 6ξ 2

Ne segue,

f(3, 4)− f(1, 1) = 10η(4− 1) + 6ξ 2

relazione che corrisponde alla (25) .

1.2. Una condizione di continuitá.

Teorema 1.2. Una funzione f(x, y)

• dotata delle due derivate parziali prime in tutti i punti di un
rettangolo (aperto) D

• derivate entrambe limitate

|fx(x, y)| ≤M, |fy(x, y)| ≤M, ∀(x, y) ∈ D

é Lipschitziana (quindi continua) in D.

Dimostrazione. Siano (x, y), (x+ h, y + k) ∈ D
Stimiamo la differenza f(x + h, y + k) − f(x, y) come indicato dalla
precedente formula (25) di Lagrange.
Tenuto conto che le derivate sono maggiorate dalla costante M si ha

|f(x+ h, y + k)− f(x, y)| ≤M(|h|+ |k|) ≤ 2M
√
h2 + k2

ovvero

|f(P )− f(Q)| ≤ 2MPQ, ∀P,Q ∈ D
�

Quale delle due ipotesi del precedente teorema non verificava la fun-
zione dell’esempio fondamentale precedentemente richiamata ?
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2. Grafici piú o meno regolari

La superficie grafico di una funzione f : R2 → R puó essere dol-
cemente priva di pieghe o spigoli tanto da essere, almeno localmente,
approssimabile soddisfacentemente con un piano, come accade ad es-
empio con una porzione di superficie sferica, oppure puó presentare
spigoli, come accade con una superficie poliedrica.
La dolce regolaritá del primo caso si chiama, tecnicamente, differenzi-
abilitá, ed é precisabile al modo seguente

Definizione 2.1. Una funzione f(x, y) si dice differenziabile nel punto
(x0, y0) se il valore f(x, y) nei punti vicini a (x0, y0) si puó esprimere
come somma

(27) f(x0, y0) + A(x− x0) +B(y − y0) +R(x, y)

• del valore f(x0, y0) preso nel punto (x0, y0)

• di una parte lineare A(x− x0) +B(y − y0)

• e di un ulteriore addendo, R(x, y), che diremo resto, infinite-
simo d’ordine superiore a 1 rispetto alla distanza√

(x− x0)2 + (y − y0)2

tra (x, y) e (x0, y0), cioé tale che

(28) lim
(x,y)→(x0,y0)

R(x, y)√
(x− x0)2 + (y − y0)2

= 0

Esempio 2.2. La funzione f(x, y) = 3x + 5y + 1 é differenziabile in
ogni punto (x0, y0) : infatti

3x+ 5y + 1 = 3x0 + 5y0 + 1 + 3(x− x0) + 5(y − y0)

in questo caso il terzo addendo, quello che doveva essere infinitesimo
d’ordine superiore alla distanza, é addirittura nullo.
Una verifica piú ovvia era pensare al grafico di 3x+ 5y + 1 : un piano
esso stesso...!

Esempio 2.3. La funzione f(x, y) = x2 + y2, é differenziabile in ogni
punto (x0, y0) : infatti

(x2 + y2) = (x2
0 + y2

0) + (x− x0)(x+ x0) + (y − y0)(y + y0) =

= (x2
0 + y2

0) + 2x0(x− x0) + 2y0(y − y0) + (x− x0)
2 + (y − y0)

2

I due addendi
2x0(x− x0) + 2y0(y − y0)
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sono la parte lineare, il terzo, il resto,

(x− x0)
2 + (y − y0)

2

é esattamente il quadrato della distanza, é quindi infinitesimo di ordine
2, superiore a 1, rispetto alla distanza.

Esempio 2.4. La funzione |x + y| non é differenziabile nell’origine,
come pure in tutti i punti della retta x + y = 0; piú che una di-

Figura 1. La funzione |x+ y| non é differenziabile

mostrazione basta guardare la superficie grafico, vedi Figura 1: due
piani che si incontrano ad angolo proprio in corrispondenza dei punti
della retta x+ y = 0

3. Differenziabilitá, continuitá, derivate parziali

3.1. Continuitá. Le funzioni f(x, y) differenziabili sono continue:
infatti la differenza
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(29) f(x, y)− f(x0, y0) = A(x− x0) +B(y − y0) +R(x, y)

si esprime con tre addendi (i due lineari e il resto) tutti piccoli se piccola

é la distanza
√

(x− x0)2 + (y − y0)2.

3.2. Il differenziale. La differenza f(x, y) − f(x0, y0) si dice in-
cremento della funzione f da (x0, y0) a (x, y) e si indica spesso con 4f.
La somma dei due addendi A(x − x0) + B(y − y0) che compaiono
nell’espressione (3.2) prende il nome di

differenziale della funzione f nel punto (x0, y0)

e si indica con df.
La differenziabilitá ([2], pag. 40) si riduce quindi a riconoscere che le
due quantitá 4f e df sono, se (x, y) ≈ (x0, y0), molto simili, simili al
punto da riuscire

lim
(x,y)→(x0,y0)

4f − df√
(x− x0)2 + (y − y0)2

= 0

3.3. Derivate parziali prime. Se f(x, y) é differenziabile,dalla
(29), bloccato y alla quota y0 segue

f(x, y0)− f(x0, y0) = A(x− x0) +R(x, y0)

ovvero

(30)
f(x, y0)− f(x0, y0)

x− x0

= A+
R(x, y0)

x− x0

Quando x→ x0 il secondo addendo a secondo membro della (30) va a
0 e quindi riesce

lim
x→x0

f(x, y0)− f(x0, y0)

x− x0

= A

Cioé

A =

(
∂f

∂x

)
x0,y0

Ovviamente analogo discorso per la derivata parziale rispetto ad y :

B =

(
∂f

∂y

)
x0,y0

Riassumendo: Se f é differenziabile nel punto (x0, y0) allora:

• esistono le due derivate parziali prime fx(x0, y0), fy(x0, y0)
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• i due coefficienti A e B che compaiono nell’espressione (29)
coincidono rispettivamente con fx(x0, y0) e fy(x0, y0).

• Una funzione che non possieda anche una sola delle due derivate
parziali prime non puó essere differenziabile.

4. Sono molte le funzioni differenziabili ?

Si tratta di una domanda importante perché la differenziabilitá é un
requisito di regolaritá richiesto quasi sempre nel calcolo, mentre finora
conosciamo pochissime funzioni che lo possiedano.
Il seguente teorema, di cui potete anche trascurare la dimostrazione,
fornisce una condizione sufficiente di differenziabilitá, molto impor-
tante:

Teorema 4.1 (Condizione sufficiente). Una funzione f(x, y) continua
e dotata di derivate parziali continue nell’aperto Ω é differenziabile in
ogni punto di Ω.

Dimostrazione. Dal teorema di Lagrange, vedi il precedente Capi-
tolo 5, si ha

f(x, y)− f(x0, y0) = fx(ξ, y0)(x− x0) + fy(x, η)(y − y0)

La stessa strategia usata nell’esempio (2.3) consente

(31)
f(x, y)− f(x0, y0) = fx(x0, y0)(x− x0) + fy(x0, y0)(y − y0) +

+ (fx(ξ, y0)− fx(x0, y0))(x− x0) + (fy(x, η)− fy(x0, y0))(y − y0)

I primi due addendi a secondo membro della (31) forniscono i contributi
lineari, per quanto concerne il terzo gruppo di addendi, quello nella
seconda riga, esso ha il ruolo di resto nella formula (3.2): osserviamo
infatti che

• i fattori [fx(ξ, y0)−fx(x0, y0)] e [fy(x, η)−fy(x0, y0)] sono infini-

tesimi con la distanza
√

(x− x0)2 + (y − y0)2 per la continuitá
delle due derivate parziali,

• i fattori x − x0 e y − y0 sono infinitesimi del primo ordine
rispetto alla distanza

√
(x− x0)2 + (y − y0)2,

• quindi la somma di seconda riga della (31) é infinitesima d’or-

dine superiore alla distanza
√

(x− x0)2 + (y − y0)2.

�

Conseguenze
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• tutte le funzioni rappresentate da polinomi sono differenziabili
• tutte le funzioni rappresentate da espressioni razionali sono

differenziabili (naturalmente nei punti in cui sono definite)
• tutte le funzioni f(x, y) = a(x).b(y) ottenute a partire da due

funzioni a e b di classe C1 sono differenziabili...
• sommando, sottraendo, moltiplicando o dividendo (pruden-

za...) due funzioni di classe C1 si ottengono funzioni differen-
ziabili.

5. Il piano tangente

La condizione di differenziabilitá di una funzione f(x, y) in un punto
(x0, y0) corrisponde, esattamente all’idea intuitiva di esistenza del piano
tangente alla superficie grafico in quel punto ([2], pag46) .
L’insieme definito da

(32) π : z = f(x0, y0) + fx(x0, y0)(x− x0) + fy(x0, y0)(y − y0)

rappresenta un piano dello spazio ed è il piano, vedi Figura 2, che meglio
approssima il grafico di f vicino al punto di coordinate (x0, y0, f(x0, y0)).
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Figura 2. g(x, y) = 4− x2 − y2, (x0, y0) = (0,−1.5)

L’ipotesi di differenziabilitá garantisce infatti che la differenza

|f(x, y)− z|
sia infinitesima di ordine superiore alla distanza ovvero che il grafico di
f(x, y) differisca, in un intorno di (x0, y0), da quello del piano (32) per
una quantitá, quella che abbiamo chiamato nelle (3.2), resto, R(x, y),
infinitesima d’ordine superiore alla distanza tra (x, y) e (x0, y0).

Per questo il piano π definito da (32) è il piano tangente al grafico di
f nel punto (x0, y0, f(x0, y0)).

Esempio 5.1. Il piano tangente al grafico di f(x, y) = 3x2 + 4y2 nel
punto di coordinate (0, 1, 4), vedi Figura 3, ha equazione

z = 8y − 4,

dato che ∇f = (6x, 8y), ∇f(0, 1) = (0, 8).

Esempio 5.2. Il piano tangente al grafico della funzione f(x, y) = x2−
y2 nel punto (0, 0, 0) é il piano, vedi Figura 4, z = 0 : la sua posizione
rispetto al grafico di f puó destare qualche sorpresa, specie a chi pensi
(sempre e solo) alla figura tradizionale del piano tangente ad una sfera.
Un piano tangente puó tagliare la superficie, come del resto facevano
le rette tangenti nei punti di flesso.
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Figura 3. f(x, y) = 3x2 + 4y2, (0, 1, 4), z = 8y − 4

Figura 4. La sella x2 − y2 e il piano z = 0 tangente nell’origine

Che z = 0 sia il piano che meglio approssima x2−y2 vicino all’origine si
puó verificare ad esempio ricorrendo alle coordinate polari: la distanza
tra la quota z = f(x, y) del grafico e la quota z = 0 del piano tangente,si
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maggiora come segue

|(x2 − y2)− 0| = ρ2|(cos2(θ)− sin2(θ))| ≤ 2ρ2

é quindi, effettivamente, infinitesima d’ordine 2 rispetto alla distanza
ρ =

√
x2 + y2 di (x, y) da (0, 0).

Esempio 5.3. Per quali a, b, c ∈ R il piano tangente al grafico di
f(x, y) = ax2 + bxy + c nel punto di coordinate (1, 1, f(1, 1)) ha equa-
zione z = x− y?
Il piano tangente é, vedi formula (32) il seguente

f(1, 1) + fx(1, 1)(x− 1) + fy(1, 1)(y − 1)

Tenuto conto che  fx(1, 1) = 2a+ b
fy(1, 1) = b
f(1, 1) = a+ b+ c

deve riuscire a+ b+ c+ (2a+ b)(x− 1) + b(y− 1) = x− y che implica 2a+ b = 1
b = −1
−a+ c− b = 0

Ne segue:

a = 1, b = −1, c = 0

5.1. Sezioni grafico e piano tangente. La sella di Figura 4
con il suo piano tangente rappresenta una configurazione non comune
almeno fin quando si immagini sempre e solo superfici simili alla sfera:
la superficie che si schiaccia sul piano tangente restando interamente
in uno dei due semispazi determinati dal piano tangente stesso.
Le figure seguenti rappresentano i profili altimetrici della x2−y2 relativi
a diverse rette y = mx: in relazione ad alcuni si hanno curve convesse
verso l’alto, in corrispondenza ad altre curve convesse verso il basso...
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Figura 5. Le sezioni relative alle rette y = mx, m =
0, 0.25, 0.5, 0.75, 1, 1.25

6. Una caratterizzazione delle derivate

Supponiamo di sapere che in un punto (x0, y0) riesca

f(x, y) = c+ a(x− x0) + b(y − y0) + o
(
sqrt(x− x0)

2 + (y − y0)
2
)

Allora in tale punto riesce:

• f(x0, y0) = c
• fx(x0, y0) = a
• fy(x0, y0) = b

Esempio 6.1. Quanto vale la derivata fx(0, 0) della funzione

f(x, y) = sin
(
sin2(x3 + y5)

)
?

É facile, 0 : infatti

|f(x, y)| ≤ |x3 + y5|2 ≤ (x2 + y2)3

da cui
f(x, y) = o

(√
(x− x0)2 + (y − y0)2

)
e quindi... c = a = b = 0.



CAPITOLO 8

La derivazione delle funzioni composte

1. Introduzione

Sia u = f(φ, ψ) e supponiamo di esprimere

φ = φ(x, y), ψ = ψ(x, y)

Sia F (x, y) = f [φ(x, y), ψ(x, y)] la funzione composta 1 ([2], pag 53)

Teorema 1.1 (continuitá). Componendo funzioni continue si genera
una funzione continua.

Dimostrazione. ...ovvia ! �

Teorema 1.2. La composizione di funzioni differenziabili produce fun-
zioni differenziabili.

Dimostrazione. Dall’ipotesi di differenziabilitá di u = f(φ, ψ) si
ha

(33) ∆u = fφ∆φ+ fψ∆ψ +R(∆φ,∆ψ)

essendo
R(∆φ,∆ψ) = o(

√
(∆φ)2 + (∆ψ)2)

Tenuto conto della differenziabilitá delle due funzioni φ = φ(x, y),
ψ = ψ(x, y) si ha

(34)

{
∆φ = φx∆x+ φy∆y + o(

√
(∆x)2 + (∆y)2)

∆ψ = ψx∆x+ ψy∆y + o(
√

(∆x)2 + (∆y)2)

ove i termini indicati con o(
√

(∆x)2 + (∆y)2) rappresentano i resti,
infinitesimi d’ordine superiore alla distanza.
Il simbolo usato o si legge o piccolo .
Sostituendo le (34) nella (33) si ha

(35)
∆u = [fφφx + fψψx] ∆x+ [fφφy + fψψy] ∆y+

+(fx + fy)o
(√

(∆x)2 + (∆y)2
)

+R(∆φ,∆ψ)

Dalle (34) riesce, di conseguenza

1La composizione richiede alcune condizioni di compatibilitá tra la f e le
funzioni con la quale si vuole comporre...

119
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(36)

 |∆φ|2 ≤M2 ((∆x)2 + (∆y)2)

|∆ψ|2 ≤M2 ((∆x)2 + (∆y)2)

con M costante opportuna.
Dalle (36) discende quindi che

R(∆φ,∆ψ)√
(∆x)2 + (∆y)2

=
R(∆φ,∆ψ)√
(∆φ)2 + (∆ψ)2

√
(∆φ)2 + (∆ψ)2√
(∆x)2 + (∆y)2

≤

≤M
√

2
R(∆φ,∆ψ)√
(∆φ)2 + (∆ψ)2

Da cui si riconosce che, essendo R(∆φ,∆ψ) infinitesimo d’ordine su-

periore a
√

(∆φ)2 + (∆ψ)2, é infinitesimo d’ordine superiore anche a√
(∆x)2 + (∆y)2

Ne segue che gli addendi della seconda riga della (35) costituiscono un

infinitesimo d’ordine superiore a
√

(∆x)2 + (∆y)2 e quindi

(37)

∆u = [fφφx + fψψx] ∆x+ [fφφy + fψψy] ∆y + o
[√

(∆x)2 + (∆y)2
]

Ricordato che i coefficienti di ∆x e di ∆y devono essere le derivate
parziali, si deduce la (attesa) regola di derivazione delle funzioni com-
poste:

Fx = fφφx + fψψx, Fy = fφφy + fψψy

�

1.1. Il caso piú semplice. Componiamo una funzione f(φ) con-
tinua e derivabile di una sola variabile con una φ(x, y) differenziabile:

F (x, y) = f [φ(x, y)] :

 Fx(x, y) = f ′[φ(x, y)]φx(x, y),

Fy(x, y) = f ′[φ(x, y)]φy(x, y)

Esempio 1.3. f(φ) = sin(φ), φ(x, y) = x2+y2, F (x, y) = sin(x2+y2)

∂

∂x
sin(x2 + y2) = cos(x2 + y2) 2x

∂

∂y
sin(x2 + y2) = cos(x2 + y2) 2y
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1.2. Il caso intermedio. Componiamo una funzione f(φ, ψ) con
due funzioni φ(t), ψ(t) di una sola variabile:

F (t) = f [φ(t), ψ(t)] : F ′(t) = fφφ
′(t) + fψψ

′(t)

Esempio 1.4. f(φ, ψ) = ln(1 + φ2 + ψ4)

d

dt
ln(1 + cos2(t) + sin4(t)) =

−2 cos(t) sin(t) + 4 sin3(t) cos(t)

1 + cos2(t) + sin4(t)

1.3. Il caso generale. Componiamo una funzione f(φ, ψ) con due
funzioni φ = φ(x, y), ψ = ψ(x, y) F (x, y) = f [φ(x, y), ψ(x, y)],

(38)

{
Fx(x, y) = fφφx(x, y) + fψψx(x, y)
Fy(x, y) = fφφy(x, y) + fψψy(x, y)

Esempio 1.5. Il caso delle coordinate polari: sia

f(x, y) =
x2y

x2 + y2
: x = ρ cos(θ), y = ρ sin(θ)

F (ρ, θ) = ρ cos2(θ) sin(θ)

Un calcolo diretto (possediamo l’espressione esplicita della funzione
composta) produce

Fρ(ρ, θ) = cos2(θ) sin(θ)

Il risultato garantito dal teorema é invece

Fρ = fxxρ + fyyρ = fx cos(θ) + fy sin(θ) =

cos(θ)

(
−2x3 y

(x2 + y2)2 +
2x y

x2 + y2

)
+ sin(θ)

(
−2x2 y2

(x2 + y2)2 +
x2

x2 + y2

)
Sostituendo, dovunque si incontrino, ad x e y le relative espressioni in
ρ e θ si ha

cos2(θ) sin(θ)− 2 cos2(θ) sin3(θ) + 2 cos2(θ) sin(θ)− 2 cos4(θ) sin(θ) =

= 3 cos2(θ) sin(θ)− 2 cos2(θ) sin(θ) = cos2(θ) sin(θ)

2. La variazione di funzioni composte

La regola di derivazione delle funzioni composte, nel caso di piú vari-
abili, appare piú complessa di quanto non sia realmente.
Indichiamo nelle sottosezioni seguenti aspetti che aiutano a compren-
dere e a servirsi della regola di derivazione.
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2.1. Input - Output. Il calcolo del valore di una funzione reale
di due variabili reali f(φ, ψ) corrisponde ad un algoritmo che

• chiede due numeri φ e ψ come input,
• produce un numero, f(φ, ψ) come output.

f : (φ0, ψ0) → f(φ0, ψ0)

Se cambio la coppia in input da (φ0, ψ0) a (φ0+∆φ, ψ0+∆ψ) il risultato,
supponendo che f sia differenziabile cambia, in prima approssimazione,
il risultato f(φ0, ψ0) della quantitá

(39) ∆f = fφ(φ0, ψ0)∆φ+ fψ(φ0, ψ0)∆ψ

Se a loro volta gli input φ ed ψ sono l’output di altre due funzioni,
anch’esse differenziabili,

φ = φ(x, y), ψ = ψ(x, y)

e supponiamo di eseguire il calcolo a partire dalle due coppie

(x0, y0), (x0 + ∆x, y0 + ∆y)

avremo variazioni, sempre in prima approssimazione,

(40)
∆φ = φx(x0, y0)∆x+ φy(x0, y0)∆y,
∆ψ = ψx(x0, y0)∆x+ ψy(x0, y0)∆y,

Componendo la (39) con le (40) si ha quindi

∆f = fφ(φ0, ψ0) {φx(x0, y0)∆x+ φy(x0, y0)∆y}+
+fψ(φ0, ψ0) {ψx(x0, y0)∆x+ ψy(x0, y0)∆y}

ovvero

∆f = [fφ(φ0, ψ0)φx(x0, y0) + fψ(φ0, ψ0)ψx(x0, y0)] ∆x+
+ [fφ(φ0, ψ0)φyx(x0, y0) + fψ(φ0, ψ0)ψy(x0, y0)] ∆y

Ricordato che il coefficiente di ∆x rappresenta la derivata rispetto ad
x e quello di ∆y la derivata rispetto ad y si ha

fx = fφ(φ0, ψ0)φx(x0, y0) + fψ(φ0, ψ0)ψx(x0, y0),

fy = fφ(φ0, ψ0)φyx(x0, y0) + fψ(φ0, ψ0)ψy(x0, y0)

2.2. La formula mnemonica. La regola di derivazione delle fun-
zioni composte si ricorda facilmente nella forma seguente

∂f

∂x
=
∂f

∂φ

∂φ

∂x
+
∂f

∂ψ

∂ψ

∂x

∂f

∂y
=
∂f

∂φ

∂φ

∂y
+
∂f

∂ψ

∂ψ

∂y
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2.3. Lettura vettoriale.
La formula (38) si puó leggere anche in modo vettoriale chiamando con
J la matrice 2× 2

J =

(
φx ψx
φy ψy

)
Con tale notazione si ha

∇F = J ∇f
ovvero(

Fx(x, y)
Fy(x, y)

)
=

(
φx(x, y) ψx(x, y)
φy(x, y) ψy(x, y)

)(
fφ[φ(x, y), ψ(x, y)]
fψ[φ(x, y), ψ(x, y)]

)
formula che corrisponde, perfettamente alla precedente espressione mnemon-
ica.
Nel caso delle coordinate polari

ξ = ρ cos(θ), ψ = ρ sin(θ)

la matrice J é la seguente

J =

(
cos(θ) sin(θ)
−ρ sin(θ) ρ cos(θ)

)
e infatti (

Fρ
Fθ

)
=

(
cos(θ) sin(θ)
−ρ sin(θ) ρ cos(θ)

)(
fx
fy

)
3. Derivate direzionali

La derivata di una funzione f(x, y) in un punto (x0, y0) secondo un’asse-
gnata direzione ([2], pag. 43) é una generalizzazione di quanto proposto
per le due derivate parziali.
Nel loro caso si consideravano rapporti incrementali lungo le direzioni
dei due assi, perché non scegliere anche altre direzioni ?

• 1. assegnare il punto (x0, y0)
• 2. assegnare direzione e verso −→n su cui lavorare

−→n = (cos(α), sin(α))

assegnando cioé un versore 2 −→n
• 3. incrementare (x0, y0) secondo tale direzione

(x0 + ρ cos(α), y0 + ρ sin(α))

2Vettore di modulo unitario
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• 4. cercare il limite

(41) lim
ρ→0

f(x0 + ρ cos(α), y0 + ρ sin(α))− f(x0, y0)

ρ

• 5. Il limite, supponendo che esista, si indica, con le notazioni

∂f

∂−→n
,

df

d−→n
Se la funzione assegnata é differenziabile il limite (41) si elabora ulte-
riormente come segue:

• il numeratore si esprime come:

fx(x0, y0)ρ cos(α) + fy(x0, y0)ρ sin(α) + o(ρ)

avendo indicato con o(ρ) il resto,
• il rapporto incrementale proposto diviene pertanto

fx(x0, y0) cos(α) + fy(x0, y0) sin(α) +
o(ρ)

ρ

• riesce quindi

lim
ρ→0

f(x0 + ρ cos(α), y0 + ρ sin(α))− f(x0, y0)

ρ
=

= fx(x0, y0) cos(α) + fy(x0, y0) sin(α)

• Usando il gradiente si ha anche

(42)
df

d−→n
= ∇f(x, y)×−→n

L’ultima formula indicata esprime la derivata direzionale delle funzioni
differenziabili tramite un prodotto scalare: questa espressione agevola
problemi quali decidere su quale direzione la derivata direzionale sia
maggiore, su quali minore, quale puó essere il valore maggiore in mod-
ulo, ecc.

Esempio 3.1. La derivata di f(x, y) = x2 + y2 nel punto (1, 2) lungo
la direzione

−→n = (

√
2

2
,

√
2

2
)

corrisponde al limite

lim
ρ→0

f
(
1 + ρ

√
2

2
, 2 + ρ

√
2

2

)
− f(1, 2)

ρ
ovvero

lim
ρ→0

3ρ
√

2 + ρ2

ρ
= 3

√
2
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Figura 1. Derivabile ma non differenziabile: x2y
x2+y2

Il valore trovato corrisponde al seguente fenomeno altimetrico: una per-
sona che camminasse sul grafico di x2+y2 partendo dal punto (1, 2, 5) e
muovendosi nella direzione NORD-EST, questa é di fatto la direzione
indicata dal versore −→n assegnato, affronterebbe, al primo passo, una
salita di un angolo ϕ con

tan(ϕ) = 3
√

2, ϕ ' 0.713724 radianti

piú o meno una pendenza di 77◦ gradi.

3.1. Un contresempio.
Una funzione non differenziabile f puó ammettere derivate direzionali. In tale caso tut-
tavia non accade necessariamente che la derivata direzionale si esprima con il comodo
prodotto scalare ∇f(x, y)×−→n
Si consideri ad esempio la funzione, vedi Figura 1, continua in tutto R2

f(x, y) =
x2y

x2 + y2
, con f(0, 0) = 0

riesce
f(ρ cos(α), ρ sin(α))− f(0, 0)

ρ
= cos2(α) sin(α)

per cui, qualunque sia la direzione α riesce

df

d−→n
(0, 0) = cos2(α) sin(α)
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Tenuto conto che f(x, 0) = f(0, y) = 0 ne segue che

fx(0, 0) = 0, fy(0, 0) = 0,

la formula (42) avrebbe, usata a sproposito 3, dato come derivate direzionali

∇f(0, 0)×−→n = 0

Esempio 3.2. Sia f(x, y) = x + y + 1; indicare su quali direzioni le
derivate direzionali valgono (

√
3 + 1)/2 :

∇f(x, y)×−→n = cos(α) + sin(α) =

√
3 + 1

2

Le direzioni relative agli angoli π/6 , π/3 con l’asse delle x.

3.2. Un’applicazione.
Consideriamo la cupola grafico della funzione

f(x, y) = 1− x2 − y2

Figura 2. La cupola: f(x, y) = 1− x2 − y2

3Evidentemente f(x, y) non é differenziabile nell’origine: se lo fosse stata la
formula (42) avrebbe dovuto produrre gli esatti valori delle derivate direzionali
calcolati direttamente prima !
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essa tocca terra, cioé il piano xy, nei punti della circonferenza x2+y2 =
1.
Che pendenza attribuireste alla cupola, Figura 2, arrivando a terra ?
Non é una domanda banale: abbiamo giá osservato che parlare della
pendenza di una superficie é una... superficialitá !
Tuttavia certamente molti, nella domanda precedente sottintendono la
pendenza maggiore, quella che seguono le gocce di pioggia colando verso
il basso, almeno supponendo la superficie della cupola perfettamente
levigata.
Accogliamo tale scelta sottintesa e cerchiamo la pendenza maggiore tra
quelle prodotte dalla formula precedente:

df

d−→n
= fx. cos(α) + fy sin(α)

da cui, calcolate le due derivate parziali fx = −2x, fy = −2y si ha∣∣∣∣ dfd−→n
∣∣∣∣ = 2 |x. cos(α) + y sin(α)|

Risultati:

• La derivata direzionale di modulo maggiore corrisponde al
massimo del prodotto |x. cos(α) + y sin(α)|

• Tale massimo si ottiene, tenuto conto che x2 + y2 = 1 se

cos(α) = x, sin(α) = y

• La direzione di maggiore pendenza é quella del gradiente, che
ha, come verso, quello corrispondente alla salita.

Attenzione:

La derivata direzionale della funzione f(x, y) = 1− x2 − y2, la cupola
rovesciata precedente, nel punto (1, 0) secondo la direzione ad esempio
della retta y = −(x− 1), direzione (cos(3 ∗ π/4), sin(3 ∗ π/4)), non é la
derivata della funzione composta

(43)
d

dx
f(x,−(x− 1)), x = 1

ma é il limite

(44) lim
ρ→0

f(1 + ρ cos(3 ∗ π/4), ρ sin(3 ∗ π/4))− f(1, 0)

ρ

Che le due formule siano diverse si riconosce calcolandole: la prima
produce −2 la seconda ∇f(1, 0)× (cos(3 ∗ π/4), sin(3 ∗ π/4)) =

√
2.
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Dov’é la differenza ?
Sul tipo di rapporto incrementale: nella (43) si considera il

(45) lim
h→0

f(1 + h,−h)− f(1, 0)

h

nella (44), scritta usando lo stesso parametro h il limite é invece,

lim
h→0

f(1 + h cos(3 ∗ π/4), h sin(3 ∗ π/4))− f(1, 0)

h
...simile, ma non uguale !
Nella (41) infatti a denominatore si trova esattamente la distanza tra
il punto iniziale (x0.y0) e il punto incrementato (x0 + ρ cos(α), y0 +
ρ sin(α)).
Nella (45) invece la distanza tra punto iniziale e punto incrementato é
h
√

2 mentre a denominatore c’é solo h !

3.3. Osservazioni ed esempi.

Esempio 3.3. f(x, y) = x2− y2 : la direzione −→n lungo la quale cercare
la derivata sia determinata assegnando l’angolo α. Si ha

∂f

∂−→n
(0, 0) = lim

ρ→0

f(ρ cosα, ρ sinα)− f(0, 0)

ρ
= lim

ρ→0

ρ2(cos2 α− sin2 α)

ρ

= lim
ρ→0

ρ(cos2 α− sin2 α) = 0.

Si faccia attenzione al limite finale: si tratta di un limite lungo una direzione
fissata (individuata da α che è fissato al principio). Questo limite non va
confuso con il limite di funzioni di più variabili che tiene conto di tutti i
cammini possibili.

Esempio 3.4. Consideriamo f(x, y) =
√
x2 + y2. Fissato α, vediamo

se la funzione è derivabile nella direzione di −→n = (cosα, sinα) nel
punto (0, 0). Dato che

f(ρ cosα, ρ sinα)− f(0, 0)

ρ
=

√
ρ2 cos2 α+ ρ2 sin2 α

ρ
=
|ρ|
ρ
,

la derivata direzionale non esiste per nessuna scelta di α.

Esempio 3.5. Data la funzione

f(x, y) =


x2y

x4 + y2
(x, y) 6= (0, 0)

0 (x, y) = (0, 0)

dimostrare che
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(i) esiste ∂f
∂−→n (0, 0) per ogni −→n ;

(ii) f non è continua in (0, 0).

Soluzione. (i) Sia, come sempre, −→n = (cosα, sinα). Allora

f(ρ cosα, ρ sinα)− f(0, 0)

ρ
=

ρ3 cos2 α sinα

ρ(ρ4 cos4 α+ ρ2 sin2 α)
=

cos2 α sinα

ρ2 cos4 α+ sin2 α
.

Passando al limite per ρ → 0, si deduce che esiste la derivata di-
rezionale e vale

∂f

∂−→n
(0, 0) =


cos2 α

sinα
α 6= kπ

0 α = kπ
per k ∈ Z.

(ii) Per riconoscere che la funzione non è continua 4, basta studiare
i profili altimetrici lungo le rette per l’origine e lungo la parabola di
equazione y = x2, infatti lungo le rette y = mx riesce

f(x,mx) =
mx3

x4 +m2x2
=

mx

x2 +m2
→ 0

mentre lungo la parabola riesce

f(x, x2) =
x4

x4 + x4
=

1

2
.

Dal momento che i limiti lungo profili altimetrici diversi sono diversi....

4. Il teorema del valor medio

Le funzioni

f : R2 → R
di due (o piú) variabili beneficiano di un risultato naturale estensione
del teorema di Lagrange incontrato nel caso delle funzioni y = f(x)
definite su intervalli a ≤ x ≤ b ([2], pag. 66).
Consideremo d’ora in poi funzioni u = f(x, y), a valori reali, che
abbiano

4La stessa funzione é stata considerata nel paragrafo Passeggiare sul grafico di
pagina 54
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• dominio di definizione D convesso 5.
• siano continue,
• abbiano derivate parziali prime continue.

Per calcolare la differenza

f(x, y)− f(x0, y0)

consideriamo:

• una rappresentazione parametrica del segmento di estremi

(x0, y0), (x, y){
ξ = x0 + t(x− x0),
η = y0 + t(y − y0)

, t ∈ [0, 1]

• la funzione composta

F (t) = f(x0 + t(x− x0), y0 + t(y − y0)),

funzione di una variabile definita per t ∈ [0, 1]
• la differenza

F (1)− F (0) = f(x, y)− f(x0, y0)

• se la funzione f(x, y) possiede derivate parziali prime continue
allora F (t) é derivabile 6

(46)
F ′(t) = fx(x0 + t(x− x0), y0 + t(y − y0))(x− x0)+

+fy(x0 + t(x− x0), y0 + t(y − y0))(y − y0)

(quindi ad essa puó essere applicato il teorema di Lagrange
in [0, 1]).

Ogni algoritmo che rappresenti F (1)− F (0) rappresenterá quindi

f(x, y)− f(x0, y0) :

applichiamo il teorema di Lagrange alla funzione F (t), t ∈ [0, 1]

F (1)− F (0) = F ′(θ)(1− 0)

Indicato con (ξ, η) il punto del segmento (x, y), (x0, y0) corrispon-
dente al valore θ si ha

f(x, y)− f(x0, y0) = F (1)− F (0) = fx(ξ, η)(x− x0) + fy(ξ, η)(y − y0)

Il risultato osservato é riassunto nel seguente

5Ricordiamo che un insieme D ⊆ R2 si dice convesso se contiene tutti i segmenti
di cui contenga gli estremi (rettangoli, poligoni regolari, cerchi, ecc sono convessi,
insiemi a ferro di cavallo non sono convessi, non sono convesse le corone circolari e
tutti gli insiemi dotati di lacune )

6Teorema di derivazione delle funzioni composte
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Teorema 4.1 (Teorema del valor medio). La funzione f(x, y) sia
definita in un insieme D aperto 7 e convesso, sia continua e abbia
le derivate parziali prime continue: comunque si prendano due pun-
ti (x0, y0) e (x, y) in D esiste almeno un punto (ξ, η) appartenente al
segmento (x0, y0), (x, y) tale che

f(x, y)− f(x0, y0) = fx(ξ, η)(x− x0) + fy(ξ, η)(y − y0)

Osservazione 4.2. Indicato con
−−→
PP0 = {x− x0, y − y0}

il precedente Teorema 4.1 si puó scrivere come

f(x, y)− f(x0, y0) = ∇ f(ξ, η)×
−−→
PP0

Osservazione 4.3. Il teorema di Lagrange presentato nel Capitolo 5
é un risultato piú modesto di quello stabilito: la tradizionale tecnica di
aggiungere e sottrarre uno stesso valore

[f(x, y)− f(x, y0)] + [f(x, y0)− f(x0, y0)]

esprime i due addendi, funzione ciascuno di una sola variabile, tramite
il teorema di Lagrange unidimensionale:

fy(x, η)(y − y0) + fx(ξ, y0)(x− x0)

L’espressione ottenuta é molto simile a quella stabilita precedentemente
nel Teorema del Valor medio...
l’unica differenza é che le due derivate parziali non sono necessaria-
mente calcolate nello stesso punto.
Il precedente Teorema non richiede del resto che f(x, y) sia differenzi-
abile ma solo che possieda in ogni punto le due derivate parziali.

Corollario 4.4. Una funzione f(x, y) (continua con le derivate parziali
in un convesso D) che abbia le due derivate parziali nulle é costante.

Dimostrazione. É evidente... essa é Lipschitziana con costante
di Lipschitz L = 0 ! �

Corollario 4.5. Una funzione f(x, y) (continua con le derivate parziali
in un convesso D) che abbia le due derivate parziali costanti

fx(x, y) = a, fy(x, y) = b

é un polinomio di primo grado

f(x, y) = ax+ by + c

7Ricordate che tutti gli algoritmi di tipo differenziale funzionano nei punti
interni, cioé in insiemi aperti...
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Dimostrazione.

g(x, y) = f(x, y)− ax− by

ha le derivate parziali prime nulle... quindi é costante ! �

5. Interpretazione geometrica

Fissati due punti (x1, y1), (x2, y2) ∈ D consideriamo la curva C di
equazioni parametriche x = x1 + t(x2 − x1)

y = y1 + t(y2 − y1)
z = f [x1 + t(x2 − x1), y1 + t(y2 − y1)]

t ∈ [0, 1]

C é la sezione della superficie Σ grafico di f(x, y) con il piano verticale
determinato dai due punti (x1, y1, 0), (x2, y2, 0).

Indichiamo con −→v un vettore tangente alla curva e con
−−→
P1P2 il vettore

che congiunge gli estremi

−→v =

 (x2 − x1)
(y2 − y1)
fx [. . . ] (x2 − x1) + fy [. . . ] (y2 − y1)

−−→
P1P2 =

 (x2 − x1)
(y2 − y1)
f(x2, y2)− f(x1, y1)

Il teorema del valor medio corrisponde, esattamente come osservato in
una dimensione, alla presenza di un punto (xθ, yθ, f(xθ, yθ)) ∈ C in cui
la retta tangente alla curva é parallela alla corda determinata dai due
estremi di C.

Osservazione 5.1. Per una curva C nello spazio di estremi A e B
non é sempre vero che ci sia un punto P ∈ C in cui la tangente sia
parallela al segmento AB (si pensi ad una elica, con estremi posti sulla
stessa verticale...)
Questo accade invece per i profili altimetrici precedenti... tenete infatti
presente che essi sono curve piane. 8

8 Una curva piana é una curva interamente contenuta in un piano. Sono curve
piane le circonferenze, non sono piane, in generale, le eliche.



CAPITOLO 9

Formula di Taylor

1. Introduzione

Approssimare una funzione vuol dire sostituire l’algoritmo, ritenuto
difficile, che la definisce con un altro piú semplice e quindi piú facile a
calcolarsi.
Il prezzo di questa sostituzione sta, naturalmente, nel fatto che cośı
facendo si introduce una distorsione, un errore che si dice

errore di approssimazione.

L’approssimazione é tecnicamente interessante o accettabile se si conosce
una stima dell’errore di approssimazione, stima che permetta di val-
utare se tale errore sia o meno tollerabile in relazione alle precisioni di
calcolo richieste.
Considerato che

• i polinomi di primo grado sono calcolabili con grande facilitá,
• la maggioranza delle funzioni sono definite da algoritmi assai

piú complessi

non deve stupire che le piú frequenti tecniche di approssimazione fac-
ciano ricorso a polinomi di primo grado.
In termini geometrici o di grafico tali approssimazioni sono semplice-
mente lo scambio del grafico della funzione con il grafico della retta, nel
caso unidimensionale, o, nel caso bidimensionale lo scambio del grafico
della funzione con il piano tangente.

Esempio 1.1. Calcolare il valore di

f(x, y) = 1 + sin(x+ y)

nel punto x0 = 0.01, y0 = 0.02.
É innegabile che

• il punto (x0, y0) assegnato sia abbastanza vicino all’origine,
• il piano tangente al grafico della f(x, y) nell’origine é

z = 1 + x+ y,

• la tentazione di proporre come approssimazione di f(x0, y0)
proprio il valore 1 + x0 + y0 é forte...

133
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• forse l’errore di approssimazione che si commetterebbe é tutto
sommato accettabile...!

Problema 1.2. Come stimare il precedente errore di approssimazione

|f(x0, y0)− {1 + x0 + y0}|

in modo da poter decidere seriamente se esso sia o meno al di sotto
della tolleranza che supponiamo sia stata assegnata ?

Osservazione 1.3. Ricordate che la prima, piú semplice approssi-
mazione di una funzione f(x, y) é sempre quella fornita da un suo
valore

f(x, y) ' f(x0, y0)

questo é il motivo per cui, quasi sempre le approssimazioni di f(x, y)
iniziano con

f(x, y) ' f(x0, y0) + . . .

dove i puntini rappresentano correzioni via via piú precise.

Le approssimazioni che studieremo in questo capitolo si chiamano

polinomi di Taylor

polinomi. . . perché si tratta di polinomi.

2. La formula in una dimensione

Richiamiamo brevemente la costruzione dei polinomi di Taylor Pk(t)
associati, in un punto t0 ad una funzione f(t) indefinitamente deriva-
bile:

P1(t) = f(t0) + f ′(t0)(t− t0)
P2(t) = f(t0) + f ′(t0)(t− t0) + 1

2!
f ′′(t0)(t− t0)

2

· · · = . . .
Pn(t) = f(t0) + f ′(t0)(t− t0) + 1

2!
f ′′(t0)(t− t0)

2 + · · ·+ 1
n!
f [n](t0)(t− t0)

n

Tali polinomi sono determinati da

• la funzione f(t)
• il punto t0
• l’intero n



2. LA FORMULA IN UNA DIMENSIONE 135

Il risultato fondamentale che rende interessanti tali polinomi ai fini
dell’approssimazione é l’espressione della differenza che intercorre tra
la funzione f(t) e ciascuno dei polinomi Pk(t)

(47) f(t)− Pk(t) =
1

(k + 1)!
f [k+1](τ)(t− t0)

k+1

L’aspetto interessante della (47) é la possibilitá di stimare, di maggio-
rare, l’errore che intercorre tra il valore fornito da ciascuno dei Pk(t) e
il valore vero f(t) : supposto di conoscere che∣∣f [k+1](t)

∣∣ ≤M

segue

(48) |f(t)− Pk(t)| ≤
M

(k + 1)!
|t− t0|k+1

Esempio 2.1. Si debba calcolare sin(0.017) : serviamoci del primo
(n = 1) polinomio di Taylor relativo alla funzione sin(t) e a t0 = 0

P1(t) = sin(0) + sin′(0)(t− 0) → P1(t) = t

Tenuto conto che
| sin′′(t)| ≤ 1

si ha, dalla (48)

|sin(t)− t| ≤ 1

2
t2 → |sin(0.017)− 0.017| ≤ 1

2
0.0172 = 0.0001445

Qualora l’errore possibile incontrabile, 0.0001445 apparisse troppo grosso
si puó ricorrere all’approssimazione offerta dai polinomi di Taylor di
grado maggiore

P2(t) = t

P3(t) = t− 1
6
t3

P4(t) = t− 1
6
t3

P5(t) == t− 1
6
t3 + 1

120
t5

. . . . . .

Ad esempio

|sin(t)− P4(t)| ≤
1

120
t5 →

∣∣∣∣sin(0.017)− 0.017 +
1

6
0.0173

∣∣∣∣ ≤
≤ 1

120
0.0175 = 1.183 10−11
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forse, quest’ultima, una discreta approssimazione !

3. La formula di Taylor in due variabili

Un ragionamento analogo a quello del precedente Teorema del valor
medio o di Lagrange permette di riconoscere una stima dell’errore che
si puó commettere approssimando una funzione f(x, y) con il suo piano
tangente

z = f(x0, y0) + fx(x0, y0)(x− x0) + fy(x0, y0)(y − y0)

Supponiamo f ∈ C2(A), A convesso e siano

P0 = (x0, y0), P = (x, y) = (x0 + h, y0 + k)

il valore della funzione f(P ) può essere approssimato, approssimazione
del piano tangente, con

f(P0) +∇f(P0) · (P − P0),

ovvero

f(x0 + h, y0 + k) ≈ f(x0, y0) + fx(x0, y0)h+ fy(x0, y0)k.

Quanto pesa il resto cioé l’errore di approssimazione

R = f(x0 + h, y0 + k)− f(x0, y0)− fx(x0, y0)h− fy(x0, y0)k ?

Consideriamo la funzione di una variabile t

F (t) = f
(
x0 + th, y0 + tk

)
t ∈ [0, 1].

funzione composta della f e della rappresentazione parametrica del
segmento P0P .
I valori della F (t) per t ∈ [0, 1] sono i valori della f sui punti del
segmento da (x0, y0) a (x0 + h, y0 + k).
Dato che f è di classe C2, il Teorema di derivazione delle funzioni
composte garantisce che F ∈ C2([0, 1]).
La funzione F (t) sará quindi sviluppabile in formula di Taylor di punto
iniziale t0 = 0 e ordine n = 2

F (t) = F (0) + F ′(0) t+
1

2
F ′′(θ)t2

con θ ∈ [0, t] opportuno.
Scelto t = 1 si ha quindi

(49) F (1) = F (0) + F ′(0) +
1

2
F ′′(θ).
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Tenuto conto che F (1) = f(x0 + h, y0 + k),
F (0) = f(x0, y0),
F ′(0) = fx(x0, y0)h+ fy(x0, y0)k.

e tenuto conto della formula di derivazione delle funzioni composte,
indicato con Pt = (x0 + th, y0 + tk), segue F (t) = f(Pt),

F ′(t) = fx(Pt)h+ fy(Pt)k,
F ′′(t) = fxx(Pt)h

2 + 2fxy(Pt)hk + fyy(Pt)k
2

grazie al fatto che, per il Teorema di Schwarz, fxy = fyx nel caso di
f ∈ C2, vedi pagina 164.
Calcolando in t = θ e sostituendo in (49) otteniamo

(50)
f(P ) =f(P0) + fx(P0)h+ fy(P0)k

+
1

2

{
fxx(Pθ)h

2 + 2fxy(Pθ)hk + fyy(Pθ)k
2
}
,

dove Pθ = (x0 + θh, y0 + θk).
Quanto osservato é riassunto nel seguente

Teorema 3.1 (Formula di Taylor di ordine 1). Sia f(x, y) di classe
C2 in A aperto di R2: sia P0 = (x0, y0) ∈ A e sia C(P0, r) un cerchio
di centro P0 e raggio r tutto contenuto in A:
∀P = (x0 + h, y0 + k) ∈ C(P0, r) riesce

f(x0 + h, y0 + k) = f(x0, y0) + fx(x0, y0)h+ fy(x0, y0)k +R(h, k)

con

R(h, k) =
1

2

{
fxx(xθ, yθ)h

2 + 2fxy(xθ, yθ)hk + fyy(xθ, yθ)k
2
}

essendo (xθ, yθ) un punto opportuno del segmento di estremi (x0, y0) e
(x0 + h, y0 + k).

Si noti che l’errore di approssimazione R é presumibilmente

• tanto piú piccolo quanto piú (x0 +h, y0 + k) é vicino a (x0, y0)
• tanto piú grande quanto piú (x0+h, y0+k) é lontano da (x0, y0)

In altri termini la formula di Taylor di primo ordine

f(x0, y0) + fx(x0, y0)h+ fy(x0, y0)k

fornisce approssimazioni locali di f(x0 + h, y0 + k) , buone su punti
vicini a quello iniziale, h e k piccoli.
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Proposizione 3.2. Se le derivate seconde della funzione f verificano,
tutte e tre la maggiorazione

|fxx| ≤M, |fxy| ≤M, |fyy| ≤M,

l’errore di approssimazione relativo alla precedente formula di Taylor
di ordine 1, soddisfa la maggiorazione

|R| ≤ 1

2
M
{
h2 + 2|h||k|+ k2

}
≤M(h2 + k2)

In altri termini l’errore che si puó commettere servendosi per valutare
f(x0 + h, y0 + k) della approssimazione di Taylor di primo ordine non
supera

M(
√
h2 + k2)2

un multiplo del quadrato della distanza tra (x0 + h, y0 + k) e (x0, y0).

Esempio 3.3. Supponiamo ad esempio che non si accettino errori su-
periori ad 1/10 e che riesca M = 10 : l’algoritmo di approssimazione di
Taylor di primo ordine, ovvero l’approssimazione col piano tangente,
sarebbe stato accettabile, tenuto conto della precedente Proposizione, se

1

2
10(|h|+ |k|)2 < 1/10 → |h|+ |k| <

√
2

10

cosa che accade certamente se il punto P appartiene al cerchio di centro
P0 e raggio

√
2/20.

Nel caso del precedente Esempio 1.1,f(x, y) = 1 + sin(x+ y), la stima
per le derivate seconde richiesta nella precedente Proposizione 3.2 é
ben nota: M = 1.
Quindi

|f(x0, y0)− (1 + x0 + y0)| ≤
1

2
(|x0|+ |y0|)2

Nel caso del punto P0 assegnato l’errore di approssimazione creato
dall’algoritmo del piano tangente sarebbe stato non superiore a

1

2
(0.01 + 0.02)2 = 0.00045

Se tale quantitá rientra nelle tolleranze accettate l’approssimazione del
piano tangente é stata un buon investimento: un calcolo rapidissimo e
un risultato accettabilmente vicino al vero !
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3.1. Una notazione vettoriale. Posto:

(x0, y0) = P0,
(x0 + h, y0 + k) = P0 + v,
fx(x0, y0)h+ fy(x0, y0)k = ∇f(P0) · v,(
fxx(P0) fxy(P0)
fyx(P0) fyy(P0)

)(
h
k

)
= Hf(P0)v

fxx(P0)h
2 + fxy(P0)hk + fyx(P0)hk + fyy(P0)k

2 = Hf(P0)v · v

la espressione di Taylor di primo ordine, indicata nel Teorema 3.1 si
scrive, in modo vettoriale, al modo seguente

(51) f(P0 + v) = f(P0) +∇f(P0) · v +
1

2
Hf(Pθ)v · v.

Notate la struttura della (51):

• un termine costante f(P0),
• un termine lineare in v ∇f(P0) · v,
• un termine quadratico in v

1

2
Hf(Pθ)v · v

Si noti al analogia tra la (51) e la formula che si incontrava nel caso
unidimensionale

F (t) = F (t0) +F ′(t0) (t− t0) +1
2
F ′′(θ) (t− t0)

2

f(P ) = f(P0) +∇f(P0) PP0 +1
2
Hf(Pθ) PP0 × PP0

Osservazione 3.4. La formula (51) vale anche nel caso di funzioni di
n ≥ 3 variabili!
Chiaramente in tali casi P0 sará un punto di Rn, v, il vettore incre-
mento in Rn, ecc..

4. Formule di Taylor di ordine superiore

Il procedimento con cui é stata costruita la formula di Taylor di ordine 1
era fondato sulla capacitá di sviluppare in formula di Taylor la funzione

F (t) = f(x0 + ht, y0 + kt), t ∈ [0, 1]

Tenuto conto che, se la f ha derivate parziali continue fino ad un certo
ordine m riesce anche F (t) ∈ Cm([0, 1]) si possono considerare per la
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F (t) formule di ordine superiore:

F (t) = F (0) + F ′(0)t+ 1
2
F ′′(0)t2 + 1

3!
F [3](τ)t3

F (t) = F (0) + F ′(0)t+ 1
2
F ′′(0)t2 + 1

3!
F [3](0)t3 + 1

4!
F [4](τ)t4

ecc.

Da tali formule si ricavano le corrispondenti per la f con le stesse
osservazioni usate nel primo ordine.
Elenchiamo, trascurando l’espressione del resto, i polinomi di Taylor
associati ad f nel punto iniziale P0 = (x0, y0):

• Ordine 1

f(P0) + fx(P0)f + fy(P0)k

• Ordine 2

f(P0) + fx(P0)h+ fy(P0)k +
1

2

{
fxx(P0)h

2 + 2fxy(P0)hk + fyy(P0)k
2
}

• Ordine 3

f(P0)+fx(P0)h+fy(P0)k+
1

2

{
fxx(P0)h

2 + 2fxy(P0)hk + fyy(P0)k
2
}

+

+
1

3!

{
fxxx(P0)h

3 + 3fxxy(P0)h
2k + 3fxyy(P0)hk

2 + fyyy(P0)k
3
}

Osservazione 4.1. Il calcolo dei polinomi omogenei di grado k cor-
rispondenti a F [k](0) si ottiene abbastanza agevolmente osservando un’analo-
gia formale molto importante

F ′(0) =

(
(x− x0)

∂

∂x
+ (y − y0)

∂

∂y

)
f(x0, y0)

F ′′(0) =

(
(x− x0)

∂

∂x
+ (y − y0)

∂

∂y

)[2]

f(x0, y0)

F ′′′(0) =

(
(x− x0)

∂

∂x
+ (y − y0)

∂

∂y

)[3]

f(x0, y0)

F [k](0) =

(
(x− x0)

∂

∂x
+ (y − y0)

∂

∂y

)[k]

f(x0, y0)

sviluppando le potenze indicate come ordinarie potenze di un binomio
e applicando il risultato formale ottenuto alla funzione f nel punto
(x0, y0)
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5. Formule di Taylor quasi gratuite...

Ricordate che la formula di Taylor produce... i polinomi di Taylor:
polinomi che forniscono buone approssimazioni di una funzione nelle
vicinanze di un punto.
In molti casi tali polinomi approssimanti possono essere ottenuti con
poco sforzo...
Non é raro trovarsi infatti a lavorare con funzioni di due variabili quali

(52) sin(x− y), e3x+5y, log(1 + x+ y), ecc.

ottenute componendo funzioni note di una variabile

sin(t), et, log(1 + t), ecc.

Dal momento che i polinomi di Taylor per tali funzioni di una variabile
sono molto noti si puó agevolmente servirsi di essi per ricavare i poli-
nomi di Taylor per le funzioni di due variabili (52).
Ad esempio,

sin(t) ∼= t− 1

3!
t3 ⇒ sin(x− y) ∼= (x− y)− 1

3!
(x− y)3

et ∼= 1 + t+
1

2
t2 ⇒ e3x+5y ∼= 1 + (3x+ 5y) +

1

2
(3x+ 5y)2

log(1 + t) ∼= t− 1

2
t2 ⇒ log(1 + x+ y) ∼= x+ y − 1

2
(x+ y)2

5.1. La formula di Taylor per... i polinomi.
Sia

P (x, y) = 1 + 2x+ 3y + 4x2 + 5xy + 6y2 + 7x3

un polinomio di terzo grado qualsiasi,

• 1 + 2x + 3y rappresenta il suo sviluppo di Taylor di ordine
n = 1 e punto iniziale (x0, y0) = (0, 0)

• 1 + 2x + 3y + 4x2 + 5xy + 6y2 rappresenta il suo sviluppo di
Taylor di ordine n = 2 e punto iniziale (x0, y0) = (0, 0)

Si osservi che i polinomi sono giá tradizionalmente presentati con il
loro sviluppo di Taylor di punto iniziale (0, 0).

5.2. I valori di P (x, y) vicino al punto (1, 1).
Sia P (x, y) il polinomio precedente, usiamo la formula di Taylor con
punto iniziale (1, 1):

P (x, y) ' P (1, 1)+Px(1, 1)(x−1)+Py(1, 1)(y−1) = 28+36(x−1)+20(y−1)

Quanto vale (circa) P (1.001, 1.002) ?: risposta

P (1.001, 1.002) ' 28 + 0.036 + 0.040 = 28.076
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6. Riflettiamo sulla formula di Taylor

Le formule di Taylor (il plurale si riferisce al fatto che, almeno tenuto
conto dell’ordine, ce ne sono piú d’una) esprimono una funzione f(x, y)
come somma di un polinomio e di un resto (in qualche caso noto o
comunque maggiorabile con quantitá note).
La loro costruzione fa uso

• di un punto (x0, y0) comodo
• di un intero n, l’ordine della formula, quasi sempre n = 1 o
n = 2,

• dei valori della funzione e delle sue derivate fino all’ordine n
nel punto comodo (x0, y0)

• di alcune informazioni sul resto che legittimino la sua eventuale
cancellazione... informazioni in genere dedotte dalla conoscen-
za di una maggiorazione delle derivate che in esso figurano.

6.1. Osservazione fondamentale.
L’attributo di comodo dato al punto iniziale (x0, y0) significa che in tale
punto sono perfettamente calcolabili

f(x0, y0), fx(x0, y0), fy(x0, y0), fxx(x0, y0), ecc.

valori tutti che intervengono nella costruzione dell’approssimazione di
Taylor.
In assenza di un punto comodo, sul quale cioé la funzione e le sue
derivate siano calcolabili agevolmente, non si costruisce alcuna formula
di Taylor esplicita.

Esempio 6.1. La funzione f(x, y) =
√

1 + x+ y é abbastanza diffi-
cile: tuttavia possiede evidenti punti comodi nel senso precedentemente
illustrato:

(0, 0), (1, 2), (312, 312), ecc.

infatti in tali punti sia la funzione che le sue derivate sono facilissime
a calcolarsi...
Quindi la formula di Taylor permette di stimare bene la funzione ad
esempio nei punti

(0.01,−0.02), (0.9876, 2.345), (311, 313), ecc.

6.2. A cosa serve la formula ?

• Uso numerico: si stima il valore numerico f(x, y) tramite il
valore P (x, y) del polinomio di Taylor e la maggiorazione del
resto |R| ≤ ε tramite la quale si ottiene l’informazione

P (x, y)− ε ≤ f(x, y) ≤ P (x, y) + ε
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• Uso qualitativo: emerge particolarmente nel caso di formule
di ordine 2 e consente di raffrontare la posizione del grafico di
f(x, y) rispetto al piano tangente nel punto iniziale (x0, y0),

– la forma della cupola,
– la forma del fondo coppa,
– la forma della sella,
– altre forme. . .

Le configurazioni dei primi tre casi (cupola, coppa, sella) ri-
guardano la decisione se un punto critico, cioé un punto a
piano tangente orizzontale, sia o meno un punto di massimo o
di minimo.

7. Forme quadratiche

Il secondo gruppo di addendi che costituiscono il polinomio di Taylor di
ordine 2 é costituito da un polinomio omogeneo di secondo grado: esso
viene detto forma quadratica1

a h2 + 2 b h k + c k2

Le forme quadratiche prendono
• sempre valore 0 nell’origine, h = 0, k = 0
• valori diversi fuori dell’origine che possono essere:

– sempre positivi
– sempre negativi
– sempre positivi o nulli
– sempre negativi o nulli
– di segno variabile

Le forme che fuori dell’origine prendono valori solo positivi oppure solo neg-
ativi si dicono forme definite, rispettivamente definite positive o definite
negative.

Esempio 7.1. x2 + 3y2 é definita positiva.

Le forme che fuori dell’origine prendono valori solo positivi o nulli oppure so-
lo negativi o nulli si dicono forme semidefinite, rispettivamente semidefinite
positive o semidefinite negative.

1Il contenuto di questo paragrafo é noto dai corsi di Algebra e di Geometria.
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Esempio 7.2. −x2 é semidefinita negativa.

Le forme che fuori dell’origine prendono valori di segno variabile si dicono
forme non definite.

Esempio 7.3. x2 − 3y2 é non definita.

7.1. Forme definite: come riconoscerle. Il modo piú semplice per
riconoscere se una forma quadratica in due o piú variabili sia definita positiva
consiste nello scriverla come somma (algebrica) di
quadrati 2:

• se i coefficienti dei vari quadrati sono tutti positivi la forma é
definita positiva

• se i coefficienti dei vari quadrati sono tutti negativi la forma é
definita negativa

• se i coefficienti dei vari quadrati sono parte positivi e parte negativi
la forma é non definita.

• se i coefficienti dei vari quadrati sono tutti positivi o nulli la forma
é semidefinita positiva

• se i coefficienti dei vari quadrati sono tutti negativi o nulli la forma
é semidefinita negativa

Chiariamo con un esempio:

Esempio 7.4.

3x2 + 24xy + y2 = 3(x2 + 8xy + 16y2)− 48y2 + y2 = 3(x+ 4y)2 − 47y2

Chi dubitava che la forma 3x2 +24xy+ y2 fosse definita o meno non ha piú
dubbi quando se la vede presentata come

3(x+ 4y)2 − 47y2

Sui punti (x, 0) prende valori positivi, sui punti x + 4y = 0 prende valori
negativi: infatti il primo quadrato scompare mentre il secondo, con il suo
coefficiente −47 fornisce un valore negativo.

Il metodo suggerito nell’esempio precedente si chiama metodo di Lagrange e
consente di ridurre una forma quadratica a somma di quadrati con pochissi-
mo sforzo.

Il seguente Teorema fornisce del resto la condizione necessaria e sufficiente
perché una forma sia definita positiva

2Sembra una richiesta curiosa ma é facile riconoscere che é sempre possibile
raggruppare i termini in modo da ridursi ad una somma algebrica di quadrati.
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Teorema 7.5. Condizione necessaria e sufficiente perché

Q(h, k) = ah2 + 2bhk + ck2 > 0 ∀(h, k) 6= (0, 0)

é che riesca
a > 0, ac− b2 > 0

Dimostrazione. :

Necessitá
• scelto (h, k) = (1, 0) si ha Q(1, 0) = a e quindi a > 0
• scelto (h, k) = (−b/a, 1) si ha Q(−b/a, 1) = ac−b2

a > 0 e quindi
ac− b2 > 0

Sufficienza
Essendo a > 0 possiamo trasformare l’espressione diQ(h, k) al modo seguente

Q(h, k) = a(h2 + 2h
b

a
k +

b2

a2
k2) + (c− b2

a2
)k2 = a

(
h+

b

a
k

)2

+
ac− b2

a
k2

La somma di due quadrati con coefficienti positivi é positiva !
�

Osservazione 7.6. Provate a scrivere

Q(h, k) = ah2 + 2bhk + ck2 = k2

{
a(
h

k
)2 + 2b

h

k
+ c

}
Le ipotesi del precedente Teorema corrispondono a che la parabola

y = ax2 + 2bx+ c

sia sempre positiva
• coefficiente a > 0,
• discriminante b2 − ac < 0.

La stessa condizione necessaria e sufficiente del Teorema 7.5 é espressa anche
dal seguente

Corollario 7.7. Sia

A =
(
a b
b c

)
la matrice simmetrica costruita con i tre coefficienti della forma quadratica
Q(h, k) = ah2 + 2bhk + ck2 : la forma é definita positiva se e solo se

Tr(A) = a+ c > 0, det(A) = ac− b2 > 0

Dimostrazione. Le due condizioni

a+ c > 0, ac− b2 > 0 ⇔ a > 0, ac− b2 > 0

sono infatti perfettamente equivalenti (provare per credere...) . �
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Osservazione 7.8. Le due condizioni indicate nel teorema possono essere
enunciate (e ricordate) infine servendosi della filastrocca dei minori princi-
pali (che é molto utile in casi di dimensione maggiore). La forma

ah2 + 2bhk + ck2

é definita positiva se,
costruita la matrice

A =
(
a b
b c

)
ad essa associata
• é positivo il determinante del minore di ordine 1 for-

mato dalla prima riga e dalla prima colonna, cioé
a > 0

• é positivo il determinante del minore di ordine due
formato dalle (prime) due righe e dalle (prime) due
colonne, cioé ac− b2 > 0

In dimensione 3 si avrebbe che la forma

ax2 + 2bxy + 2cxz + 2dyz + ey2 + fz2

é definita positiva se,
costruita la matrice

A =

 a b c
b e d
c d f


ad essa associata
• é positivo il determinante del minore di ordine 1 for-

mato dalla prima riga e dalla prima colonna, cioé
a > 0

• é positivo il determinante del minore di ordine due
formato dalle (prime) due righe e dalle (prime) due
colonne, cioé ae− b2 > 0

• é positivo il determinante del minore di ordine tre
formato dalle (prime) tre righe e dalle (prime) tre
colonne, cioé
2 b c d− a d2 − c2 e− b2 f + a e f > 0
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8. La riduzione a forma canonica

Una forma quadratica, ad esempio in due variabili,

ah2 + 2bhk + ck2

si dice di forma canonica se manca il termine rettangolare 2b h k ovvero
se contiene solo termini quadratici.
In tre variabili

ax2 + 3y2 − 5z2

é forma canonica,
x2 + 3xy + y2 + z2

non lo é.
Una forma quadratica canonica mostra assai bene il suo essere definita,
semidefinita o indefinita: basta guardare i segni dei coefficienti dei soli
termini quadrati

• tutti positivi forma definita positiva
• tutti negativi forma definita negativa
• tutti non negativi forma semidefinita positiva,
• di segni diversi forma non definita.

La sorpresa interessante é che ogni forma quadratica puó ridursi a forma
canonica con una rotazione opportuna degli assi.

Definizione 8.1. Una matrice n× n si dice ortogonale se

A .A∗ = I

essendo I la matrice unitaria.

Osservazione 8.2. Una matrice ortogonale soddisfa naturalmente an-
che la proprietá

A−1 = A∗

Le trasformazioni lineari di Rn in Rn determinate da una matrice or-
togonale sono isometrie: infatti detto x = {x1, . . . , xn} un punto e A.x
il suo trasformato riesce

(Ax,Ax) = (A∗Ax, x) = (x, x)

Teorema 8.3. Sia A la matrice simmetrica associata alla forma quadra-
tica Q, detto x = {x1, x2, . . . , xn} riesce

Q(x) = (Ax, x)

esiste una matrice P ortogonale, P−1 = P ∗, tale che

P ∗ . A . P = D

essendo D la matrice diagonale formata dagli autovalori di A.
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Posto x = Py riesce quindi

Q(x) = (Ax, x) = (APy, Py) = (P ∗APy, y) =

= (Dy, y) = λ1y
2
1 + λ2y

2
2 + · · ·+ λmy

2
n

essendo λ1, λ2, . . . λm, m ≤ n gli autovalori di A

Accenniamo, brevemente a come determinare la matrice P

• si determinano gli autovalori di A determinando le radici del-
l’equazione algebrica di grado n

det(A− λI) = 0

• per ciascun autovalore λk si determinano tutti gli autovettori
relativi, avendo cura che essi costituiscano una base ortogonale
dell’autospazio Eλk

• gli n versori corrispondenti sono le n colonne di P

Esempio 8.4. (due variabili)
Consideriamo, posto x = {h, k} la forma quadratica

Q(x) = 2h2 + 8h k + 8 k2

la matrice simmetrica ad essa associata é

A =

(
2 4
4 8

)
Glia autovalori di A sono

λ1 = 0, λ2 = 10

I corrispondenti autovettori sono

{−2, 1}, {1, 2}
i versori associati sono

1√
5
{−2, 1}, 1√

5
{1, 2}

La matrice P é quindi

P =
1√
5

(
−2 1
1 2

)
Si tratta di una matrice ortogonale, infatti

P−1 =
1√
5

(
−2 1
1 2

)
= P ∗

Riesce

P−1 . A . P =

(
0 0
0 10

)
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Indicato con y = {α, β} riesce del resto

Q(y) = 10β2

forma semidefinita positiva.

Osservazione 8.5. La matrice P del precedente esempio rappresenta
l’isometria data dalla simmetria rispetto alla retta

y = (2 +
√

5)x

Figura 1. La simmetria determinata da P

Esempio 8.6. (tre variabili)
Posto x = {a, b, c} consideriamo la forma quadratica, in tre variabili,

Q(x) = 2 a2 + 4 a b+ 3 b2 + 6 a c+ 4 b c+ 2 c2

La matrice simmetrica ad essa associata é la seguente

A =

 2 2 3
2 3 2
3 2 2


Gli autovalori di A sono

0 = −7 + λ+ 7λ2 − λ3,→ λ1 = −1, λ2 = 1 λ3 = 7

i corrispondenti autovettori sono

{−1, 0, 1}, {1,−2, 1}, {1, 1, 1}
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Essi sono tra loro certamente ortogonali: costruiamo i versori associati{
− 1√

2
, 0,

1√
2

}
,

{
1√
6
,−
√

2

3
,

1√
6

}
,

{
1√
3
,

1√
3
,

1√
3

}
Consideriamo la matrice che ha tali versori come colonne:

P =


− 1√

2
1√
6

1√
3

0 −
√

2
3

1√
3

1√
2

1√
6

1√
3


P é la matrice cercata: infatti

• si tratta di una matrice ortogonale

P−1 =

 − 1√
2

0 1√
2

1√
6

−
√

2
3

1√
6

1√
3

1√
3

1√
3

 = P ∗

• riesce

P−1 . A . P =

 −1 0 0
0 1 0
0 0 7


• Scelto x = P y con y = {α, β, γ} riesce

Q(Py) = −α2 + β2 + 7 γ2

forma non definita.



CAPITOLO 10

Massimi e minimi relativi

1. Introduzione

Se (xM , yM) é un punto di massimo per la funzione reale u = f(x, y)
definita in E riesce

f(x, y) ≤ f(xM , yM), ∀(x, y) ∈ E
Analogamente se (xm, ym) é un punto di minimo riesce

f(x, y) ≥ f(xm, ym), ∀(x, y) ∈ E.
Si dicono invece

punti di massimo relativo

quei punti (x∗, y∗) ∈ E per i quali la diseguaglianza

f(x, y) ≤ f(x∗, y∗)

sia verificata non necessariamente da tutti i punti di E ma solo da
quelli (x, y) ∈ E ∩D essendo D un conveniente disco di centro (x∗, y∗).
Analoga definizione per i punti di minimo relativo.

Esempio 1.1. Sia

f(x, y) = (x2 + y2)2 − 2(x2 + y2), (x, y) ∈ R2

l’origine é un punto di massimo relativo: tuttavia basta allontanarsi
poco dall’origine, arrivare per esempio in (1, 1) per incontrare, (Vedi
Figura 1.1), valori f(1.05, 1.05) ' 0.4 maggiori del valore f(0, 0) = 0
preso nell’origine.

1.1. I punti critici. I grafici delle funzioni f(x, y) differenziabili
hanno piano tangente in ogni punto.
É evidente che se una funzione ha in un punto (x0, y0) interno al suo
insieme di definizione un massimo o un minimo relativo in tale punto
il piano dovrá essere orizzontale.
Quindi in tale punto le due derivate parziali dovranno essere nulle

fx(x0, y0) = 0, fy(x0, y0) = 0

I punti in cui entrambe le derivate parziali prime di una funzione si
annullano si chiamano punti critici.

151
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Figura 1. f(x, y) = (x2 + y2)2 − 2(x2 + y2), (x, y) ∈ R2

NOTA:

L’osservazione che il piano tangente in un punto di
massimo o di minimo relativo sia necessariamente oriz-
zontale cade se tale punto sta sulla frontiera dell’insieme
di definizione.
Pensate alla funzione

f(x, y) = x+ 2y, (x, y) ∈ Q

essendo Q il quadrato (0, 0), (1, 1) : nei vertici (0, 0), (1, 1)
di Q si hanno sicuramente punti di minimo o di massimo
relativi senza evidentemente che il grafico di f(x, y) (un
piano...) abbia in tali punti piano tangente orizzontale...!

L’osservazione precedente sul piano tangente suggerisce un algorit-
mo per cercare i punti di massimo o di minimo relativi che cadano
all’interno:

• si cercano i punti critici
• tra essi si selezionano quelli che sono anche di massimo o di

minimo relativo
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• la selezione accennata non é sempre facile e si basa sulla for-
mula di Taylor.

2. La selezione: condizioni sufficienti

La decisione sulla qualitá di un punto critico di essere o meno un punto
di massimo o di minimo relativo viene presa servendosi della formula
di Taylor di ordine n = 1.
Sia (x0, y0) un punto critico, si ha, posto x = x0 + h, y = y0 + k,

f(x, y)− f(x0, y0) =

=
1

2

{
fxx(xθ, yθ)h

2 + 2fxy(xθ, yθ)hk + fyy(xθ, yθ)k
2
}

avendo tenuto conto che la prima parte, quella lineare manca in con-
seguenza del fatto che fx(x0, y0) = fy(x0, y0) = 0
Tenuto conto che il segno del primo membro é quello della forma
quadratica in parentesi graffe a secondo membro si riconosce che

• se la forma quadratica é definita positiva (x0, y0) é punto di
minimo relativo

• se la forma quadratica é definita negativa (x0, y0) é punto di
massimo relativo

• se la forma quadratica non é definita (x0, y0) non é né di
massimo né di minimo ma é punto di sella.

Tenuto conto del Teorema 7.5,

• Il caso del minimo:

forma quadratica definita positiva
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(53)

{
fxx(xθ, yθ) > 0,
fxx(xθ, yθ)fyy(xθ, yθ)− fxy(xθ, yθ)

2 > 0

la superficie grafico si trova al di sopra del piano tangente: del
resto le (53) si riferiscono ad un punto (xθ, yθ) ignoto ma sono
certamente soddisfatte, per continuitá e quindi permanenza
del segno, se

– le analoghe relazioni{
fxx(x0, y0) > 0,
fxx(x0, y0)fyy(x0, y0)− fxy(x0, y0)

2 > 0

valgono nel punto (x0, y0)
– lavoriamo in un intorno del punto (x0, y0) tanto piccolo da

garantire che i segni di fxx e di fxxfyy−f 2
xy si mantengano.

• Il caso del massimo:

forma quadratica definita negativa

(54)

{
fxx(xθ, yθ) < 0,
fxx(xθ, yθ)fyy(xθ, yθ)− fxy(xθ, yθ)

2 > 0

la superficie grafico si trova al di sotto del piano tangente:
del resto le (54) sono certamente soddisfatte, per continuitá e
quindi permanenza del segno, se

– le analoghe relazioni{
fxx(x0, y0) < 0,
fxx(x0, y0)fyy(x0, y0)− fxy(x0, y0)

2 > 0

valgono nel punto (x0, y0)
– lavoriamo in un intorno del punto (x0, y0) tanto piccolo da

garantire che i segni di fxx e di fxxfyy−f 2
xy si mantengano.

• Il caso della sella:

forma quadratica non definita
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(55) fxx(xθ, yθ)fyy(xθ, yθ)− fxy(xθ, yθ)
2 < 0

la superficie grafico si trova in parte sopra e in parte sotto il
piano tangente: del resto la (55) é certamente soddisfatta, per
continuitá e quindi permanenza del segno, se

– l’analoga relazione

fxx(x0, y0)fyy(x0, y0)− fxy(x0, y0)
2 < 0

vale nel punto (x0, y0)
– lavoriamo in un intorno del punto (x0, y0) tanto piccolo

da garantire che il segno di fxxfyy − f 2
xy si mantenga.

3. Massimo e minimo in insiemi chiusi e limitati

Passiamo ora dall’analisi locale (cioè nell’intorno di un punto fissato)
all’analisi globale : la ricerca del minimo e del massimo di una funzione
data in un assegnato insieme C.
Supponiamo che siano soddisfatte le seguenti condizioni:

• L’insieme C = A ∪ ∂A sia chiuso e limitato,
• la funzione f sia continua in C,
• f sia differenziabile all’interno A di C escluso al piú un numero

finito di punti o di archi di curve regolari,
• la frontiera ∂A di C sia formata da un numero finito di archi

di curve regolari.

Tali condizioni includono le ipotesi del Teorema di Weierstrass e quindi
garantiscono l’esistenza del minimo e del massimo.
I punti Pmin, PMax ∈ C in cui saranno raggiunti il minimo e il massimo
possono cadere

• all’interno A di C
• oppure sulla frontiera ∂A di C

quest’ultima possibilitá giustifica la condizione posta sulla frontiera di
essere fatta di archi regolari: al difuori di tale situazione sarebbe es-
tremamente difficile poter studiare la funzione assegnata f sulla fron-
tiera ∂A.

Osservazione 3.1. Gli insiemi chiusi e limitati C = A ∪ ∂A ottenuti
come chiusura di un aperto limitato A la cui frontiera ∂A sia formata
da un numero finito di curve regolari si chiamano domini regolari.
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Si noti che non sempre un insieme del piano rappresenta la chiusura
di un aperto: una sorprendente curiositá, in negativo, puó essere un
cerchio dal quale esca un segmento.
Un tale insieme non é chiusura di alcun aperto !

3.1. L’algoritmo di ricerca di minimo e massimo nel caso
unidimensionale.

Ricordiamo come la ricerca di massimo e minimo di f(x), x ∈ I = [a, b]
si facesse:

• cercando i punti interni ad (a, b) in cui la derivata prima si
annullava, i punti critici,

• calcolando i valori della funzione sui punti critici trovati,
• calcolando i valori della funzione negli eventuali punti in cui

non sia derivabile,
• calcolando i valori della funzione sulla frontiera di I, i due

punti x = a e x = b,
• assumendo come minimo in I il minore dei valori (delle tre

origini elencate) cośı trovati e come massimo il maggiore.

3.2. Il caso bidimensionale.
La ricerca del minimo e del massimo e dei punti in cui tali valori sono
raggiunti si esegue nel caso bidimensionale in modo analogo.

• si cercano i punti

(x1, y1), (x2, y2), ...

critici di f che cadono all’interno di A,
• si calcolano i valori f(x1, y1), f(x2, y2), ... in ciascuno di tali

punti critici,
• si calcolano i valori di f sui punti in cui non é differenziabile,
• si calcolano il valore massimo e il valore minimo di f sulla

frontiera ∂A.

Il minore tra i valori (delle tre origini elencate) calcolati dá il minimo
assoluta di f su C, il maggiore sempre tra i valori calcolati dá il massimo
assoluto di f su C.

3.3. Il minimo e il massimo sulla frontiera. Lo studio della
funzione sui punti della frontiera ∂A è sostanzialmente lo studio di una
(o più) funzione di una variabile reale.
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Supponiamo, per semplicitá, che la frontiera ∂A sia composta da una
sola curva regolare di equazioni parametriche{

x = x(t)
y = y(t)

, t ∈ [a, b]

Studiare la funzione assegnata f(x, y) sulla frontiera significa studiare
la funzione composta

F (t) = f [x(t), y(t)], t ∈ [a, b]

Cercare il massimo e il minimo di f sulla frontiera significa cercare il
massimo e il minimo di F sull’intervallo [a, b].
Nel caso, piú complesso ma anche piú frequente in cui la frontiera ∂A
sia composta da piú archi di curve regolari si dovrá eseguire la ricerca
del massimo e del minimo di f su ciascuno di tali archi.

Esempio 3.2. Determinare massimo e minimo assoluti della funzione
f(x, y) = x2 + y2 − xy + x+ y nel dominio definito da

T = {x ≤ 0, y ≤ 0, x+ y ≥ −3}
.

Soluzione.

• Il dominio C è un triangolo, chiuso e, naturalmente limitato,
• la funzione, un polinomio, é continua in tutto il piano,
• la funzione é anche di classe C2 in tutto il piano,
• non esistono punti in cui f non sia differenziabile,
• la frontiera di C é fatta da tre segmenti.

1) Punti critici:

fx(x, y) = 2x− y + 1 = 0, fy(x, y) = 2y − x+ 1 = 0.

risolvendo si trova il solo (−1,−1) ∈ C : in esso si ha il valore

f(−1,−1) = −1

2) Dato che la funzione è derivabile ovunque (è di classe C∞!), non ci
sono valori provenienti da punti di non differenziabilitá.
3) La frontiera: indicati con O = (0, 0), A = (0,−3) e B = (−3, 0), i
tre vertici si ha

∂T = OB ∪BA ∪ AO.
Studio la funzione sui tre segmenti separatamente.

Segmento OA. La funzione lungo questo segmento è data da f(0, y) = y2 + y
per y ∈ [−3, 0]. Dal grafico della parabola, si deduce che ci sono tre
punti candidati (0,−3), (0,−1

2
) e (0, 0).



158 10. MASSIMI E MINIMI RELATIVI

I valori di f sono

f(0,−3) = 6, f(0,−1

2
) = −1

4
, f(0, 0) = 0

Segmento OB. Questa parte è analoga alla precedente (si potrebbe usare
la simmetria della funzione) Dato che f(x, 0) = x2 + x per x ∈ [−3, 0],
i nuovi candidati hanno coordinate (−3, 0), (−1

2
, 0) e il punto (0, 0) già

conteggiato nel segmento precedente.
I valori di f sono

f(−3, 0) = 6, f(−1

2
, 0) = −1

4
, f(0, 0) = 0

Segmento AB. Una possibile parametrizzazione di questo segmento si
ottiene notando che si tratta di un grafico, quindi basta esplicitare una
variabile in funzione dell’altra. Ad esempio, ponendo y = −x − 3, si
ottiene

h(x) := f(x,−x− 3) = · · · = 3(x2 + 3x+ 2).

I punti candidati sono gli estremi A = (−3, 0) e B = (0,−3), già
conteggiati in precedenza, e il punto corrispondente al vertice della
parabola, di coordinate (−3

2
,−3

2
).

I valori di f sono

f(−3, 0) = 6, f(0,−3) = 6, f(−3

2
,−3

2
) = −3

4

Riassumendo i candidati minimi o massimi sono i valori

f(−1,−1), f(0, 0), f(0,−3), f(−3, 0),

f(0,−1/2), f(−1/2, 0), f(−3/2,−3/2).

Dato che

f(−1,−1) = −1, f(0, 0) = 0, f(0,−3) = f(−3, 0) = 6

f(0,−1/2) = f(−1/2, 0) = −1

4
, f(−3/2,−3/2) = −3

4
,

si deduce che

minT f(x, y) = f(−1,−1) = −1,
maxT f(x, y) = f(0,−3) = f(−3, 0) = 6.

Esempio 3.3. Calcolare il minimo e il massimo della funzione f(x, y) = |x− y|
nel quadrato di vertici l’origine e il punto (1, 1).

Soluzione:
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La funzione assegnata é differenziabile in tutto il piano privato della
retta x − y = 0. Fuori di tale retta, cioé nei due semipiani aperti da
essa determinati, f coincide con x− y in uno e con y− x nell’altro: le
derivate parziali sono costanti e non si annullano mai,
Non ci sono punti critici né in tutto il piano né, tanto meno nell’interno
del quadrato assegnato.
Ci sono, all’interno del quadrato punti in cui f non é differenziabile:
su tali punti f prende un solo valore, lo 0.
Sui quattro segmenti che formano la frontiera si ha:

• x = 0, 0 ≤ y ≤ 1 : → f(0, y) = y, minimo valore 0,
massimo valore 1,

• x = 1, 0 ≤ y ≤ 1 : → f(1, y) = 1 − y, minimo valore 0,
massimo valore 1,

• y = 0, 0 ≤ x ≤ 1 : → f(x, 0) = x, minimo valore 0,
massimo valore 1,

• y = 1, 0 ≤ x ≤ 1 : → f(x, 1) = 1 − x, minimo valore 0,
massimo valore 1,

I valori calcolati sono pertanto due soli, 1 e 0: é ovvio quale sia il
minimo e quale il massimo.

4. Estremo superiore ed inferiore

Nel caso in cui il dominio non sia chiuso e/o limitato, o la funzione non
sia continua, il teorema di Weierstrass non si applica e quindi massimo
e minimo potrebbero non esistere.
La domanda da porsi è quindi quanto valgano estremo superiore/inferiore.
Nel caso in cui questi (o solo uno dei due) esistano finiti, ci si chiede
se si tratta di massimo/minimo.

Esempio 4.1. Ottimizzazione di confezioni. Qual’è la scatola (a
forma di parallelepipedo) che utilizza meno cartone possibile a parità
di volume contenuto?
Se x, y e z sono le dimensioni della scatola, la superficie della scatola
è 2(xy + yz + zx). Quindi il problema è

inf {xy + yz + zx : x, y, z > 0, xyz = V } V = volume fissato.

Questo è un problema di “minimo vincolato”, cioè si sta cercando di
minimizzare una funzione di tre variabili con un vincolo tra le tre vari-
abili: xyz = V . In questo caso, possiamo ricondurci ad un proble-
ma bidimensionale esplicitando la variabile z dal vincolo. Imponendo
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z = V
xy

, il problema diviene

inf
x,y>0

S(x, y) dove S(x, y) = V

(
1

x
+

1

y

)
+ xy.

La funzione S è chiaramente continua dove è definita, ma l’insieme
x, y > 0 è aperto e illimitato.
Cerchiamo i punti critici di S :

Sx(x, y) = − V
x2

+ y, Sy(x, y) = −V
y2

+ x.

Da Sx = 0, si deduce y = V
x2 e sostituendo in Sy = 0,

x− x4

V
= 0 ⇐⇒ 1− x3

V
= 0 ⇐⇒ x =

3
√
V .

La funzione ha quindi un unico punto critico di coordinate ( 3
√
V , 3
√
V ).

Prima di dedicarci allo studio della frontiera, facciamoci un’idea sul
genere di punto che abbiamo trovato. Le derivate secondo di S sono

Sxx(x, y) =
2V

x3
, Sxy(x, y) = 1, Syy(x, y) =

2V

y3
,

quindi

Hf(
3
√
V ,

3
√
V ) =

(
2 1
1 2

)
.

Dato che il determinante e la traccia sono positivi possiamo concludere
che il punto è di minimo relativo. Questo non risponde al problema,
ma quanto meno ci fa ben sperare.
É abbastanza evidente che i limiti di S(x, y) sia per x → 0, sia per
y → 0, sia per (x, y) → ∞ sono +∞. Quindi si riconosce che il va-

lore relativo al punto ( 3
√
V , 3
√
V ) é il minimo, mentre non c’é estremo

superiore finito e quindi non c’é massimo.
Nel caso in cui (x, y) = ( 3

√
V , 3
√
V ), si deduce da xyz = V , che anche

z = 3
√
V e quindi la scatola ottimale è un cubo.
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Il teorema di Schwarz

1. Quante sono le derivate parziali seconde, terze,... ?

Il procedimento di derivazione parziali applicato ad una funzione f(x, y)
di due variabili raddoppia il numero di derivate ogni volta:

• Due derivate parziali prime
• Quattro derivate parziali seconde
• Otto derivate parziali terze
• ecc.

Data una funzione di due variabili f(x, y), sufficientemente regolare,
esistono quattro derivate parziali seconde: fxx, fxy, fyx, fyy.
Gli esempi visti in precedenza, ([2], pag. 36) suggeriscono che possa
valere l’identità fxy = fyx, cioè che derivare prima rispetto alla x e
poi rispetto alla y, sia lo stesso che procedere in ordine inverso, ossia
derivare prima rispetto alla y e poi rispetto alla x.
Sfortunatamente, e sorprendentemente, questo non è sempre vero!
Prima di enunciare e dimostrare il Teorema di Schwarz, che garan-
tisce la possibilità di invertire l’ordine di derivazione nel caso in cui le
derivate seconde siano funzioni continue, analizziamo più da vicino il
tipo di fenomeno che può accadere.

1.1. Una questione di invertibilitá.
Partiamo da un esempio, leggermente diverso. Sia g(h, k) una funzione
di due variabili. E’ sempre vero che vale l’identità

(56) lim
h→0

lim
k→0

g(h, k) = lim
k→0

lim
h→0

g(h, k) ?

Da un punto di vista geometrico, questo corrisponde a chiedere se avvic-
inarsi a zero prima secondo la direzione delle ordinate e poi secondo
quella delle ascisse, sia lo stesso che procedere nell’ordine inverso.
Nel caso in cui la funzione g sia una funzione continua in (0, 0), le due
strade portano allo stesso risultato.
Nel caso in cui la funzione g non sia continua non è detto: ad esempio,
sia

161
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g(h, k) =
h2 − k2

h2 + k2
,

che è definita e continua in R2 \ {(0, 0)}. Si ha

lim
h→0

h2 − k2

h2 + k2
= −1, lim

k→0

h2 − k2

h2 + k2
= 1

quindi

lim
h→0

lim
k→0

h2 − k2

h2 + k2
= lim

h→0
+1 = +1,

mentre

lim
k→0

lim
h→0

h2 − k2

h2 + k2
= lim

k→0
−1 = −1.

Le due sequenze di limiti danno risultati diversi!
Questo esempio suggerisce che non sempre è possibile invertire l’ordine
in cui si compiono due operazioni (in questo caso due limiti).

Il seguente teorema fornisce una condizione sufficiente alla permutabilitá
dei due limiti:

Teorema 1.1. La funzione g(h, k) sia definita in un disco di centro
l’origine (0, 0) : se esiste finito il limite

lim
(h,k)→(0,0)

g(h, k) = L

allora riesce anche

lim
h→0

lim
k→0

g(h, k) = lim
k→0

lim
h→0

g(h, k) = L.

Dimostrazione. Basta ricordare il significato di stabilizzazione
che corrisponde all’esistenza del limite: l’ipotesi del teorema dice....

(h, k) ≈ (0, 0) ⇒ g(h, k) ≈ L

quindi comunque ci avviciniamo all’origine ci troveremo avanti a valori
g(h, k) ≈ L. �

2. Le derivate seconde miste

Per semplicità consideriamo il calcolo di fxy e fyx nel punto (0, 0). Per
definizione

∂2f

∂x∂y
(0, 0) =

∂

∂y

(
∂f

∂x

)
(0, 0) = lim

k→0

fx(0, k)− fx(0, 0)

k
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= lim
k→0

1

k

[
lim
h→0

(
f(h, k)− f(0, k)

h
− f(h, 0)− f(0, 0)

h

)]
= lim

k→0
lim
h→0

1

hk
[f(h, k)− f(0, k)]− [f(h, 0)− f(0, 0)]

L’altra derivata mista, invece, è data dal procedimento inverso

∂2f

∂y∂x
(0, 0) =

∂

∂x

(
∂f

∂y

)
(0, 0) = lim

h→0

fy(h, 0)− fy(0, 0)

h

= lim
h→0

1

h

[
lim
k→0

(
f(h, k)− f(h, 0)

k
− f(0, k)− f(0, 0)

k

)]
= lim

h→0
lim
k→0

1

hk

(
[f(h, k)− f(h, 0)]− [f(0, k)− f(0, 0)]

)
.

Indicando l’espressione a numeratore con

A(h, k) = f(h, k)− f(h, 0)− f(0, k) + f(0, 0),

possiamo dire che le due derivate miste coincidono se e solo se vale
l’identità

lim
h→0

lim
k→0

A(h, k)

hk
= lim

k→0
lim
h→0

A(h, k)

hk
.

2.1. Un contresempio.
Consideriamo, ad esempio, la funzione definita da

f(x, y) =


xy(x2 − y2)

x2 + y2
(x, y) 6= (0, 0)

0 (x, y) = (0, 0)

allora

A(h, k) = f(h, k)− f(h, 0)− f(0, k) + f(0, 0) = f(h, k) =
hk(h2 − k2)

h2 + k2
.

Dato che

fxy(0, 0) = lim
h→0

lim
k→0

A(h, k)

hk
= −1 6= 1 = lim

k→0
lim
h→0

A(h, k)

hk
= fyx(0, 0),

questa funzione ha derivate miste diverse in (0, 0)!
Quindi non è sempre possibile scambiare l’ordine di derivazione.

Questo fatto sconfortante
ha comunque una parte rinfrancante,1

1 Giudiizio attribuito al prof. Corrado Mascia.
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lo scambio dell’ordine di derivazione è possibile sotto ipotesi ragionevoli !
Come si intuisce dal cenno fatto al principio, Teorema 1.1, l’ipote-
si che garantisce di poter invertire l’ordine dei limiti, cioé l’ordine di
derivazione parziale, è un’ipotesi di continuità delle derivate seconde
miste.

3. Il teorema

Teorema 3.1 (Teorema di Schwarz). Sia f una funzione derivabile
due volte in un aperto A ⊂ R2. Se le funzioni fxy e fyx sono continue
in (x0, y0), allora vale l’uguaglianza

fxy(x0, y0) = fyx(x0, y0).

Dimostrazione. Per semplicità, dimostriamo il Teorema suppo-
nendo (x0, y0) = (0, 0). Posto

A(h, k) =
(
f(h, k)− f(h, 0)

)
−
(
f(0, k)− f(0, 0)

)
come si è visto, basta dimostrare che

lim
h→0

lim
k→0

A(h, k)

hk
= lim

k→0
lim
h→0

A(h, k)

hk
.

e, per ottenere questo basta riconoscere, tenuto conto del Teorema 1.1,
che esiste il

lim
(h,k)→(0,0)

A(h, k)

hk

Supponiamo h, k > 0 (le altre possibilitá si trattano allo stesso modo).
Posto

φ(x) := f(x, k)− f(x, 0)

A(h, k) può essere riscritta nella forma

A(h, k) = φ(h)− φ(0) = φ′(η)h

da cui tenuto conto che

φ′(x) := fx(x, k)− fx(x, 0)

si ha

A(h, k) =
[
fx(η, k)− fx(η, 0)

]
h

avendo calcolato i due addendi fra parentesi tonde mediante il Teorema
di Lagrange, unidimensionale.
Applicando ora il Teorema di Lagrange, ancora unidimensionale, alla
fx(η, k)− fx(η, 0), funzione della sola k, otteniamo

A(h, k) = fxy(η, θ)hk η ∈ (0, h), θ ∈ (0, k).
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Quindi

lim
(h,k)→(0,0)

A(h, k)

hk
= lim

(h,k)→(0,0)
fxy(η, θ).

Dato che, per ipotesi, la funzione fxy è continua, riesce

lim
(h,k)→(0,0)

fxy(η, θ) = fxy(0, 0)

il limite cercato quindi esiste e vale fxy(0, 0).
Il Teorema 1.1 garantisce quindi la invertibilitá dei due limiti

fxy(0, 0) = lim
h→0

lim
k→0

A(h, k)

hk
= lim

k→0
lim
h→0

A(h, k)

hk
= fyx(0, 0)

e quindi l’uguaglianza

fxy(0, 0) = fyx(0, 0).

�

4. Un problema

Le due funzioni 3x+5y+7 e 2x−4y+13 sono le derivate parziali prime di qualche
polinomio ?
No !
Se infatti esistesse un polinomio P (x, y) tale che

(57)
{
Px = 3x+ 5y + 7
Py = 2x− 4y + 13

Allora dovrebbe riuscire anche, per il teorema di Schwarz,

Pxy = Pyx

Ma, dalla relazione 57 discende

Pxy = (3x+ 5y + 7)y = 5, Pyx = (2x− 4y + 13)x = 2

due valori diversi.
L’unica conclusione che se ne puó trarre é che un polinomio che soddisfi il sistema
57 non esiste !
É la prima volta che scopriamo che non é sempre lecito assegnare due funzioni e
pretendere che esse siano le due derivate parziali prime di una stessa funzione !





CAPITOLO 12

Integrali di funzioni dipendenti da parametri

1. Il primo caso

Sia f(x, y) una funzione definita nel rettangolo R = [a, b] × [c, d] e
continua in R.
Per ogni fissato x0 ∈ [a, b], consideriamo la funzione di una sola vari-
abile ϕ(y) = f(x0, y) definita per y ∈ [c, d]. La funzione ϕ(y) è continua
in [c, d] e quindi ha senso calcolare l’integrale

∫ d

c

ϕ(y) dy =

∫ d

c

f(x0, y) dy.

Il risultato di questo integrale dipende dalla scelta di x0 ed è quindi
una funzione di x0:

(58) F (x) =

∫ d

c

f(x, y) dy, x ∈ [a, b].

La x, tenuta fissa quando si integra rispetto alla variabile y, è chiamata
parametro e può variare nell’intervallo [a, b].

Esempio 1.1. Sia f(x, y) = x2 + y2 consideriamo la funzione

F (x) =

∫ 0.5

−0.5

f(x, y)dy = x2 +
1

12

167



168 12. INTEGRALI DI FUNZIONI DIPENDENTI DA PARAMETRI

Figura 1. La F (x) l’area del profilo color mattone.

In Figura 1 notate il grafico della x2+y2, il piano z = 0 in grigio chiaro
e, color mattone, un muro costruito lungo la x = 0.5 per y ∈ [−0.5, 0.5]:
il valore

F (0.5) =
1

3
rappresenta l’area del muro color mattone !
Ovviamente l’area del muro sarebbe cambiata se avessimo lavorato in
corrispondenza ad x = 0.3 oppure a x = 0.97.

2. La regolaritá

Riferendoci all’esempio precedente:

Domanda:
...quanto sarebbe stata l’area di

un muro analogo ma
costruito

in corrispondenza ad x = 0.49?

Risposta:
abbastanza vicina a 1/3

2.1. La continuitá.

Teorema 2.1. Se f(x, y) è continua nel rettangolo R = [a, b] × [c, d]
allora la funzione F (x), data in (58), è continua in [a, b].
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Dimostrazione. Dimostriamo il teorema nell’ipotesi aggiuntiva
che f(x, y) sia Lipschitziana in R cioè che esista una costante L > 0
tale che

|f(x0, y0)− f(x, y)| ≤ L
√

(x− x0)2 + (y − y0)2, ∀(x, y), (x0, y0) ∈ R.
Quindi

|F (x)− F (x0)| ≤
∫ d

c

|f(x0, y)− f(x, y)|dy ≤∫ d

c

L
√

(x− x0)2dy = L(d− c)|x− x0|.

Ne segue che la funzione di una sola variabile F (x) è Lipschitziana
nell’intervallo [a, b] con costante di Lipschitz L(d − c) e quindi è ivi
continua. �

2.2. La derivabilitá.

Teorema 2.2. Sia f : A −→ R, A aperto, R ⊂ A, e sia F (x) definita
in (58). Se f ∈ C1(A) allora la funzione

F (x) =

∫ d

c

f(x, y) dy

è derivabile in [a, b] e vale la formula

(59) F ′(x) =

∫ d

c

fx(x, y)dy.

Dimostrazione. Dimostriamo il teorema nell’ipotesi aggiuntiva
che fx(x, y) sia Lipschitziana in R con costante di Lipschitz L > 0.
Se x, x+h ∈ [a, b], consideriamo il rapporto incrementale della funzione
F (x)

F (x+ h)− F (x)

h
=

∫ d

c

f(x+ h, y)− f(x, y)

h
dy.

Per il teorema del valor medio esiste ξ tra x e x+ h tale che

f(x+ h, y)− f(x, y)

h
= fx(ξ, y)

e, quindi,
F (x+ h)− F (x)

h
=

∫ d

c

fx(ξ, y) dy.

Rimane da dimostrare che

lim
h→0

∫ d

c

fx(ξ, y) dy =

∫ d

c

fx(x, y)dy.
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Dalla Lipschitzianità di fx(x, y) e dall’essere |ξ − x| ≤ |h| si ottiene∣∣∣ ∫ d

c

fx(ξ, y) dy −
∫ d

c

fx(x, y) dy
∣∣∣ ≤∫ d

c

|fx(ξ, y)− fx(x, y)| dy ≤ L|ξ − x|(d− c) ≤ L|h|(d− c)

da cui segue, per h→ 0, la (59). �

Osservazione 2.3. La (59) si può scrivere nella forma più suggestiva

d

dx

∫ d

c

f(x, y) dy =

∫ d

c

∂

∂x
f(x, y) dy

cioè la derivata dell’integrale è l’integrale della derivata. Ciò non è
più vero se non facciamo opportune ipotesi di regolarità sulla funzione
f(x, y).
Purtroppo funzioni “poco regolari “ si incontrano frequentemente nei
potenziali fisici fondamentali (potenziale gravitazionale, potenziale elet-
trostatico etc.)

Esempio 2.4. Data la funzione

F (x) =

∫ 1

−1

e−x
2y2 dy x ∈ R,

calcolarne la derivata prima F ′(x) e la derivata seconda F ′′(x) e scri-
vere il polinomio di Taylor di F (x) di ordine 2 centrato in x = 0.
Dire se x = 0 è un punto di massimo o di minimo relativo per la
funzione F .
Risoluzione. Dalla (59)

F ′(x) =

∫ 1

−1

(−2xy2)e−x
2y2 dy.

Inoltre

F ′′(x) = −2

∫ 1

−1

y2e−x
2y2 dy + (2x)2

∫ 1

−1

y4e−x
2y2 dy.

Quindi F ′′(0) = −4/3. Dato che F (0) = 2 il polinomio di Taylor
richiesto è

P (x) = 2− 2

3
x2.

Risulta F ′(0) = 0 e F ′′(0) < 0. Ne segue che x = 0 è un punto di
massimo relativo per F .
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3. Il caso generale

L’integrale ∫ b

a

f(x)dx

di una assegnata funzione dipende, oltre che dalla funzione, dall’in-
tervallo [a, b] di integrazione: tale integrale rappresenta quindi una
funzione delle due variabili a e b.
Consideriamo il caso generale

f(x, y) ∈ C0([a, b]× [c, d])

l’integrale ∫ v

u

f(x, y) dy

definito per x ∈ [a, b], u, v ∈ [c, d], definisce una funzione di tre variabili
x, u, v

(60) Φ(x, u, v) =

∫ v

u

f(x, y) dy.

definita in T = [a, b]× [c, d]× [c, d].

3.1. La continuitá.

Teorema 3.1. Se f(x, y) è continua in R allora Φ(x, u, v), data da
(60), è continua in T .

Dimostrazione. Dimostriamo il teorema nell’ipotesi aggiuntiva
che f(x, y) sia Lipschitziana in R con costante di Lipschitz L > 0.
Siano x, x0 ∈ [a, b], u, u0 ∈ [c, d], v, v0 ∈ [c, d] e sia M > 0 tale che
|f(x, y)| ≤M in R.
Si ha

|Φ(x, u, v)−Φ(x0, u0, v0)| = | {Φ(x, u, v)− Φ(x, u0, v)}+{Φ(x, u0, v)− Φ(x, u0, v0)}+

+ {Φ(x, u0, v0)− Φ(x0, u0, v0)} |

=
∣∣∣ ∫ u0

u

f(x, y) dy+∫ v0

u0

(f(x, y)− f(x0, y)) dy +

∫ v

v0

f(x, y) dy
∣∣∣ ≤

M |u− u0|+ L|x− x0||u0 − v0|+M |v − v0| ≤
M |u− u0|+ L(d− c)|x− x0|+M |v − v0|.

Sarà allora

|Φ(x, u, v)− Φ(x0, u0, v0)| ≤ L1

√
(u− u0)2 + (v − v0)2 + (x− x0)2
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con L1 = (2M + L(d − c)) ovvero Φ è Lipschitziana in T e quindi è
continua. �

3.2. Le derivate parziali.

Teorema 3.2. Sia f : A −→ R, A aperto, f ∈ C1(A),
[a, b]× [c, d] ⊂ A, e sia Φ definita in (60). La funzione

Φ(x, u, v) =

∫ v

u

f(x, y) dy

è dotata in T delle tre derivate parziali Φu, Φv, Φx continue e si ha

(61) Φu(x, u, v) = −f(x, u); Φv(x, u, v) = f(x, v);

(62) Φx(x, u, v) =

∫ v

u

fx(x, y) dy.

Dimostrazione. Le (61) sono diretta conseguenza del teorema
fondamentale del calcolo integrale. La (62) segue dal Teorema 2.2. �

Osservazione 3.3. Dalla continuità di f(x, y) segue immediatamente
che Φu(x, u, v) e Φv(x, u, v) sono funzioni continue. Dalla continuità
di fx(x, y) e dal Teorema 2.1 segue la continuità di Φx(x, u, v).

Osservazione 3.4. Non dimenticate che la comoda regola di derivazione
detta Teorema fondamentale del Calcolo

d

dx

∫ x

a

f(t)dt = f(x)

vale se f é continua, anzi é vera in tutti i punti x nei quali f é continua.
Per ricordarlo basta avere ben presente il seguente Esempiuccio:

f(x) =

{
−1 se x ≤ 0
1 se x > 0

F (x) =

∫ x

0

f(t)dt = |x|

F (x) non é derivabile per x = 0, proprio il punto nel quale la funzione
integranda non era continua...
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4. Funzione composta

Nelle ipotesi del precedente Teorema 3.2 Φ(x, u, v) è dotata di derivate
parziali continue, quindi è differenziabile.
Non si tratta di un’affermazione da poco: la differenziabilitá permette
di applicare la (difficile) regola di derivazione delle funzioni composte...!

Siano ora Ψ1(x) e Ψ2(x) due funzioni reali definite per x ∈ [a, b] tali
che

c ≤ Ψ1(x) ≤ d, c ≤ Ψ2(x) ≤ d, ∀x ∈ [a, b],

funzioni derivabili in [a, b] con derivata continua (quindi differenziabili.)
Consideriamo la funzione composta

F (x) = Φ(x,Ψ1(x),Ψ2(x))

con Φ(x, u, v) definita in (60), cioè

(63) F (x) =

∫ Ψ2(x)

Ψ1(x)

f(x, y) dy.

Cosa possiamo dire sulla regolaritá della funzione F (x)?

• Dato che componendo funzioni continue si ottengono ancora
funzioni continue si riconosce subito che F (x) è continua in
[a, b].

• Supponiamo che f(x, y) ∈ C1 soddisfi le ipotesi del Teorema
3.2: ricordando la regola di derivazione delle funzioni composte
si ha

F ′(x) = Φv(x,Ψ1(x),Ψ2(x))Ψ
′
2(x)− Φu(x,Ψ1(x),Ψ2(x))Ψ

′
1(x)+

+Φx(x,Ψ1(x),Ψ2(x))

Tenendo conto delle (61) e (62) si ha
(64)

F ′(x) = f(x,Ψ2(x))Ψ
′
2(x)− f(x,Ψ1(x))Ψ

′
1(x) +

∫ Ψ2(x)

Ψ1(x)

fx(x, y) dy.

Esempio 4.1. Consideriamo la funzione

F (x) =

∫ x

0

sin(xy) dy.

Applicando la (64) si ottiene

F ′(x) = sin(x2) +

∫ x

0

y cos(xy) dy.



174 12. INTEGRALI DI FUNZIONI DIPENDENTI DA PARAMETRI

Esempio 4.2. Consideriamo la funzione

F (x) =

∫ x2

−1

e−x
2y2 dy.

Applicando la (64) si ottiene

F ′(x) = 2xe−x
6

+

∫ x2

−1

(−2xy2)e−x
2y2 dy =

2xe−x
6 − 2x

∫ x2

−1

y2e−x
2y2 dy.

Esempio 4.3. La funzione y(t) definita da

y(t) = y0 e
−α t +

∫ t

0

e−α(t−τ)f(τ) dτ

soddisfa il problema di Cauchy

y′(t) + αy(t) = f(t), y(0) = y0.

5. Primitive di ordine superiore

Com’é noto il teorema fondamentale del calcolo permette di costruire
(naturalmente in modo teorico) una primitiva

F (x) =

∫ x

a

f(t)dt

di una funzione f(x) continua in [a, b].
Fatta una primitiva se ne fa un’altra

G(x) =

∫ x

a

F (t)dt

che ha la proprietá G′′(x) = f(x).
Iterando la costruzione, cioé integrando piú volte, si possono quindi
costruire primitive di f(x) di qualunque ordine.
Puó essere interessante considerare formule che mediante una sola in-
tegrazione producano la primitiva di ordine m cercata.
Consideriamo ad esempio

F (x) =

∫ x

a

(x− t)f(t)dt

Dalle regole di derivazione stabilite si ha

F ′(x) =

∫ x

a

f(t)dt, F ′′(t) = f(t)
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Consideriamo ancora

F (x) =
1

2!

∫ x

a

(x− t)2f(t)dt

Sempre dalle regole di derivazione stabilite si ricava

F ′(x) =

∫ x

a

(x− t)f(t)dt, F ′′(x) =

∫ x

a

f(t)dt, F ′′′(x) = f(x)

Si intuisce (giustamente) la formula generale

(65) F (x) =
1

(m− 1)!

∫ x

a

(x− t)m−1f(t)dt

che fornisce una primitiva di ordine m

F [m](x) = f(x)

Osservazione 5.1. La formula (65) fornisce in realtá una primitiva di
ordine m di f(x) speciale: quella che nel punto a verifica le condizioni

F (a) = 0, F ′(a) = 0, ..., F [m−1](a) = 0

Problema 5.2. Determinare una soluzione F (x) del seguente proble-
ma differenziale:

• F (0) = 1
• F ′(0) = 2
• F ′′(0) = 3

• F [3](0) = e−x
2

Risposta:

F (x) = 1 + 2x+
3

2
x2 +

1

2

∫ x

0

(x− t)2e−t
2

dt

6. Il resto di Taylor

Il nome formula di Taylor di punto iniziale a e ordine n si riferisce alla
espressione

f(x) = f(a)+(x−a)f ′(a)+1

2
(x−a)2f ′′(a)+...+

1

n!
(x−a)nf [n](a)+R(x)

il merito della quale consiste nella capacitá di stimare l’addendo R(x),
il resto, in modo da poter valutare la possibilitá di trascurarlo e quindi
approssimare soddisfacentemente f(x) con il solo polinomio

f(a) + (x− a)f ′(a) +
1

2
(x− a)2f ′′(a) + ...+

1

n!
(x− a)nf [n](a)
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Il termine R(x) viene spesso rappresentato nella forma detta di La-
grange

R(x) =
1

(n+ 1)!
f [n+1](ξ)(x− a)n+1

R(x) del resto verifica le seguenti proprietá:

R(a) = 0, R′(a) = 0, .... R[n](a) = 0, R[n+1](x) = f [n+1](x)

Tenuto conto del precedente Problema 5.2 si riconosce che

(66) R(x) =
1

n!

∫ x

a

(x− t)nf [n+1](t)dt

espressione integrale 1 che si affianca a quella di Lagrange.
Con l’espressione (66) la formula di Taylor puó scriversi come

f(x) = f(a) + (x− a)f ′(a) +
1

2
(x− a)2f ′′(a) + ...+

1

n!
(x− a)nf [n](a)+

+
1

n!

∫ x

a

(x− t)nf [n+1](t)dt

Osservazione 6.1. L’espressione (66) di R(x) é, come fa giustamente
osservare Courant, un’espressione esatta: non c’é in essa alcun punto
ξ misterioso come accadeva nell’espressione di Lagrange.
C’é tuttavia un integrale, che potrebbe essere assai faticoso stimare...
Ricordate infatti che l’unico pregio che le diverse espressioni del resto
R(x) possono avere é quello di aiutarci a stimarne la grandezza con
l’obiettivo di poterlo trascurare.

1COURANT-JOHN, Volume 1, pag. 448, SMIRNOV, Corso di Matematiche
superiori, Vol. 1, Capitolo IV, §2.



CAPITOLO 13

Misura di Peano-Jordan nel piano

1. L’area dei sottografici

Assegnata una funzione continua y = f(x), x ∈ [a, b] non negativa,

l’area della regione sottografico è rappresentata dall’integrale
∫ b
a
f(x) dx.

Il suo valore è determinato approssimando il sottografico con un certo
numero di rettangoli: in altri termini si determina l’area di una regione
con contorno curvilineo, il sottografico di f(x), approssimandola con
rettangoli.

Figura 1. Approssimiamo il sottografico di sin(x)

Per definire l’area di regioni del piano più generali occorre svincolarsi
dal concetto di integrazione di funzioni di una variabile, mantenen-
do però l’idea dell’approssimazione tramite “aree elementari”, aree di
regioni formate da rettangoli.

177
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2. Proprietà dell’area

La nozione di area di una regione limitata S discende, intuitivamente,
dalla questione seguente:

quante copie di un quadrato unitario o di un suo sot-
tomultiplo occorrono per ricoprire la regione S da mi-
surare?

Richiederemo che l’area A(S) di un insieme S di R2 verifichi, volendo
soddisfare alle esigenze dell’intuizione, le seguenti proprietà 1:

1: A(S) ≥ 0.
2: Se S è un quadrato di lato l, allora A(S) = l2.
3: Se S = S1 ∪ S2 con S1 e S2 privi di punti interni comuni
A(S) = A(S1) + A(S2).

Si noti che dalle proprietá elencate discende la monotonia dell’area: se
S1 ⊆ S2 ⇒ A(S1) ≤ A(S2).

3. L’algoritmo di Peano-Jordan

Sia S ⊆ R2 un insieme limitato e non vuoto.
Quadrettiamo il piano con quadrati di lato 1 costruendo la griglia deter-
minata dalle rette di equazioni x = h, y = k, per h, k ∈ Z e indichiamo
con

• A+
0 (S) la somma delle aree dei quadrati chiusi di lato 1 che

hanno almeno qualche punto in comune con S;
• A−0 (S) la somma delle aree dei quadrati chiusi di lato 1 com-

pletamente contenuti in S, assumendo lo 0 se nessun quadrato
risultasse completamente contenuto in S.

Risulta

A−0 (S) ≤ A+
0 (S)

Passiamo ad una quadrettatura più sottile, costruendo la griglia deter-
minata dalle rette di equazione x = h/2, y = k/2, per h, k ∈ Z: ogni
quadrato iniziale viene suddiviso in 4 quadrati di lato 1

2
, e indichiamo

con

• A+
1 (S) la somma delle aree dei quadrati chiusi di lato 1

2
che

hanno punti in comune con S;
• A−1 (S) la somma delle aree dei quadrati chiusi di lato 1

2
com-

pletamente contenuti in S 2.

1 Courant, Volume II, Capitolo 4 §4.1
2Se ce n’erano di lato 1 ce ne saranno, a maggior ragione, di lato 1/2
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Si ha
A−0 (S) ≤ A−1 (S) ≤ A+

1 (S) ≤ A+
0 (S)

Il procedimento si itera suddividendo il piano in quadrati di lato 2−n

tramite le rette di equazione

x =
h

2n
y =

k

2n
, h, k ∈ Z

dando luogo alle due successioni {A−n (S)} e {A+
n (S)} che verificano

A−0 (S) ≤ A−1 (S) ≤ · · · ≤ A−n (S) ≤ A+
n (S) ≤ · · · ≤ A+

1 (S) ≤ A+
0 (S)

• {A−n (S)} é monotona non decrescente e limitata superiormente,
• {A+

n (S)} é monotona non crescente e limitata inferiormente.

Figura 2. Giuseppe Peano (1855-1932), Camille
Jordan (1838-1922)

3.1. Area interna ed area esterna. Le due successioni{
A−n (S)

}
,
{
A+
n (S)

}
monotone e limitate sono, quindi, convergenti:

lim
n→∞

A−n (S) = A−(S), lim
n→∞

A+
n (S) = A+(S).

I due numeri A−(S), A+(S), loro limiti, si chiamano

area interna ed area esterna di S.

e soddisfano la relazione

A−(S) ≤ A+(S).
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Definizione 3.1. Se A−(S) = A+(S) l’insieme S si dice misurabile
secondo Peano-Jordan 3 e il comune valore delle aree interna ed esterna
si chiama area (o misura di Peano-Jordan) di S

A(S) := A−(S) = A+(S).

Esempio 3.2. Consideriamo il procedimento esposto in relazione alla
regione S delimitata dall’ellisse 5x2 + 10y2 = 15

Figura 3. Le varie quadrettature per l’ellisse 5x2 + 10y2 ≤ 15

I valori che si possono leggere in Figura 3 sono i seguenti:

n A−n (S) A+
n (S)

0 4 16
1 5 11
2 5.25 7.56

Come si vede gli A−n (S) aumentano al crescere di n mentre gli A+
n (S)

diminuiscono: i valori indicati nella tabella sono naturalmente ottenuti
contando i quadretti e moltiplicando per la loro area, 1 per n = 0, 1/4
per n = 1 e 1/16 per n = 2.
Dai pochi conti effettuati potremmo anticipare per l’area interna e l’area
esterna le stime seguenti

5.25 ≤ A−(S) ≤ A+(S) ≤ 7.56

3Camille Jordan 1838-1922, Giuseppe Peano 1853-1932.
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Risultato del resto in accordo con la nota formula dell’area dell’ellisse
di semiassi a e b,

Area = π a b

Nel nostro caso infatti

a =
√

3, b =
√

1.5 Area = π
√

3
√

1.5 ∼= 6.661

Osservazione 3.3 (Misura di Peano-Jordan e vecchie aree di poligo-
ni). Si può riconoscere che:

• i quadrati di lato ` hanno misura di Peano-Jordan `2, coinci-
dente cioè con la vecchia area.

• i rettangoli di lati a, b hanno misura di Peano-Jordan a × b ,
coincidente cioè con la vecchia area.

• i triangoli, quindi i poligoni, hanno misura di Peano-Jordan
coincidente con la vecchia area.

4. L’area della frontiera...

La proprietá per un insieme S di essere misurabile secondo Peano-
Jordan equivale al fatto che le due successioni{

A−n (S)
}
,
{
A+
n (S)

}
siano contigue:

A+
n (S)− A−n (S) → 0

Tenuto conto che la differenza fra A+
n (S) e A−n (S) dipende dal computo

dei rettangolini che intersecano la frontiera di S si intuisce come la
misurabilitá di un insieme sia collegata ad avere una frontiera ...non
troppo estesa !
Vale al riguardo il seguente teorema di cui é omessa la dimostrazione:

Teorema 4.1. Un insieme S limitato è misurabile se e solo se la sua
frontiera ∂S è misurabile e ha misura esterna nulla

A−(S) = A+(S) = A(S) ⇔ A+(∂S) = 0.

Corollario 4.2. Condizione necessaria e sufficiente per riconoscere
che un insieme sia dotato di area è che comunque si scelga ε > 0 sia
possibile ricoprire la sua frontiera con un numero finito di quadrati che
abbiano somma delle aree minore di ε.

Le curve regolari sono insiemi di misura esterna nulla, i grafici di
funzioni continue anche.
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Corollario 4.3. Sia f : [a, b] −→ R continua, con f ≥ 0 . Allora
l’insieme

R(f) = {(x, y) : x ∈ [a, b], 0 ≤ y ≤ f(x)},
il sottografico di f , è un insieme misurabile e

A (R( f)) =

∫ b

a

f(x) dx.

Corollario 4.4. Ogni insieme la cui frontiera sia composta da un
numero finito di grafici di funzioni continue y = f(x) o x = g(y) è
misurabile.

Sono pertanto misurabili tutti gli insiemi del piano la cui frontiera sia
formata da un numero finito di archi di curve regolari o di grafici di
funzioni continue.

5. Un problema

La misurabilità di un insieme potrebbe dipendere dal riferimento carte-
siano rispetto al quale eseguiamo le quadrettature ?
In altri termini spostando (traslando o ruotando) un insieme misurabile
la sua misurabilità si conserva ? e la sua area ?

Teorema 5.1. La misurabilitá (o meno) di un insieme S e la sua
misura di Peano-Jordan sono invarianti per traslazioni e rotazioni.

Dimostrazione. Omessa, niente affatto banale...! �

6. Aree di unioni e intersezioni...

La caratterizzazione degli insiemi misurabili dedotta, Teorema 4.1,
dalla misura esterna nulla della frontiera, consente di riconoscere il
seguente

Teorema 6.1. L’unione S ∪ Z e l’intersezione S ∩ Z di due insiemi
misurabili S, Z é misurabile. Se inoltre i due insiemi non hanno punti
interni comuni riesce

A(S ∪ Z) = A(S) + A(Z).

Per convincersi basta ricordare che

∂(S ∪ Z) ⊆ ∂S ∪ ∂Z, ∂(S ∩ Z) ⊆ ∂S ∪ ∂Z

e quindi riconoscere che, se ∂S e ∂Z hanno misura esterna nulla anche
∂S∪∂Z avrá misura esterna nulla e ∂(S∪Z) e ∂(S∩Z), suoi sottinsiemi
l’avranno nulla.
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7. Un insieme non misurabile

L’insieme S formato da tutti e soli i punti (x, y) appartenenti al quadrato
[0, 1]× [0, 1] con coordinate razionali non è misurabile.
Il risultato si riconosce osservando che, per quanto si raffini la quadrettatura
riesce sempre

A−n (S) = 0, A+
n (S) ≥ 1.

Una questione interessante é riconoscere la frontiera ∂S dell’insieme propos-
to: la frontiera é tutto il quadrato [0, 1]× [0, 1].
Quindi riesce

A(∂S) = A([0, 1]× [0, 1]) = 1 6= 0
mentre avevamo riconosciuto, Teorema 4.1, che condizione necessaria e suf-
ficiente perché un insieme S sia misurabile é A(∂S) = 0





CAPITOLO 14

Integrali multipli

1. Le somme integrali

Sia f una funzione limitata su un insieme S ⊆ R2 limitato.
Indichiamo con Rn

ik

Rn
ik :

i

2n
≤ x ≤ i+ 1

2n
,

k

2n
≤ y ≤ k + 1

2n

il quadratino di posto i, k relativo alla n−esima suddivisione a metà
nella quadrettatura del piano.

Prolungata f a tutto R2 definendola nulla fuori di S, siano

Mn
i,k = sup

(x,y)∈Rn
ik

f(x, y), mn
i,k = inf

(x,y)∈Rn
ik

f(x, y)

l’estremo superiore e l’estremo inferiore di f(x, y) in Rn
ik: naturalmente,

essendo f = 0 fuori di S sará

Mn
i,k = mn

i,k = 0 ∀Rn
ik ∩ S = ∅

Le somme, relative ai soli quadratini che intersecano S,

(1) F−
n (f, S) =

∑
i,k

mn
i,kA (Rn

ik) , F+
n (f, S) =

∑
i,k

Mn
i,kA (Rn

ik) ,

si dicono somme integrali superiori e inferiori della funzione f, relative
alla suddivisione n−esima di S.
Tenuto conto che mn

i,k ≤Mn
i,k, riesce

F−
n (f, S) ≤ F+

n (f, S).

Passando dalla n-esima alla n+1-esima suddivisione, ciascun quadrato
Rn
ik è diviso in 4 quadratini di lato dimezzato, che indicheremo con

Rn+1
j s per certe 4 coppie (j, s)

In tali quattro quadratini riesce1:

mn
i,k ≤ mn+1

j,s ≤Mn+1
j,s ≤Mn

i,k,

1Si ricordi che se A ⊆ B l’estremo inferiore di una stessa funzione su A é
maggiore o uguale dell’ estremo inferiore su B : relazione analoga, scambiata, per
gli estremi superiori.

185
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e quindi, tenuto conto che

A (Rn
ik) =

∑
j,s

A
(
Rn+1
js

)
mn
i,kA (Rn

ik) ≤
∑

j,sm
n+1
j,s A

(
Rn+1
js

)
≤ ...

... ≤
∑

j,sM
n+1
j,s A

(
Rn+1
js

)
≤Mn

i,kA (Rn
ik)

da cui, sommando, la relazione tra le somme integrali inferiori e supe-
riori

F−
n (f, S) ≤ F−

n+1(f, S) ≤ F+
n+1(f, S) ≤ F+

n (f, S)

relative a decomposizioni consecutive n-esima ed n + 1-esima, e, in
generale

F−
0 (f, S) ≤ . . . ≤ F−

n (f, S) ≤ F−
n+1(f, S) ≤ ...

... ≤ F+
n+1(f, S) ≤ F+

n (f, S) ≤ . . . ≤ F+
0 (f, S).

Tenuto conto che le due successioni {F−
n (f, S)} e {F+

n (f, S)} delle
somme integrali sono

• limitate,
• monotone: crescente la prima, decrescente la seconda,

esse sono necessariamente convergenti:

F−(f, S) = lim
n→∞

F−
n (f, S), F+(f, S) = lim

n→∞
F+
n (f, S)

Si ha inoltre, tenuto conto che F−
n (f, S) ≤ F+

n (f, S),

F−(f, S) ≤ F+(f, S).

Definizione 1.1. [Funzioni integrabili] Una funzione f(x, y) definita
in S limitata si dice integrabile in S se le somme integrali inferiori e
superiori costituiscono una coppia di classi contigue, cioè

F−(f, S) = F+(f, S).

L’integrale doppio ∫∫
S

f(x, y)dxdy

è per definizione il comune valore dei due limiti delle somme integrali
inferiori e di quelle superiori.

Teorema 1.2. Le funzioni caratteristiche

fΩ(x, y) =

{
1 (x, y) ∈ Ω
0 (x, y) /∈ Ω

degli insiemi Ω ⊆ R2 limitati misurabili secondo Jordan sono integrabili
su ogni S ⊆ R2 limitato e misurabile.
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Dimostrazione. Basta notare che riesce

F−(fΩ, S) = A−(S ∩ Ω), F+(fΩ, S) = A+(S ∩ Ω)

�

Corollario 1.3. Le costanti f(x, y) ≡ c sono integrabili su ogni
insieme limitato e misurabile S e riesce∫∫

S

c dx dy = cA(S)

Teorema 1.4. Siano f, g integrabili in S e riesca

f(x, y) ≤ g(x, y) ∀(x, y) ∈ S
Riesce ∫∫

S

f(x, y) dx dy ≤
∫∫

S

g(x, y) dx dy

Corollario 1.5. Sia f integrabile in S e riesca

m ≤ f(x, y) ≤M ∀(x, y) ∈ S
ne segue

mA(S) ≤
∫∫

S

f(x, y) dx dy ≤M A(S)

1.1. Somme generalizzate. Le somme

σn(f, S) =
∑
i,k

f(xnik, y
n
ik)A (Rn

ik) ,

con (xnik, y
n
ik) ∈ Rn

ik si dicono somme integrali generalizzate.
Riesce ovviamente

F−
n (f, S) ≤ σn(f, S) ≤ F+

n (f, S)

per cui, se f è integrabile in S si ha anche

(2) lim
n→∞

σn(f, S) =

∫∫
S

f(x, y) dx dy.

Osservazione 1.6. Le somme generalizzate sono uno strumento nu-
mericamente piú semplice delle somme integrali inferiori e superiori le
quali si servono degli estremi inferiore e superiore della f in ciascun
rettangolino Rn

ik.
Le somme generalizzate si servono solo di valori, presi comunque, dalla
funzione nel rettangolino Rn

ik : la costruzione di una somma general-
izzata é quindi facilmente implementabile su computer, scegliendo ad
esempio di prendere sempre i valori della funzione in uno degli spigoli,
ad esempio quello inferiore sinistro, oppure prendere sempre il valore
nel centro, ecc.
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1.2. Altre stime. Altre utili stime integrali sono le seguenti

• f ≥ 0 ⇒
∫∫
S

f(x, y)dxdy ≥ 0

• f ≤ g ⇒
∫∫
S

f(x, y)dxdy ≤
∫∫
S

g(x, y)dxdy,

• ∣∣∣∣∣∣
∫∫
S

fdxdy

∣∣∣∣∣∣ ≤
∫∫
S

|f |dxdy

•

(3)

∣∣∣∣∣∣
∫∫
S

fdxdy −
∫∫
S

gdxdy

∣∣∣∣∣∣ ≤
∫∫
S

|f − g| dxdy

2. Somme, differenze e prodotti di funzioni integrabili

2.1. La linearitá. Siano f e g due funzioni integrabili sull’insieme
limitato e misurabile S ed

F (x, y) = a f(x, y) + b g(x, y)

essendo a e b due costanti:

• Indicate con σn(f, S), σn(g, S), σn(F, S) le somme inte-
grali generalizzate relative a tali funzioni su S riesce2

σn(F, S) = a σn(f, S) + b σn(g, S)

• essendo convergenti le due espressioni σn(f, S) e σn(g, S) a
secondo membro sará convergente anche la σn(F, S),

•∫∫
S

F (x, y)dxdy = a

∫∫
S

f(x, y)dxdy + b

∫∫
S

g(x, y)dxdy

2.2. I prodotti. Consideriamo la funzione prodotto f(x, y).g(x, y):

f(x1, y1)g(x1, y1)− f(x2, y2)g(x2, y2) =

f(x1, y1) [g(x1, y1)− g(x2, y2)] + g(x2, y2) [f(x1, y1)− f(x2, y2)] .

Detta M una costante che maggiori sia il modulo di f che quello di g
si ha, su ogni quadratino Rn

ik,∣∣Mn
i,k(fg)−mn

i,k(fg)
∣∣ ≤

≤M
∣∣Mn

i,k(g)−mn
i,k(g)

∣∣+M
∣∣Mn

i,k(f)−mn
i,k(f)

∣∣ .
2Supponendo di prendere, in tutte e tre le somme generalizzate, sempre gli

stessi punti (xn
ik, y

n
ik)...
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Moltiplicando per le aree dei quadratini Rn
ik e sommando si ottiene3

|F+
n (fg)− F−

n (fg)| ≤M
[
|F+
n (f)− F−

n (f)|+ |F+
n (g)− F−

n (g)|
]
.

Le diseguaglianze indicate mostrano quindi che se le somme inferiori e
superiori di f e quelle di g sono contigue allora saranno contigue anche
quelle di fg, ovvero anche la funzione F = f.g é integrabile.

Osservazione 2.1. Quanto detto sopra significa che se f e g sono
due funzioni integrabili su S ⊆ R2 allora le loro somme, differenze o
prodotto f + g, f − g, fg sono anche esse integrabili in S ⊆ R2.
Naturalmente può accadere che f + g o f − g o fg siano integrabili
senza che lo siano nè f nè g.

Osservazione 2.2. Se f e g sono integrabili in S allora∫∫
S

[α f(x, y)+β g(x, y)] dx dy = α

∫∫
S

f(x, y) dx dy+β

∫∫
S

g(x, y)] dx dy

Mentre, in generale,∫∫
S

f(x, y) . g(x, y) dx dy 6=
∫∫

S

f(x, y) dx dy .

∫∫
S

g(x, y)] dx dy

3. Additività

Sia S = S ′ ∪ S ′′ : le relative funzioni caratteristiche verificano la
relazione:

χS′∪S′′ + χS′∩S′′ = χS′ + χS′′

Da tale relazione segue, moltiplicando membro a membro per f

χS′∪S′′ f + χS′∩S′′ f = χS′ f + χS′′ f

e dalla linearità∫∫
S′∪S′′

χS′∪S′′ fdxdy+

∫∫
S′∪S′′

χS′∩S′′ fdxdy =

∫∫
S′∪S′′

χS′ fdxdy+

∫∫
S′∪S′′

χS′′ f dx dy

ovvero ∫∫
S′∪S′′

fdxdy +

∫∫
S′∩S′′

fdxdy =

∫∫
S′

fdxdy +

∫∫
S′′

f dx dy

In particolare se S ′ ∩ S ′′ è privo di punti interni comuni, si ha

(4)

∫∫
S′∪S′′

fdxdy =

∫∫
S′

fdxdy +

∫∫
S′′

fdxdy

3tenuto conto della diseguaglianza triangolare |
∑

(ai − bi)| ≤
∑
|ai − bi|
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4. Integrabilità delle funzioni continue

Teorema 4.1. Una funzione continua in S, insieme chiuso limitato e
misurabile, è integrabile in S.

Dimostrazione. Dimostriamo il teorema nell’ipotesi aggiuntiva
che f sia lipschitziana, cioè che esista una costante L tale che

|f(x1, y1)− f(x2, y2)| ≤ L
√

(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2.

Riesca inoltre

|f(x, y)| ≤M ∀(x, y) ∈ S
Stante la misurabilitá di S possiamo limitarci a considerare, nelle somme
integrali, solo gli addendi relativi ai quadratini interamente contenuti
in S.
Trascurare infatti quelli che intersecano la frontiera vuol dire trascu-
rare... poca cosa: tenuto conto che la misurabilitá di S implica che la
frontiera FS ha misura esterna nulla, scelto comunque ε riesce∑

A(Rn
ik) ≤Mε ∀n > nε

essendo la somma riferita ai quadratini Rn
ik che ricoprono la frontiera,

ne segue quindi che gli stessi addendi nelle somme integrali producono∣∣∣∑(|Mn
ik|+ |mn

ik|)A(Rikn

∣∣∣ ≤ 2M
∑

A(Rikn ≤ 2Mε

In ogni quadratino Rn
ik interno Mn

i,k, e mn
i,k , gli estremi superiore e

inferiore della f, sono, stante la continuitá, il massimo e il minimo di
f(x, y) nel quadratino, quindi due valori

Mn
i,k = f(xM , yM), mn

i,k = f(xm, ym)

presi dalla funzione in due punti (xM , yM), (xm, ym) ∈ Rn
ik :

F+
n − F−

n =
∑
i,k

(
Mn

i,k −mn
i,k

)
A (Rn

ik) =

=
∑
i,k

(f(xM , yM)− f(xm, ym))A (Rn
ik) .

Riesce, per la condizione di Lipschitz,

(5) |f(xM , yM)− f(xm, ym)| ≤ L

√
2

2n
.

avendo tenuto conto che due punti dello stesso quadratino Rn
ik non

possono distare piú della diagonale
√

2
2n del quadratino stesso.
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Quindi

0 ≤ F+
n − F−

n ≤ L

√
2

2n

∑
i,k

A (Rn
ik) ≤ L

√
2

2n
A(S) → 0

dove le somme sono estese agli indici dei rettangoli completamente
contenuti in S.
Quindi tenuto conto che le due successioni {F−

n } e {F+
n } delle somme

integrali sono

• convergenti
• convergenti allo stesso limite come segue dalla diseguaglianza

|F+
n − F−

n | ≤ L

√
2

2n
A(S);

se ne deduce che f(x, y) è integrabile. �

4.1. Oscillazione e integrabilità. La differenza tra l’estremo su-
periore e l’estremo inferiore di una funzione f su un insieme S si può
chiamare OS(f)

oscillazione di f su S .

Riconoscere che una funzione f è integrabile su S equivale, con il
linguaggio delle oscillazioni, a dire che la somma∑

i,k

ORn
ik
(f)A(Rn

ik),

riferita alla funzione prolungata a zero fuori di S, è infinitesima per
n→∞.
In altri termini una funzione discontinua, una funzione che presenti dei
salti di discontinuitá in qualche punto o su qualche linea, puó essere
integrabile purché. . .
. . . l’insieme su cui si presentano tali oscillazioni patologiche sia con-
tenuto in un numero finito di quadratini Rn

ik di area complessiva piccola
quanto si vuole.

Osservazione 4.2. Abbiamo riconosciuto, vedi Teorema 1.2, che le
funzioni caratteristiche di insiemi misurabili sono integrabili: rivedia-
mo la questione alla luce

• delle discontinuitá che le funzioni caratteristiche hanno,
• dell’insieme su cui tali discontinuitá si incontrano.
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Le discontinuitá si incontrano in corrispondenza dei punti di frontiera:
vicino ad essi cadono, per definizione di punto di frontiera sia punti
dell’insieme che punti non appartenenti all’insieme, sia punti in cui la
funzione caratteristica vale 1 sia punti in cui vale 0.
Ma se l’insieme é misurabile la sua frontiera ha area esterna nulla.
Ecco quindi il fenomeno: discontinuitá śı, ma su insiemi di area nul-
la. . .

4.2. Esistono funzioni non integrabili ? La risposta é śı: cer-
tamente tali funzioni patologiche dovranno essere

• o non continue (abbiamo un teorema che ci dice che le funzioni
continue sono tutte integrabili) su insiemi di area positiva,

• o non limitate,
• o diverse da zero su insiemi illimitati.

5. Il teorema della media

Una stima analoga a quella del teorema del valor medio del calcolo
integrale per funzioni di una singola variabile si incontra anche nel
caso degli integrali doppi.
Sia S un insieme chiuso, limitato, connesso e misurabile e sia f una
funzione continua in S Siano m e M , rispettivamente, il minimo e il
massimo di f nell’insieme S : si riconoscono facilmente le diseguaglianze

(6) mA(S) ≤
∫∫
S

f(x, y)dxdy ≤M A(S).

ovvero
1

A(S)

∫∫
S

f(x, y)dxdy ∈ [m,M ]

Stante l’ipotesi che S sia connesso esisterá quindi almeno, Teorema dei
Valori Intermedi, pag. 75, un punto (ξ, η) ∈ S in cui riesca

1

A(S)

∫∫
S

f(x, y)dxdy = f(ξ, η)

ovvero ∫∫
S

f(x, y)dxdy = f(ξ, η)A(S)
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6. Una generalizzazione naturale. . .

I conti fatti in questo capitolo, fino a questo punto, hanno considerato
somme integrali, inferiori, superiori o generalizzate, sempre riferite ad
uno stile di decomposizione del piano R2 abbastanza particolare:

• quadrettatura di lato 1,
• quadrettatura di lato 1/2 ottenuta per dimezzamento della

precedente,
• quadrettatura di lato 1/4 ancora da dimezzamento,
• ecc.

É stata questa scelta di decomposizioni a permetterci di riconoscere il
carattere monotono delle somme integrali inferiori e superiori, carattere
che, unito alla limitatezza, ha offerto su un piatto d’argento l’esistenza
dei due limiti F−(f), F+(f).

Si puó lavorare, cioé costruire somme integrali inferiori e superiori, an-
che riferendosi a stili di decomposizione del piano diversi e piú generali:
per esempio quadrettando prima con quadretti di lato 1, poi di lato 1/2,
poi di lato 1/3, ecc. come pure decomponendo in opportuni rettangoli.

Si puó perdere, con tali generalizzazioni, la monotonia delle F−
n (f)

e delle F+
n (f): sopravvive tuttavia la stabilizzazione di tali somme al

tendere a zero della (massima) diagonale dei tasselli in cui si decompone
R2.
Il risultato generale é riassunto nel seguente

Teorema 6.1. Sia S ⊆ R2 limitato, sia f definita in S e limitata, sia
δ := {Rhk} una decomposizione di R2 in rettangoli (non necessaria-
mente uguali fra loro).
Detti

mhk = inf
(x,y)∈Rhk∩S

f, Mhk = sup
(x,y)∈Rhk∩S

f

le somme

F−
δ (f) =

∑
hk

mh,kA(Rhk), F+
δ (f) =

∑
hk

Mh,kA(Rhk)

riferite ai soli rettangoli che intersecano S dipendono dalla decom-
posizione scelta ma ammettono limite al tendere a zero della massi-
ma diagonale dei rettangoli che compongono la decomposizione e che
intersecano S, limite che non dipende dalla decomposizione scelta.

In altri termini, qualunque sia la decomposizione δ le somme integrali
F−
δ (f) e F+

δ (f) hanno, al tendere a zero della max(δ), massima diago-
nale dei rettangolini della decomposizione che intersecano S, gli stessi
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limiti delle somme integrali F−
n (f), F+

n (f) precedentemente considerate
in (2)

limmax(δ) → 0 F
−
δ (f) = limn→∞ F−

n (f) = F−(f)

limmax(δ) → 0 F
+
δ (f) = limn→∞ F+

n (f) = F+(f)

6.1. Cosa implica l’integrabilitá. . .

La funzione f(x, y) = sin(x + y), continua, anzi lipschitziana in tutto
R2 é integrabile nel quadrato Q : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1.
Eseguiamo ora un esperimento numerico, apparentemente molto aleato-
rio: consideriamo le somme

1

n2

n∑
h=1

n∑
k=1

sin

(
h+ k + ϑh k

n

)
essendo i ϑh k numeri presi a caso (RANDOM) in [0, 1] e chiediamoci
cosa pensare di tale somma.

Una risposta prudente potrebbe essere

l’arbitrarietá degli addendi ϑh k rende di fatto arbitraria la somma. . .

una risposta piú colta e precisa é invece:

le somme proposte sono somme integrali della funzione sin(x+ y), in-
tegrabile in Q relative alle decomposizioni δn di R2 in quadratini di lato
1/n, somme che indichiamo con σn(f) pertanto riesce,

F−
δn

(f) ≤ χn(f) ≤ F+
δn

(f)

e tenuto conto che al crescere di n riesce, cfr. Teorema 6.1,

lim
max(δ) → 0

F−
δ (f) = lim

max(δ) → 0
F+
δ (f) =

∫∫
Q

sin(x+ y)dxdy

riesce di conseguenza

lim
n→∞

σn(f) =

∫∫
Q

sin(x+ y)dxdy

quindi, anche se non conosco (per ora) il valore di tale integrale ovvero
del limite delle σn(f), posso escludere che le perturbazioni date alla
somma dai termini aleatori ϑh k in essa inseriti rendano arbitraria la
somma stessa.
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7. Integrali tripli

Il problema piú comune che conduce all’introduzione di integrazioni
triple, o estese a regioni di R3, é il calcolo della massa m di un solido
V.
Detti

• vol(V ) il volume, la misura, di tale solido,
• δo la densitá materiale posseduta

riesce, per definizione di densitá,

m = δo . vol(V )

Il problema si complica nel caso di solidi non omogenei, cioé quando la
densitá é variabile da punto a punto.
Si tratta di una situazione concreta, si pensi, ad esempio ad un serba-
toio V pieno di una miscela di materiali di pesi specifici diversi: dopo
un certo periodo di riposo i materiali piú pesanti saranno scesi sul fon-
do, i piú leggeri saliti in superficie.
In altre parole la densitá materiale δ = δ(z) nel serbatoio V varia con
la profonditá.
Non é del resto irragionevole pensare a densitá che dipendano anche
dalle altre due coordinate x e y.
La replica per il calcolo della massa della semplice espressione

m = δ(x, y, z) . vol(V )

non é piú adatta: quale dei tanti diversi valori δ(x, y, z) prendere ?
Il buon senso suggerisce naturalmente di

• decomporre il solido, il serbatoio V, in parti

V = V1 ∪ V2 ∪ V3 ∪ ... ∪ Vn
in ciascuna delle quali la densitá materiale sia approssimabile
con una costante,

• calcolare le masse

mi = δ(xi, yi, zi) . vol(Vi)

di ciascuna di tali parti, avendo assunto come approssimazione
della densitá il valore δ(xi, yi, zi) preso in (xi, yi, zi) ∈ Vi

• sommare le masse delle varie parti

m ≈
n∑
i=1

δ(xi, yi, zi) . vol(Vi)

per stimare la massa di V
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L’espressione

(7)
n∑
i=1

δ(xi, yi, zi) . vol(Vi)

é analoga a quelle, vedi pagina 187, introdotte parlando di

somme integrali generalizzate

per la definizione di integrali doppi di funzioni di due variabili.
Sotto questo punto di vista la massa m del solido V occupato da ma-
teriali di densitá δ(x, y, z) é il numero reale approssimato dalle somme
(7), cioé l’integrale triplo∫∫∫

V

δ(x, y, z) dx dy dz
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Formule di riduzione degli integrali

E’ di fondamentale importanza nel calcolo degli integrali doppi il fatto
che essi possano essere ricondotti a successive integrazioni semplici.

1. Integrali sopra rettangoli

Dapprima consideriamo il rettangolo R del piano x, y definito dalle
condizioni a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d e sia f una funzione continua in R.
Decomporre R in rettangolini significa

• decomporre [a, b] con i punti

a = x0 < x1 < x2 < ... < xn−1 < xn = b

• decomporre [c, d] con i punti

c = y0 < y1 < y2 < ... < ym−1 < ym = d

Le somme integrali generalizzate di
∫∫

R
f(x, y)dxdy sono pertanto

(8)

σ(f) =
∑

i,k f(xi, yk)A(Ri.k) =

=
∑

i,k f(xi, yk)(xi+1 − xi)(yk+1 − yk) =

=
∑

k(yk+1 − yk)
∑

i f(xi, yk)(xi+1 − xi)

Tenuto conto che, almeno se la decomposizione é abbastanza sottile
riesce ∑

i

f(xi, yk)(xi+1 − xi) ≈
∫ b

a

f(x, yk)dx

e quindi, indicata con

G(y) =

∫ b

a

f(x, y)dx

riesce ∑
i

f(xi, yk)(xi+1 − xi) ≈ G(yk)

sostituendo nella precedente (8) si ha

197
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σ(f) ≈
∑
k

(yk+1 − yk)G(yk) ≈
∫ d

c

G(y)dy

ovvero, complessivamente,

(9)

∫∫
R

f(x, y)dxdy ≈ σ(f) ≈
∫ d

c

dy

∫ b

a

f(x, y)dx

Rivediamo ordinatamente i passaggi proposti:

• Abbiamo dimostrato, vedi pagina 168, che la funzione

G(y) =

∫ b

a

f(x, y) dx

è continua in [c, d]
• Quindi è possibile calcolare∫ d

c

G(y) dy =

∫ d

c

{∫ b

a

f(x, y)dx

}
dy.

• Si può riconoscere il seguente teorema

Teorema 1.1 (Formule di riduzione). Sussistono le seguen-
ti formule di riduzione

(10)

∫∫
R

f(x, y) dxdy =

∫ b

a

{∫ d

c

f(x, y)dy

}
dx;

(11)

∫∫
R

f(x, y)dxdy =

∫ d

c

{∫ b

a

f(x, y)dx

}
dy.

• Le due formule significano che il calcolo di un integrale doppio
su un rettangolo si riduce al calcolo di due integrali semplici:

– l’integrale di f(x, y) come funzione della sola x

φ(y) =

∫ b

a

f(x, y)dx

– l’integrale della funzione φ(y) trovata sopra∫ d

c

φ(y)dy
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– ovvero l’integrale di f(x, y) come funzione della sola y

ψ(x) =

∫ d

c

f(x, y)dy

– l’integrale della funzione ψ(x) trovata sopra∫ b

a

ψ(x)dx.

.

Osservazione 1.2. Dalle (10) e (11) segue l’uguaglianza∫ b

a

{∫ d

c

f(x, y)dy

}
dx =

∫ d

c

{∫ b

a

f(x, y)dx

}
dy

ovvero nell’integrazione ripetuta di funzioni continue con estremi costan-
ti è possibile invertire l’ordine di integrazione.

Esempio 1.3. L’integrale di f(x, y) = x+ y sul rettangolo R = [0, 2]×
[0, 1] si calcola al modo seguente:∫∫

R

(x+ y)dxdy =

∫ 1

0

dy

∫ 2

0

(x+ y)dx

Il primo integrale semplice da calcolare é∫ 2

0

(x+ y)dx =
1

2
x2 + xy

∣∣∣∣x=2

x=0

=
1

2
22 + 2y = 2 + 2y

Il secondo integrale, quello in dy si calcola sul risultato del primo∫ 1

0

(2 + 2y) dy = 2 + 1 = 3

Abbiamo pertanto ∫∫
R

(x+ y)dxdy = 3

Si puó sperimentare l’invertibilitá del procedimento: si sarebbe potuto
prima calcolare l’integrale in dy∫ 1

0

(x+ y)dy = xy +
1

2
y2

∣∣∣∣y=1

y=0

= x+
1

2

e successivamente eseguire sul risultato ottenuto l’integrazione in dx∫ 2

0

(x+
1

2
)dx =

1

2
x2 +

1

2
x

∣∣∣∣x=2

x=0

=
1

2
22 + 1 = 3
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2. Integrali su domini normali

La riduzione dell’integrale doppio a due integrazioni semplici osservata
sui rettangoli funziona anche su insiemi più generali: cerchi, ellissi, ecc.

Definizione 2.1. Un insieme S ⊂ R2 è normale rispetto all’asse x se
é definito da

S = {(x, y) : x ∈ [a, b], α(x) ≤ y ≤ β(x)}
con α(x) e β(x) due funzioni α, β : [a, b] −→ R, continue per x ∈
[a, b]
Analogamente si parla di dominio normale rispetto ad y se S è rappre-
sentabile come

S = {(x, y) : y ∈ [c, d], γ(y) ≤ x ≤ δ(y)},
con γ e δ funzioni continue.

Teorema 2.2. Sia f una funzione continua definita su S, dominio
normale rispetto all’asse x . Allora

(12)

∫∫
S

f(x, y) dx dy =

∫ b

a

(∫ β(x)

α(x)

f(x, y) dy

)
dx.

Analoga formula si può dimostrare se il dominio è normale rispetto
all’asse y: ∫∫

S

f(x, y) dx dy =

∫ d

c

(∫ δ(y)

γ(y)

f(x, y) dx

)
dy.

Esempio 2.3. Applichiamo la formula (12) per calcolare l’area del cer-
chio di centro l’origine e raggio R: S = {(x, y) : x2 +y2 ≤ R2} che può
essere rappresentato come

S = {x ∈ [−R,R], −
√
R2 − x2 ≤ y ≤

√
R2 − x2}.

Quindi

A(S) =

∫∫
S

dx dy =

∫ R

−R

(∫ √
R2−x2

−
√
R2−x2

dy

)
dx

= 2

∫ R

−R

√
R2 − x2 dx = 4

∫ R

0

√
R2 − x2 dx = 4R2

∫ π/2

0

sin2 θ dθ = πR2.
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Esempio 2.4. In modo simile è possibile calcolare l’area della regione

E limitata, che ha per frontiera l’ellisse di equazione
x2

a2
+
y2

b2
= 1 con

a, b > 0. L’insieme è cos̀ı definito:

E =
{

(x, y) : x ∈ [−a, a],−b
√

1− x2/a2 ≤ y ≤ b
√

1− x2/a2
}
,

quindi

A(E) =

∫∫
E

dx dy =

∫ a

−a

(∫ b
√

1−x2/a2

−b
√

1−x2/a2

dy

)
dx = 2b

∫ a

−a

√
1− x2

a2
dx

= 4b

∫ a

0

√
1− x2

a2
dx = 4ab

∫ π/2

0

sin2 θ dθ = πab.

3. Riduzione integrali tripli

Il calcolo degli integrali tripli∫∫∫
V

f(x, y, z) dx dy dz

é operazione complessa, piú conmplessa di quella doppia.
Le tecniche di calcolo dipendono dalla semplicitá della forma di V :

• un parallelepipedo o dominio rettangolare

V : {a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d, p ≤ z ≤ q}

• un dominio normale

V : {(x, y) ∈ B, α(x, y) ≤ z ≤ β(x, y)}

essendo B a sua volta un rettangolo o un dominio normale del
piano x, y.

La seconda possibilitá é naturalmente triplice: quella indicata puó
essere denominata come

normale rispetto all’asse z

le due seguenti

V : {(x, z) ∈ B, α(x, z) ≤ y ≤ β(x, z)}

V : {(y, z) ∈ B, α(y, z) ≤ x ≤ β(y, z)}
come normale rispetto agli assi y o x.
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Nel caso che V sia un dominio rettangolare si hanno sei formule di
riduzione,∫∫∫

V
f(x, y, z) dx dy dz =

∫ b
a
dx
∫ d
c
dy
∫ q
p
f(x, y, z) dz∫∫∫

V
f(x, y, z) dx dy dz =

∫ d
c
dy
∫ b
a
dx
∫ q
p
f(x, y, z) dz∫∫∫

V
f(x, y, z) dx dy dz = ...............

............ = ..............

analoghe alle due degli integrali doppi, corrispondenti alle sei diverse
permutazioni dell’ordine in cui eseguire le tre integrazioni semplici.

Nel caso V sia un dominio normale rispetto all’asse z∫∫∫
V

f(x, y, z) dx dy dz =

∫∫
B

dx dy

∫ β(x,y)

α(x,y)

f(x, y, z) dz

Formule analoghe nel caso V sia normale rispetto agli altri due assi.

Esempio 3.1. Sia V il cubo

0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1, 0 ≤ z ≤ 1,

l’integrale triplo ∫∫∫
V

z dx dy dz

si decompone in∫ 1

0

dx

∫ 1

0

dy

∫ 1

0

z dz =

∫ 1

0

dx

∫ 1

0

1

2
dy =

∫ 1

0

1

2
dx =

1

2

Esempio 3.2. Sia

V : {x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0, x+ y + z ≤ 1

il tetraedro del primo ottante x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0, delimitato dal piano
x+ y + z = 1.
Si tratta di un dominio normale sia rispetto all’asse z che all’asse y
che all’asse x.
Rispetto all’asse z si ha infatti

V : {(x, y) ∈ B := {0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1− x}, 0 ≤ z ≤ 1− x− y}
La formula di riduzione é pertanto∫∫∫

V

f(x, y, z) dx dy dz =

∫∫
B

dx dy

∫ 1−x−y

0

f(x, y, z) dz =

=

∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

dy

∫ 1−x−y

0

f(x, y, z) dz
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Trasformazioni e cambiamenti di coordinate

Una delle proprietà da pretendere all’algoritmo che calcola l’area di
un insieme E è che il risultato non cambi se si trasla oppure si ruota
l’insieme stesso.
Il fatto che tale proprietà sia posseduta dall’algoritmo

area interna - area esterna

di Peano-Jordan è meno ovvio.

1. Il caso unidimensionale

1.1. Lunghezza di immagini di intervalli. Consideriamo il ca-
so unidimensionale: la misura (la lunghezza) di intervalli I ⊆ R1

Sia

φ : (c, d) → R
una funzione

• di classe C1 in (c, d)
• invertibile
• con inversa di classe C1,

L’immagine di ogni intervallo [a, b] ⊂ (c, d) [a, b] è un intervallo an-
ch’esso 1.
Se φ é non decrescente, si ha

φ([a, b]) = [φ(a), φ(b)] .

In particolare la lunghezza dell’insieme immagine è

φ(b)− φ(a) =

∫ b

a

φ′(t) dt

Se invece la funzione é non crescente, l’immagine é l’intervallo [φ(b), φ(a)]
e la sua lunghezza

φ(a)− φ(b) =

∫ b

a

−φ′(t) dt.

1Teoremi di Weierstrass e Teorema d’esistenza degli zeri.

203
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In generale, tenuto conto che φ essendo invertibile è monotona, si ha

(1) lunghezza{φ([a, b])} = |φ(b)−φ(a)| =

∫ b

a

|φ′(xt)|dx =

∫
φ([a,b])

dx.

Esempio 1.1. La lunghezza dell’immagine di [1, 2] mediante la funzione
φ(x) = x2

La funzione è monotona crescente per x ≥ 0, quindi dalla formula (1)
si ha

φ([1, 2]) = [φ(1), φ(2)], lunghezza{φ([1, 2])} =

∫ 2

1

2xdx = 3

L’ipotesi di monotonia é stata sfruttata in maniera cruciale: la formula
(1) non vale se si sceglie l’intervallo [−1, 1]. Infatti, in questo caso
φ([−1, 1]) = [0, 1] pertanto

lunghezza{φ[−1, 1]} = 1 ,

∫ 1

−1

|φ′(t)|dt =

∫ 1

−1

2|t|dt = 2 .

Il problema è sorto dall’aver “contato due volte” la lunghezza dell’im-
magine nella formula con l’integrale: il motivo della discrepanza risiede
nel fatto che la funzione φ(x) = x2 non è iniettiva in [−1, 1]. Ogni
punto dell’immagine viene raggiunto esattamente da due punti diversi
provenienti dal dominio (con la sola eccezione dello zero).

Osservazione 1.2. Dal teorema della media

lunghezza{φ([a, b])} =

∫ b

a

|φ′(x)|dx = (b− a)|φ′(ξ)|

segue al tendere di a e di b a uno stesso punto x0

lim
a,b→x0

1

b− a

∫ b

a

|φ′(x)|dx = |φ′(x0)|

espressione che attribuisce al modulo della derivata |φ′(x0)| nel punto il
significato di fattore di dilatazione (o contrazione) della trasformazione
φ nel punto x0.

1.2. L’integrazione per sostituzione. La formula (1) é adatta
a calcolare integrali di funzioni definite sull’immagine di [a, b].
La funzione φ, che per semplicitá supponiamo crescente, trasformi
l’intervallo [a, b] nell’intervallo [φ(a), φ(b)]

[a, b]
φ
⇒ [φ(a), φ(b)]

Alla decomposizione

[a, b] → [a = x0 < x1 < ... < xn < xn+1 = b]
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viene a corrispondere la decomposizione

→ [φ(a) = φ(x0) < φ(x1) < ... < φ(xn) < φ(xn+1) = φ(b)]

L’integrazione su [φ(a), φ(b)]∫ φ(b)

φ(a)

f(y)dy ∼=
n∑
j=1

f [φ(xj)][φ(xj+1)− φ(xj)]

tenuto conto dell’espressione (1) si presenta come

∼=
n∑
j=1

f [φ(xj)]

∫ xj+1

xj

φ′(t)dt

da cui, approssimato l’integrale
∫ xj+1

xj
φ′(t)dt con φ′(xj)(xj+1− xj)

si ha∫ φ(b)

φ(a)

f(y)dy ∼=
n∑
j=1

f [φ(xj)]φ
′(xj)(xj+1 − xj) ∼=

∫ b

a

f [φ(t)]φ′(t)dt

La formula

(2)

∫ φ(b)

φ(a)

f(y)dy =

∫ b

a

f [φ(t)]φ′(t)dt

detta

regola di integrazione per sostituzione2

é pertanto una conseguenza diretta della formula di calcolo delle lunghezze
di un intervallo e del suo trasformato mediante una funzione monotona
φ.

2. Trasformazioni affini del piano

2.1. Le trasformazioni affini.

Φ : R2 → R2

Φ(u, v) =

(
x
y

)
=

(
a11 a12

a21 a22

)
.

(
u
v

)
+

(
h
k

)
2Regola considerata nel precedente corso di Derivate e Integrali
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dove

A =

(
a11 a12

a21 a22

)
.

Le trasformazioni affini si dicono lineari se il vettore ξ = (h, k) è nullo.
(Le trasformazioni lineari devono mandare l’origine nell’origine !).

Le traslazioni non cambiano ovviamente le aree: chiediamoci invece
come cambia l’area del quadratino [−1, 1] × [1,−1] dopo una trasfor-
mazione affine e in quale figura, quale parallelogramma, esso venga
trasformato.

• Primo caso: affinitá determinata da una matrice diagonale(
1 0
0 2

)

Figura 1. A Matrice diagonale

La trasformazione determinata dalla matrice

A =

(
1 0
0 −2

)
produce una trasformazione analoga a quella di Figura 1, con
la variante che la base inferiore del quadrato viene trasformata
nella base superiore del rettangolo e viceversa la base superiore
del quadrato in quella inferiore del rettangolo.
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• Secondo caso: affinitá determinata da una matrice non diago-
nale (

1 −2
0 2

)

Figura 2. Matrice triangolare

• Terzo caso: affinitá determinata da una matrice qualsiasi(
1 −2
−1 2/3

)

Figura 3. Matrice qualsiasi

I risultati intuibili dalle tre Figure sono i seguenti:

• primo caso: una matrice diagonale trasforma il quadratino in
un rettangolo,
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• secondo caso: una matrice triangolare trasforma il quadratino
in un parallelogramma che ha tuttavia ancora un lato parallelo
agli assi,

• terzo caso: una matrice qualsiasi trasforma il quadratino in un
parallelogramma generico,

• in tutti i casi la frontiera viene trasformata nella frontiera

Φ : ∂A→ ∂(Φ(A))

Altrettanto prevedibili i risultati per le aree:
il parallelogramma ΦA(Q) cui si perviene tramite l’affinitá determinata
dalla matrice A ha un’area proporzionale a quella del quadratino Q
come riconosciuto dal seguente

Teorema 2.1. Sia Q un triangolo e sia ΦA(Q) la sua immagine tramite
la trasformazione affine(

u
v

)
= A

(
x
y

)
+ ξ

di matrice A : riesce

Area (ΦA(Q)) = |det(A)| .Area(Q)

Dimostrazione. Supponiamo, per semplicitá che ξ = 0 e Q sia il
triangolo di vertici (0, 0), (1, 0), (0, 1).
Detta

A =

(
a b
c d

)
la matrice che determina la trasformazione, l’immagine ΦA(Q) é il
triangolo di vertici

(0, 0), (a, c), (b, d)

la cui Area(ΦA(Q)) é espressa, com’é noto, dal determinante∣∣∣∣∣∣12 det

 0 0 1
a c 1
b d 1

∣∣∣∣∣∣ =
1

2

∣∣∣∣det

(
a c
b d

)∣∣∣∣ = |det(A)| Area(Q)

�

Osservazione 2.2. Una fondamentale conseguenza della precedente
formula (2.1) è che se la trasformazione determinata dalla matrice
A conserva le aree, allora | detA| = 1 e la trasformazione inversa
conserva anche lei l’area.

Esempio 2.3. Dire se la formula (2.1) vale quando detA = 0.

Dal precedente Teorema 2.1 discende il seguente risultato generale
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Teorema 2.4. Sia E un insieme limitato e misurabile del piano e sia
Φ(x) = Ax + ξ. Allora l’immagine Φ(E) è un insieme misurabile del
piano e si ha

Area(ΦA[E]) = | detA|Area(E) .

Definizione 2.5 (La matrice jacobiana). La matrice A che determina
la trasformazione affine ΦA si dice anche

matrice jacobiana di Φ

In generale anche per trasformazioni non affini

Φ : R2 → R2 : Φ(u, v) =

(
α(u, v)
β(u, v)

)
si chiama matrice jacobiana la matrice

DΦ(u, v) =

(
αu(u, v) αv(u, v)
βu(u, v) βv(u, v)

)
Il simbolo adottato, DΦ(u, v), si aggiunge a quello piú tradizionale
J(u, v) per sottolineare una significativa somiglianza della matrice ja-
cobiana con l’ordinaria derivata delle funzioni φ : R1 → R1.

Osservazione 2.6. Nel caso delle trasformazioni affini ΦA é una trasfor-
mazione biunivoca, regolare con inversa altrettanto regolare se e solo se
det(A) 6= 0

3. Cambiamenti di coordinate affini

La formula per le aree espressa dal precedente Teorema 2.4 si esten-
de, come ricordato nel caso unidimensionale, alla seguente formula,
analoga, per gli integrali doppi.
Sia

A =

(
a b
c d

)
, (x, y) = ΦA(u, v) = {au+ bv, cu+ dv}

con det(A) 6= 0, riesce

(3)

∫∫
ΦA(Q)

f(x, y) dx dy =

∫∫
Q

f [Φ(u, v)] |detDΦ(u, v)| du dv

Questa formula, fondamentale, puó essere memorizzata tenendo pre-
senti le osservazioni seguenti:

• si sostituisce alla funzione integranda f(x, y) la funzione com-
posta

F (u, v) = f [au+ bv, cu+ dv]

ottenuta sostituendo ad x e ad y le espressioni au+bv e cu+dv
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• si sostituisce al blocco dx dy il nuovo blocco

|ad− bc| du dv
costruito con il valore assoluto del determinante della matrice
della trasformazione affine scelta,

• Si calcola l’integrale∫∫
Q

F (u, v)|ad− bc| du dv

Esempio 3.1. Supponiamo che P sia un parallelepipedo a base quadrata
` = 4 e altezza h = 10 e supponiamo di volerne calcolare il volume come
frutto di un’integrazione doppia:

• un primo sperimentatore pone P in un riferimento carte-
siano (u, v, z), con la base sul piano z = 0, il centro nell’origine
e i lati paralleli agli assi: per lui P diventa l’insieme E ⊆ R3

definito da

−2 ≤ u ≤ 2, −2 ≤ v ≤ 2, 0 ≤ z ≤ 10

Il volume coincide quindi con l’integrale doppio∫∫
Q

10 du dv, Q : {−2 ≤ u ≤ 2, −2 ≤ v ≤ 2}

• un secondo sperimentatore colloca il parallelepipedo in un
riferimento (x, y, z) diversamente: ancora la base sul piano
z = 0 con il centro nell’origine , ma, invece di porre i lati
lungo gli assi, pone le diagonali sugli assi: per lui quindi P
diventa l’insieme F ⊆ R3 definito da

−2
√

2 ≤ x ≤ 2
√

2, −2
√

2(1− |x|) ≤ y ≤ 2
√

2(1− |x|), 0 ≤ z ≤ 10

Il volume coincide quindi, per il secondo sperimentatore, con
l’integrale doppio∫∫

R

10 dx dy, R : {−2
√

2 ≤ x ≤ 2
√

2, −2
√

2(1−|x|) ≤ y ≤ 2
√

2(1−|x|)}

É evidente che ci aspettiamo lo stesso volume: osserviamo che i due
quadrati Q ed R sono uno il trasformato dell’altro mediante la trasfor-
mazione affine ΦA determinata da A

A =


1√
2

− 1√
2

1√
2

1√
2

 R = ΦA(Q)
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La formula del cambiamento delle coordinate negli integrali doppi∫∫
ΦA(Q)

10 dxdy =

∫∫
Q

10 | det(A)| du dv

tenuto conto che det(A) = 1, conferma infatti che l’uguaglianza dei due
integrali e quindi dei due volumi.

Esempio 3.2. Si debba calcolare l’integrale doppio∫∫
D

(x+ y) dx dy

essendo D il parallelogramma di vertici

(0, 0), (2, 0), (3, 3), (1, 3)

nel quale é possibile riconoscere, vedi Figura 4, l’immagine del quadrato
Q di vertici opposti (0, 0), (1, 1) tramite la trasformazione affine

Figura 4. Il parallelogramma D e il quadrato Q

(
x
y

)
=

(
2 1
0 3

) (
u
v

)
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Riesce pertanto∫∫
D

(x+ y) dx dy =

∫∫
Q

[(2u+ v) + (3v)] det

(
2 1
0 3

)
dudv =

= 6

∫ 1

0

du

∫ 1

0

(2u+ 4v) dv = 18

Osservazione 3.3. Cosa si sarebbe potuto dire del valore del prece-
dente integrale doppio pensando di servirsi del Teorema della Media ?∫∫

D

(x+ y) dx dy = (ξ + η)Area(D) = 6(ξ + η)

e quale punto piú candidabile del centro (1.5, 1.5) del parallelogramma
D dal momento che la funzione integranda é lineare ?
Infatti ∫∫

D

(x+ y) dx dy = 18 = 6(1.5 + 1.5)

Esempio 3.4. Utilitá di un cambio di coordinate affini.
Si debba calcolare il seguente integrale∫∫

D

x+ y

1 + (x− y)2
dxdy, D = {(x, y) : 0 ≤ x+y ≤ 1, 0 ≤ x−y ≤ 1}

Figura 5. Il dominio D

L’integrale richiesto rappresenta il volume del solido
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Figura 6. Il volume del solido: dal piano grigio,
z = 0 alla cupola grafico in rosso, il tutto disegnato in
corrispondenza ai punti (x, y) ∈ D.

Consideriamo la trasformazione affine

Φ(x, y) =

{
u = x+ y
v = x− y

, Φ(D) = [0, 1]× [0, 1] ⊆ R2
u,v

e la sua inversa Ψ(u, v)

Ψ(u, v) =

{
x = 1

2
(u+ v)

y = 1
2
(u− v)

Ψ([0, 1]× [0, 1]) = D

con

A =

(
1 1
1 −1

)
, A−1 =

(
1
2

1
2

1
2
−1

2

)
Riesce inoltre

detDΨ(u, v) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1

2

1

2

1

2
−1

2

∣∣∣∣∣∣∣∣ = − 1

2

La formula del cambiamento di coordinate é la seguente∫∫
D

x+ y

1 + (x− y)2
dxdy =

∫∫
[0,1]×[0,1]

u

1 + v2
|DΨ(u, v)| dudv =

=
1

2

∫∫
[0,1]×[0,1]

u

1 + v2
dudv =

1

2

∫ 1

0

1

1 + v2
dv

∫ 1

0

udu =
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=
1

4

∫ 1

0

1

1 + v2
dv =

π

16

Figura 7. Il grafico della 1
2

u
1+v2

, u ∈ [0, 1], v ∈ [0, 1] e
il piano z = 0 in grigio.

4. Un caso di trasformazione non affine

Consideriamo un caso in cui la formula di cambiamento delle coordinate
si riconosce facilmente sui rettangoli.
Supponiamo che Φ : R2 → R2 sia della forma seguente

Φ(x1, x2) = (φ(x1), ψ(x2)) .

In altre parole

• nella direzione x1 la deformazione dipende soltanto dalla prima
coordinata

• e similmente nella seconda direzione:

Non si incontrano deformazioni, le linee orizzontali vanno in linee oriz-
zontali, quelle verticali in verticali.
I rettangoli (con i lati paralleli agli assi) vengono trasformati in rettan-
goli (con i lati paralleli agli assi).

La matrice diagonale

(4)

(
φ′(x) 0

0 ψ′(y)

)
prende, come nel caso affine, il nome di matrice Jacobiana DΦ(x, y)
della trasformazione Φ
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Figura 8. La trasformazione Φ : (x, y) → (x3, ey) nel
rettangolo [0, 1]× [0, 0.5]

Valutiamo l’area del trasformato del rettangolo R = [0, a] × [0, b] nel
caso, vedi Figura 8, ad esempio di

φ(u) = u3, ψ(v) = ev

Sappiamo dal caso unidimensionale che, se φ e ψ sono entrambe ini-
ettive e regolari i segmenti orizzontali verranno mandati in segmenti
orizzontali di lunghezza rispettivamente∫ a

0

|φ′(u)|du =

∫ a

0

2u2du = a3 ,

∫ b

0

|ψ′(v)|dv =

∫ b

0

evdv = eb − 1

per cui l’immagine è un rettangolo di area

Area(Φ(R)) =

(∫ a

0

|φ′(u)|du
)(∫ b

0

|ψ′(v)|dv
)

= a3(eb − 1).

Usando le formule di riduzione otteniamo

Area(Φ(R)) =

∫ a

0

∫ b

0

|φ′(u)||ψ′(v)|dudv =

∫∫
R

|φ′(u)ψ′(v)|dudv .
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Osservato che |φ′(u)ψ′(v)| é il modulo del determinante della matrice
jacobiana (4) otteniamo, anche in questo caso,

(5) Area(Φ(R)) =

∫∫
R

| detDΦ(u, v)|dudv .

5. Cambi di coordinate generali

La formula precedente (5) si chiama formula dell’area ed è valida in
casi molto generali come si riconosce nel seguente

Teorema 5.1. Sia A un sottoinsieme aperto del piano e sia C un
insieme chiuso, limitato e misurabile contenuto in A.
Sia Φ = (φ, ψ) : A ⊆ R2 → R2

Φ(u, v) = (x, y)

{
x = φ(u, v)
y = ψ(u, v)

una trasformazione di classe C1 che abbia inversa di classe C1.
Valgono i seguenti due risultati:

(6) Area(Φ(C)) =

∫
Φ(C)

dx dy =

∫
C

| detDΦ(u, v)|du dv .

per ogni funzione continua F su A riesce

(7)

∫
Φ(C)

F (x, y) dx dy =

∫
C

F (Φ(u, v))| detDΦ(u, v)| du dv .

avendo indicato con detDΦ(u, v) il determinante della matrice jaco-
biana 

∂φ
∂u

∂φ
∂v

∂ψ
∂u

∂ψ
∂v


Osservazione 5.2. Il precedente risultato, pur essendo molto elegante,
ha una notevole limitazione d’uso: non è facile riconoscere se una fun-
zione Φ sia o meno invertibile con inversa regolare. In dimensione
uno, un criterio molto semplice per l’invertibilità è la monotonia che,
per funzioni C1 è assicurata dal fatto che il segno della derivata non
cambi. In dimensione due un criterio altrettanto agile non esiste.
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Figura 9. Cambiamento di coordinate

6. Un cenno di dimostrazione

Consideriamo il cambiamento di coordinate,{
x = ϕ(u, v) = u2 − v2

y = ψ(u, v) = 2u v

vedi Figura 9: a sinistra il piano (u, v) a destra il piano (x, y).
Alle linee u = costante e v = costante, le rette parallele agli assi del
piano (u, v), corrispondono due famiglie di parabole del piano (x, y), di
asse l’asse delle x, la famiglia delle parabole con la concavitá positiva
e quella con la concavitá negativa.
Il quadratino colorato E del piano (u, v) : 0.5 ≤ u ≤ 0.75, 0 ≤ v ≤ 0.25
si trasforma in una regione T (E), delimitata da due parabole della
prima famiglia e due della seconda, regione vagamente simile ad un
parallelogramma nel piano (x, y).
Indicato con (u0, v0) uno dei vertici del quadratino E e con h e k i passi
con cui é stato quadrettato il piano (u, v) l’area di T (E) si calcola,
assimilandolo ad un parallelogramma, con il determinante∣∣∣∣∣∣det

 ϕ(u0, v0) ψ(u0, v0) 1
ϕ(u0 + h, v0) ψ(u0 + h, v0) 1
ϕ(u0, v0 + k) ψ(u0, v0 + k) 1

∣∣∣∣∣∣
Ovvie manipolazioni della matrice trasformano

det

 ϕ(u0, v0) ψ(u0, v0) 1
ϕ(u0 + h, v0)− ϕ(u0, v0) ψ(u0 + h, v0)− ψ(u0, v0) 0
ϕ(u0, v0 + k)− ϕ(u0, v0) ψ(u0, v0 + k)− ψ(u0, v0) 0

 =

= det

(
ϕ(u0 + h, v0)− ϕ(u0, v0) ψ(u0 + h, v0)− ψ(u0, v0)
ϕ(u0, v0 + k)− ϕ(u0, v0) ψ(u0, v0 + k)− ψ(u0, v0)

)
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da cui servendosi del teorema di Lagrange su ciascuna delle quattro
differenze che compongono l’ultima matrice si ha

' det

(
ϕu(u0, v0) ψu(u0, v0)
ϕv(u0, v0) ψv(u0, v0)

)
h k.

Formula che corrisponde, tenuto conto che h k = Area(E) all’approssi-
mazione

Area(T (E)) '
∣∣∣∣det

(
ϕu(u0, v0) ψu(u0, v0)
ϕv(u0, v0) ψv(u0, v0)

)∣∣∣∣Area(E)

Indicato con J(u0, v0) il precedente determinante si ha la formula di
approssimazione delle aree

(8) Area(T (E)) ' |J(u0, v0)|Area(E)

6.1. La stima dell’errore. La regione T (E) non coincide con
il parallelogramma PE con un vertice in (ϕ(u0, v0), ψ(u0, v0)) e lati i
vettori {ϕu(u0, v0)h, ψu(u0, v0)k} e {ϕv(u0, v0)h, ψv(u0, v0)k}
Tuttavia

• i punti di T (E) distano da quelli di PE per non piú di ε
√

(h2 + k2)
• e viceversa i punti di PE distano da quelli di T (E) per non piú

di ε
√

(h2 + k2)

con ε infinitesimo con h2 + k2 come si riconosce approssimando ϕ(u, v)
e ψ(u, v) con la formula di Taylor di ordine 1 intorno al punto (u0, v0).
Ne segue pertanto che la differenza delle aree dei due insiemi T (E) e
PE non puó superare

2ε
√
h2 + k2 h k

7. La trasformazione degli integrali doppi

Supponiamo di dover calcolare l’integrale doppio∫∫
T (Ω)

f(x, y) dx dy

e serviamoci delle somme integrali generalizzate relative ad una decom-
posizione di T (Ω) dedotta da una decomposizione

Ω = E1 ∪ E2 ∪ E3 ∪ · · · ∪ En

n∑
i=1

f(xi, yi)Area[T (Ei)] =
n∑
i=1

f(ϕ(ui, vi), ψ(ui, vi))Area[T (Ei)]
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Tenuto conto dell’approssimazione (8) si ha quindi∫∫
T (Ω)

f(x, y) dx dy '
n∑
i=1

f(ϕ(ui, vi), ψ(ui, vi)) |J(ui, vi)|Area(Ei)

Tenuto presente del resto che l’ultima sommatoria approssima l’inte-
grale doppio ∫∫

Ω

f(ϕ(u, v), ψ(u, v)) |J(u, v)| du dv

si conclude che∫∫
T (Ω)

f(x, y) dx dy =

∫∫
Ω

f(ϕ(u, v), ψ(u, v)) |J(u, v)| du dv

8. Le coordinate polari

Siano 0 ≤ r < R e 0 ≤ α < β ≤ 2π, sia Q il rettangolo

Q = [r, R]× [α, β]

e si indichi con (ρ, θ) i punti di Q.
Si consideri la funzione

Φ : R2 → R2 : Φ(ρ, θ) =

{
x = ρ cos θ
y = ρ sin θ

.

L’immagine di Q tramite Φ risulta essere l’intersezione della corona
circolare di raggio interno r e raggio esterno R con l’angolo di apertura
α − β : se α = 0 e β = 2π, l’immagine di Q è la corona anzidetta, se
inoltre r = 0, l’immagine è il disco di centro l’origine e raggio R.

Calcoliamo l’area dell’immagine Φ(Q) usando la formula (5) :

Area(Φ(Q)) =

∫
Φ(Q)

dxdy =

∫
Q

| detDΦ(ρ, θ)|dρdθ =∫ β

α

∫ R

r

| detDΦ(ρ, θ)|dρdθ .

La matrice jacobiana e il suo determinante sono, nel caso delle coordi-
nate polari,

DΦ(ρ, θ) =

(
cos θ −ρ sin θ
sin θ ρ cos θ

)
, detDΦ(ρ, θ) = ρ

quindi

Area(Φ(Q)) =

∫ β

α

∫ R

r

ρdρdθ =
R2 − r2

2
(β − α) .



220 16. TRASFORMAZIONI E CAMBIAMENTI DI COORDINATE

Si ritrova, per r → 0 l’area del cerchio

(9) lim
r→0+

lim
α→0+

lim
β→2π−

R2 − r2

2
(β − α) =

2πR2

2
= πR2 .

Osservazione 8.1. I risultati ottenuti sono corretti anche se per giu-
stificare la (9) non basta la nostra formula dell’area perché la funzione
Φ non soddisfa le ipotesi del teorema per ρ = 0: si perde l’invertibilitá.
Infatti il segmento verticale {0} × [0, 2π] ha come immagine un solo
punto, l’origine.
In altre parole la funzione Φ non è iniettiva.
Il problema può essere rimosso, contentiamoci di averlo segnalato.

8.1. Integrazione in coordinate polari. Servendosi di una gen-
eralizzazione della (7) si ottiene la seguente:

Proposizione 8.2. Sia F una funzione continua sul disco chiuso di
raggio R > 0 centrato in (0, 0). Allora

(10)

∫
B(0,R)

F (x, y)dxdy =

∫ 2π

0

dθ

[∫ R

0

F (ρ cos θ, ρ sin θ)ρdρ

]
.

Esempio 8.3. Calcolare l’integrale doppio seguente:

∫∫
D

√
1 + x2 + y2 dx dy, D : x2 + y2 ≤ 1

• si sostituisce ad x e ad y rispettivamente ρ cos(θ) e ρ sin(θ)
• si sostituisce al blocco dx dy il blocco ρ dρ dθ
• si estende l’integrale doppio in ρ e θ alla regione Q tale che

(ρ, θ) ∈ Q⇔ (x, y) ∈ D

∫∫
D

√
1 + x2 + y2 dx dy =

∫ 2π

0

dθ

∫ 1

0

√
1 + ρ2 ρ dρ

= 2 π
1

2

∫ 1

0

√
1 + ρ2 2 ρ dρ = 2π

1

3
(2
√

2− 1)
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Figura 10. L’integrale
∫∫

D

√
1 + x2 + y2 dx dy rapp-

resenta il volume tra il piano z = 0 in grigio e il grafico
di
√

1 + x2 + y2, x2 + y2 ≤ 1 in rosso.

9. Cambiamenti di coordinate in integrali tripli

L’algoritmo di sostituzione delle coordinate negli integrali doppi si estende
in modo del tutto analogo al caso di integrali tripli.
Siano  x = ϕ(u, v, w),

y = ψ(u, v, w),
z = χ(u, v, w)

gli elementi della trasformazione Φ che si intende adottare, funzioni regolari
e invertibili, l’integrale ∫∫∫

D
f(x, y, z) dx dy dz

si trasforma al modo seguente
• si sostituiscono nella funzione integranda f le x, y e z con le

corrispondenti ϕ(u, v, w),ψ(u, v, w) e χ(u, v, w)
• si sostituisce il blocco dx dy dz con

det |DΦ(u, v, w)| du dv dw
essendo

detDΦ(u, v, w) =

∣∣∣∣∣∣
ϕu ϕv ϕw
ψu ψv ψw
χu χv χw

∣∣∣∣∣∣
• Si calcola l’integrale∫∫∫
Q
f [ϕ(u, v, w), ψ(u, v, w), χ(u, v, w)] |detDΦ(u, v, w)| du dv dw
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essendo Q tale che

(u, v, w) ∈ Q⇔ (x, y, z) ∈ D

Tenere sempre presente che lo scopo del cambiamento di coordinate é quello
di approdare con esso ad un integrale che presenti minori difficoltá di quello
originale.

9.1. Coordinate sferiche. In questo caso la trasformazione Φ é defini-
ta come segue

Φ = Φ(ρ, φ, θ) =

 x = ρ cosφ sin θ
y = ρ sinφ sin θ
z = ρ cos θ,

ρ ≥ 0, θ ∈ [0, π], φ ∈ [0, 2π].

La matrice Jacobiana è la seguente:

DΦ(ρ, φ, θ) =

 cosφ sin θ −ρ sinφ sin θ ρ cosφ cos θ
sinφ sin θ ρ cosφ sin θ ρ sinφ cos θ

cos θ −ρ sin θ 0

 .

Il determinante della matrice Jacobiana è

ρ2 sin(θ).

9.2. La sfera. Applichiamo le coordinate sferiche per calcolare il vol-
ume della sfera B(0, R) di centro l’origine e raggio R

Volume(B(0, R)) =
∫∫∫
B(0,R)

dx dy dz =
∫∫∫
Q

ρ2 sin θ dρ dθ dφ,

dove Q = [0, R]× [0, π]× [0, 2π].

Volume(B(0, R)) =

R∫
0

ρ2 dρ

π∫
0

sin θ dθ

2π∫
0

dφ =
4
3
πR3.

9.3. L’ellissoide. Analogamente è possibile calcolare il volume dell’el-
lissoide

E :
x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
≤ 1.

Conviene modificare le precedenti coordinate sferiche per adattarle meglio
agli assi dell’ellissoide x = a ρ sinφ cos θ

y = b ρ sinφ sin θ
z = c ρ cosφ.

, ρ ∈ [0, 1], θ ∈ [0, 2π], φ ∈ [0, π]
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In questo caso il determinante jacobiano è abc ρ2 sin θ e quindi

Volume(E) = abc

1∫
0

ρ2 dρ

2π∫
0

sin θ dθ

π∫
0

dφ =
4
3
πabc.

Esempio 9.1. Calcolare l’integrale triplo

I =
∫∫∫

Σ
|xyz| dx dy dz Σ = {x2 + y2 + z2 ≤ 1}

dove Σ é la sfera piena, di centro l’origine e raggio 1.
Per simmetria si riconosce che

I = 8 .
∫∫∫

Σ+

x y z dx dy dz

essendo Σ+ la parte di Σ relativa all’ottante positivo. Eseguiamo il cambia-
mento di coordinate

I = 8
∫∫∫

Q
ρ3 cos(φ) sin(φ) cos(θ) sin2(θ)ρ2 sin(θ)dρ dφ dθ

essendo
Q : ρ ∈ [0, 1], θ ∈ [0, π/2], φ ∈ [0, π/2]

Ne segue

I = 8
∫ π/2

0
cos(θ) sin3(θ)dθ

∫ π/2

0
cos(φ) sin(φ)dφ

∫ 1

0
ρ5dρ =

1
6

9.4. Coordinate cilindriche. x = ρ cos θ
y = ρ sin θ
z = z.

ρ ≥ 0, θ ∈ [0, 2π], z ∈ R.

Si tratta di un misto di coordinate polari sul piano xy e della coordinata
cartesiana z.
Il determinante jacobiano, uguale a quello delle coordinate polari del piano,
é

detDF (r, θ, φ) = ρ.

Esempio 9.2. Un integrale triplo

J =
∫∫∫

D
|xyz| dx dy dz, D : x2 + y2 ≤ 1, z ∈ [0, 2]

dove D é il cilindro di base il cerchio di centro l’origine e raggio 1 e altezza
2.
Per simmetria si ha

J = 4
∫∫∫

D+

|xyz|dx dy dz

essendo D+ la parte di cilindro relativa al quadrante x ≥ 0, y ≥ 0.
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Servendosi delle coordinate cilindriche si ha

J =
∫∫∫

ρ2 cos(θ) sin(θ)zρdρdθ dz =
∫ 2

0
zdz

∫ π/2

0
cos(θ) sin(θ) dθ

∫ 1

0
ρ3dρ

J =
1
4

∫ 2

0
zdz

∫ π/2

0
cos(θ) sin(θ) dθ =

1
8

∫ 2

0
zdz =

1
4

10. I solidi di rotazione

Figura 11. Il solido di rotazione ottenuto dalla parabola

• Prima figura z = x2, z ∈ [0, 4], la parabola,
• Seconda figura x2 ≤ z, z ∈ [0, 4], il dominio del piano xz,
• Terza figura x2 +y2 ≤ z, z ∈ [0, 4], il solido S di rotazione.

Si noti che il solido di rotazione equivale a√
x2 + y2 ≤

√
z, z ∈ [0, 4]

Servendosi delle coordinate cilindriche si ha

Volume(S) =

∫∫∫
S

dxdydz =

∫∫∫
Q

ρ dρ dθ dz

essendo

Q : ρ ∈ [0,
√
z], θ ∈ [0, 2π], z ∈ [0, 4]
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Ne segue

Volume(S) =

∫ 2π

0

dθ

∫ 4

0

dz

∫ √
z

0

ρdρ = π

∫ 4

0

zdz = 8π

Il caso generale di un solido Σ di rotazione é

Σ = {0 ≤
√
x2 + y2 ≤ φ(z), z ∈ [a, b]},

dove φ : [a, b] → R è una funzione continua non negativa.
Il volume è

Volume(Σ) =

∫∫∫
Σ

dx dy dz.

In coordinate cilindriche

Volume(Σ) =

∫∫∫
Σ′

ρ dρ dθ dz Σ′ = {0 ≤ ρ ≤ φ(z), z ∈ [a, b], θ ∈ [0, 2π]}.

Dato che Σ′ si può scrivere come

Σ′ = {(θ, z) ∈ D, 0 ≤ ρ ≤ φ(z)} dove D = [0, 2π]× [a, b],

si tratta di un dominio normale rispetto a θ e z, perciò l’integrale si
può scrivere come

Volume(Σ) =

∫∫
D

φ(z)∫
0

ρ dρ dθ dz =
1

2

∫∫
D

φ2(z) dθ dz =
1

2

2π∫
0

dθ

b∫
a

φ2(z) dz.

Quindi la formula del volume del solido di rotazione è

Volume(Σ) = π

b∫
a

φ2(z) dz.





CAPITOLO 17

Integrali curvilinei

1. Lunghezza di una curva

Il concetto geometrico e naturale di lunghezza di una curva1 é collegato
ad alcuni fatti che ammettiamo tacitamente:

• una curva sia un oggetto geometrico, ben preciso, realizzabile,
ad esempio, con il filo di ferro,

• la lunghezza sia, per un segmento, la distanza tra i due estremi,
distanza naturalmente nella metrica ordinaria,

• nel caso delle curve vere e proprie, diverse dai segmenti, la
lunghezza si stimi per approssimazioni servendosi di poligo-
nali inscritte esattamente come tutti hanno visto fare per la
circonferenza. . .

Come si vede nelle precedenti ammissioni non si fa alcun riferimento
alle rappresentazioni parametriche, strumenti invece indispensabili per
fare del calcolo. . .

É chiaro quindi che ogni algoritmo destinato a misurare la lunghezza
di una curva dovrá fornire valori che non cambino qualora ci si serva
di altre rappresentazioni della stessa curva.

1.1. Rappresentazioni iniettive.
Sia C la curva regolare rappresentata parametricamente da

Φ : R→ R3 : Φ(t) = {x(t), y(t), z(t)} , t ∈ I ⊆ R

• I = [a, b]
• x(t), y(t), z(t) di classe C1 in I
• x′2(t) + y′2(t) + z′2(t) > 0

Supponiamo inoltre che la rappresentazione fornita sia iniettiva, cioé
valori t1, t2 ∈ I , diversi dagli estremi, producano punti

Φ(t1) 6= Φ(t2).

1Vedi Capitolo Le Curve pagina 61

227



228 17. INTEGRALI CURVILINEI

Esempio 1.1. La rappresentazione della circonferenza di centro l’orig-
ine e raggio 1 data da

x(t) = cos(t), y(t) = sin(t), t ∈ [0, 2π]

é iniettiva.
La rappresentazione invece

x(t) = cos(t), y(t) = sin(t), t ∈ [0, 4π]

non é iniettiva.
In altri termini la prima rappresentazione produce una corrisponden-
za biunivoca tra la circonferenza e uno degli intervalli semiaperti ( o
semichiusi) [0, 2π) oppure (0, 2π].
La seconda rappresentazione. . . descrive due volte la circonferenza stes-
sa !

1.2. Poligonali inscritte. Cos’é una poligonale inscritta in una
curva ? Guardate le due poligonali in figura relative ad una semicir-
conferenza

Figura 1. La prima é una poligonale inscritta, la se-
conda é soltanto una poligonale che ha i vertici sulla
curva...

Solo la prima merita il nome di poligonale inscritta nella semicircon-
ferenza AB: ogni vertice Pi+1 si trova nell’arco di curva rimasta, l’arco
PiB. La seconda, fra l’altro vistosamente intrecciata, ha lunghezza
enorme, certamente non collegabile a quella della curva.

Definizione 1.2. La curva C sia rappresentata parametricamente, in
modo iniettivo, da Φ(t), t ∈ [a, b], siano

t0 = a < t1 < t2 < · · · < tn−1 < tn = b
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una decomposizione dell’intervallo I : i punti

P0 = Φ(t0), P1 = Φ(t1), . . . , Pn−1 = Φ(tn−1), Pn = Φ(tn)

costituiscono una decomposizione di C

Definizione 1.3. La poligonale P determinata dai punti di una de-
composizione di C si dice inscritta in C

Le poligonali inscritte in una curva regolare C almeno se la decompo-
sizione é abbastanza fine, sono non intrecciate.

1.3. Un’idea semplice.
Le poligonali inscritte in una curva possono presentare lunghezze molto
diverse fra loro: in una semicirconferenza si puó pensare

• alla piú semplice poligonale inscritta. . . un diametro !
• a una poligonale fatta di due segmenti uguali, i due lati di un

quadrato inscritto nella circonferenza,
• a una poligonale fatta di quattro segmenti uguali, i lati di

mezzo ottagono regolare inscritto in quella semicirconferenza,
• ecc.

Un fenomeno appare evidente: le poligonali che abbiamo descritto
hanno lunghezze via via maggiori !
Qual’é il legame che ci garantisce che due poligonali P1 e P2 inscritte
in una stessa curva C abbiano

`(P1) ≤ `(P2) ?

É evidente: dipende dalle decomposizioni che determinano le due poli-
gonali. Se i punti della seconda decomposizione sono quelli della prima
piú qualche altro allora certamente `(P1) ≤ `(P2)
Cośı nell’esempio della semicirconferenza, la prima poligonale, il di-
ametro era determinato dai due soli estremi A e B, la seconda, i due
lati del quadrato, erano determinati da A, M e B, dove il punto in piú,
M era il punto medio.
La terza, i quattro lati dell’ottagono, era determinata da A,P,M,Q,B
essendo, ovviamente P e Q i punti medi tra A e M e tra M e B.

Quindi per cercare l’estremo superiore delle lunghezze converrá riferirsi
a poligonali con. . .molti lati, molto piccoli !

Osservazione 1.4. Da una decomposizione

t0 = a < t1 < t2 < · · · < tn−1 < tn = b

dell’intervallo [a, b] se ne possono dedurre altre aggiungendo ai ti giá
esistenti, qualche altro punto di decomposizione: ad esempio inserendo
un nuovo punto τ tra t1 e t2.
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La poligonale P di n+1 vertici determinata dalla prima decomposizione
diventerá una poligonale Q di n+2 vertici dopo l’aggiunta del punto τ.
Chi é piú lunga delle due poligonali ?
Detto P ∗ il punto di C corrispondente al valore τ inserito si riconosce
che in luogo del segmento P1P2 della prima poligonale P troviamo nella
Q due segmenti P1P

∗ e P ∗P2: la proprietá triangolare della distanza
fa riconoscere che

P1P2 ≤ P1P ∗ + P ∗P2

ovvero che

`(P) ≤ `(Q)

Definizione 1.5. Si dice lunghezza `(C) l’estremo superiore delle lunghezze
delle poligonali inscritte in C

2. Una maggiorazione per la lunghezza

Sia P una poligonale inscritta in C : riesce

`(P) = P0P1 + P1P2 + · · ·+ Pn−1Pn

essendo P0, P1, . . . , Pn i punti di decomposizione di C che la determi-
nano.
Tenuto conto che

Pk−1Pk =
√

(x(tk)− x(tk−1)2 + (y(tk)− y(tk−1)2 + (z(tk)− z(tk−1)2

riesce, servendosi del teorema di Lagrange per rappresentare le tre
differenze che intervengono,

(11) Pk−1Pk = (tk − tk−1)
√
x′2(αk) + y′2(βk) + z′2(γk)

i tre punti di Lagrange, αk, βk, γk, uno per ciascuna delle tre fun-
zioni x(t), y(t), z(t) che intervengono appartengono tutti comunque
all’intervallo (tk−1, tk) : ne segue

(12) `(P) =
n∑
k=1

(tk − tk−1)
√
x′2(αk) + y′2(βk) + z′2(γk)

Tenuto presente che le tre funzioni x′(t), y′(t), z′(t) sono continue nel-
l’intervallo chiuso e limitato [a, b] esisteranno i massimi dei loro moduli
|x′(t)|, |y′(t)|, |z′(t)| e quindi esiste una costante M tale che√

x′2(t) + y′2(t) + z′2(t) ≤M, ∀t ∈ [a, b]
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da cui,

`(P) ≤M
n∑
k=1

(tk − tk−1) = M(b− a)

Ne discende quindi che

`(C) = sup
P

`(P) ≤M(b− a)

3. Il calcolo della lunghezza

Tenuto presente che le tre funzioni x′(t), y′(t), z′(t) sono continue, non
si altererá gran che il risultato se, invece di calcolarle nell’espressione
(12) nei giusti punti αk, βk, γk di Lagrange, le calcoliamo tutte e tre
ad esempio nel primo estremo tk−1.
Sommando si ha quindi

(13) `(P) '
n∑
k=1

(tk − tk−1)
√
x′2(tk−1) + y′2(tk−1) + z′2(tk−1)

É del resto noto che la sommatoria
n∑
k=1

√
x′2(tk−1) + y′2(tk−1) + z′2(tk−1)(tk − tk−1)

converge, al tendere a zero della massima ampiezza degli intervalli
(tk−1, tk), all’integrale∫ b

a

√
x′2(t) + y′2(t) + z′2(t) dt

quindi appare evidente come tale integrale rappresenti l’estremo supe-
riore delle lunghezze delle poligonali inscritte nella curva C e quindi sia
ragionevole accogliere la seguente

Definizione 3.1. La curva C sia rappresentata parametricamente da
Φ(t), t ∈ [a, b] e tale rappresentazione sia iniettiva, si dice lunghezza di
C e si indica con `(C) il valore del seguente integrale definito∫ b

a

|Φ′(t)| dt =

∫ b

a

√
x′2(t) + y′2(t) + z′2(t) dt

Esempio 3.2. Sia C il segmento da O = (0, 0, 0) a B = (1, 2, 3) una
sua rappresentazione parametrica iniettiva é la seguente

x(t) = t, y(t) = 2t, z(t) = 3t, t ∈ [0, 1]

La lunghezza di C é, per definizione,
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∫ 1

0

√
12 + 22 + 32 dt =

√
14

ovviamente esattamente quanto dava il teorema di Pitagora o la formula
della distanza da O a B.

Esempio 3.3. Sia C la circonferenza di centro l’origine e raggio ρ: una
sua rappresentazione regolare e iniettiva é

x(t) = ρ cos(t), ρ sin /t), t ∈ [0, 2π]

La lunghezza é, per definizione∫ 2π

0

√
(−ρ sin(t))2 + (ρ cos(t))2 dt = 2πρ

che, ancora ovviamente coincide con la lunghezza ben nota della cir-
conferenza.

Osservazione 3.4. Si capisce la richiesta di riferirsi a rappresen-
tazioni iniettive: se avessimo rappresentata la precedente circonferenza
con

x(t) = ρ cos(t), ρ sin(t), t ∈ [0, 6π]

rappresentazione non iniettiva, rappresentazione che corrisponde a gi-
rare tre volte sulla stessa circonferenza avremmo ottenuto∫ 6π

0

√
(−ρ sin(t))2 + (ρ cos(t))2 dt = 6πρ

esattamente la lunghezza triplicata, in altri termini la strada fatta per
girare tre volte la stessa circonferenza !

Osservazione 3.5. L’espressione fornita per la lunghezza di una curva
C rappresentata parametricamente da Φ(t) = {x(t), y(t), z(t)}, t ∈ [a, b]
soddisfa una proprietá interessante: é invariante per traslazioni.
Infatti le curve

CH : ΦH(t) = {x(t) + hx, y(t) + hy, z(t) + hz}, t ∈ [a, b]

ottenute traslando C del vettore H = {hx, hy, hz} hanno la stessa lunghez-
za di C.
Infatti la formula della lunghezza si riferisce alle derivate x′(t), . . . e la
traslazione per una costante non cambia le derivate !

Esempio 3.6. Sia f : J −→ R e sia f ∈ C1(J). Il grafico Γ della f è
una curva regolare del piano di equazioni parametriche

x = t, y = f(t) t ∈ I
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e la sua lunghezza è data da

lung (Γ) =

∫ b

a

√
1 + (f ′(x))2 dx.

Esempio 3.7. Calcolare la lunghezza della curva di equazioni paramet-
riche

x = et cos t, y = et sin t, t ∈ [0,
π

2
].

x′(t) = et(cos(t)− sin(t)), y′(t) = et(cos(t) + sin(t))√
x′2(t) + y′2(t) =

√
2e2t = et

√
2

lung (Γ) =

∫ π/2

0

et
√

2dt =
√

2(eπ/2 − 1)

Esempio 3.8. Calcolare la lunghezza della curva

y = log(sinx), x ∈ [
π

3
,
π

2
].

y′(x) =
cos(x)

sin(x)
,
√

1 + y′2(x) =

√
1 +

(
cos(x)

sin(x)

)2

=
1

sin(x)

lung (Γ) =

∫ π/2

π/3

1

sin(x)
dx = log(2) + log(

√
3

2
) =

1

2
log(3)

Esempio 3.9. Calcolare la lunghezza dell’elica di equazioni parametri-
che

x = cos t, y = sin t, z = t, t ∈ [0,
π

2
].

x′ = − sin(t), y′ = cos(t), z′ = 1,
√
x′2 + y′2 + z′2 =

√
2

lung (Γ) =

∫ π/2

0

√
2 dt =

π√
2

4. L’ascissa curvilinea

Sia C rappresentata parametricamente in modo iniettivo da Φ(t), t ∈
[a, b]
Per ogni τ ∈ [a, b] di C il valore

s(τ) =

∫ τ

a

√
x′2(t) + y′2(t) + z′2(t) dt

rappresenta la lunghezza dell’arco determinato dal primo estremo A =
Φ(a) e dal punto P = Φ(τ).
Riesce ovviamente

s(a) = 0, s(b) = `(C)

La funzione s(τ) é



234 17. INTEGRALI CURVILINEI

• continua,
• monotona crescente, quindi invertibile,
• s′(τ) =

√
x′2(τ) + y′2(τ) + z′2(τ)

• detta t = t(s) la funzione inversa riesce

dt

ds
=

1√
x′2(t) + y′2(t) + z′2(t)

4.1. Il problema delle pendenze. La pendenza di una strada,
dalle strade statali di competenza ANAS alle autostrade della Societá
Autostrade, é indicata con appositi cartelli

6%, 10%, 13%, . . .

Il significato di tali indicazioni é

• 6% : per ogni 100 metri di strada si varia di 6 metri di quota,
• 10% : per ogni 100 metri di strada si varia di 10 metri di quota,
• 13% : per ogni 100 metri di strada si varia di 13 metri di quota,
• . . .

Trasferiamo tali concetti alle curve, le loro lunghezze, le loro quote:

• sia Φ(t) = {x(t), y(t), z(t)}, t ∈ [a, b] una rappresentazione
parametrica iniettiva della curva C :

• siano P1 = {x(t1), y(t1), z(t1)} e P2 = {x(t2), y(t2), z(t2)} due
punti di C

La pendenza media, in termini di quota, tra i due punti é il rapporto

|z(t2)− z(t1)|
`(P1 P2)

il numeratore si puó rappresentare con

|z′(τ)(t2 − t1)|
il denominatore con

`(P1 P2) =

∣∣∣∣∫ t2

t1

√
x′2(ξ) + y′2(ξ) + z′2(ξ) dξ

∣∣∣∣ ,
integrale che puó essere a sua volta espresso con il teorema della media
del calcolo integrale con

`(P1 P2) =
√
x′2(η) + y′2(η) + z′2(η) |t2 − t1|

Ne segue

|z(t2)− z(t1)|
`(P1 P2)

=
|z′(τ)(t2 − t1)|√

x′2(η) + y′2(η) + z′2(η) |t2 − t1|
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da cui, semplificando

|z(t2)− z(t1)|
`(P1 P2)

=
|z′(τ)|√

x′2(η) + y′2(η) + z′2(η)

tenuto conto che τ, η ∈ [t1, t2] al tendere di P2 → P1 riesce

τ → t1, η → t1

e quindi

(14) lim
P2→P1

|z(t2)− z(t1)|
`(P1 P2)

=
|z′(t1)|√

x′2(t1) + y′2(t1) + z′2(t1)

L’espressione (14) puó essere intesa come la pendenza della curva C nel
punto P1 = Φ(t1)

Esempio 4.1. La pendenza dell’elica

x = cos(t), y = sin(t), z = t, t ∈ [0, 2π].

Si ha
|z′(t1)|√

x′2(t1) + y′2(t1) + z′2(t1)
=

1√
2

pendenza costante, circa il 71%, la stessa in ogni punto. . .
Si tratta di un’elica molto ripida, non adatta ad una rampa di garage...
Un’elica con pendenza minore potrebbe essere la seguente

x = cos(t), y = sin(t), z =
1

5
t, t ∈ [0, 2π].

che, a conti fatti offrirebbe una pendenza del 14 %, accettabile per un
garage privato.

Esempio 4.2. La pendenza della sinusoide:

x = t, y = 0, z = sin(t), t ∈ [0, 2π]

si ha
|z′(t1)|√

x′2(t1) + y′2(t1) + z′2(t1)
=

| cos(t)|√
1 + cos2(t)

Il grafico di tale pendenza é riportato in Figura 2 : in rosso la sinusoide,
in nero le sue pendenze.
Si riconosce che le pendenze maggiori, 1/

√
2 si incontrano per t =

0, π, 2π, . . . , quelle minori, zero, in corrispondenza di t = π/2, 3π/2.
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Figura 2. Le pendenze della sinusoide.

Osservazione 4.3. Il precedente limite

(15) lim
P2→P1

=
|z(t2)− z(t1)|
`(P1 P2)

cui abbiamo dato il nome di pendenza della curva nel punto P1 cor-
risponde, in termini di ascissa curvilinea s(t), a

lim
t2→t1

|z(t2)− z(t1)|
|s(t2)− s(t1)|

Tenuto conto che la funzione s = s(t) é strettamente crescente possiamo
considerare la sua inversa

t = t(s)

e considerare la rappresentazione parametrica di C data da

x = x[t(s)], y = y[t(s)], z = z[t(s)], s ∈ [0, `(C)]

rappresentazione riferita all’ascissa curvilinea.
L’espressione (15) della pendenza corrisponde pertanto a

d[z(s)]

ds

Tenuto conto della regola di derivazione delle funzioni composte si ha
intanto

d[z(s)]

ds
=
d[z(t)]

dt

d[t(s)]

ds
Tenuto inoltre conto della regola di derivazione delle funzioni inverse

d[t(s)]

ds
=

1

s′(t)
=

1√
x′2(t) + y′2(t) + z′2(t)
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si ha, in definitiva

d[z(s)]

ds
=

z′(t)√
x′2(t) + y′2(t) + z′2(t)

Da cui si riottiene, ovviamente, l’espressione della pendenza osservata
precedentemente.
Si noti naturalmente che a primo membro abbiamo un parametro s, a
secondo un parametro t: il legame tra essi é naturalmente s = s(t).
Cośı, ad esempio se fosse s = 0 allora dovremmo mettere t = a il
primo estremo dell’intervallo, se fosse s = `(C) dovremmo porre t = b
l’ultimo estremo, ecc.

5. Integrali curvilinei

Ci occupiamo per la terza volta di

integrali

Se ne é parlato

• una prima volta per definire gli integrali
∫ b
a
f(x)dx,

• una seconda per definire gli integrali doppi o tripli,
• una terza, fra poco, per definire integrali estesi a curve.

Cosa hanno in comune tali definizioni ?
Si tratta sempre di algoritmi che producono un risultato numerico e
che usano:

• una funzione, la funzione integranda f ,
• un insieme, il dominio di integrazione [a, b], D,
• decomposizioni di tale dominio di integrazione,
• misura (lunghezza) delle porzioni in cui il dominio é stato

suddiviso.

Si tratta, in tutti gli integrali, sia il primo che il secondo che stiamo
definendo, di somme di

prodotti di valori della funzione integranda per le mis-
ure delle porzioni in cui é stato suddiviso il dominio
di integrazione :

intervallini della retta nel primo caso, lunghezze di archetti curvilinei
nel secondo che vedremo...
Si tratta di somme di tali addendi e, principalmente del limite che
tali somme risultano possedere al tendere a zero delle dimensioni delle
porzioni della suddivisione.
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Sia Γ ⊆ Ω ⊆ R3 una curva regolare di estremi A e B e sia f(x, y, z)
una funzione definita in Ω : decomposta Γ in archetti

ÂP1, P̂1P2, . . . ̂Pn−2Pn−1, P̂nB

consideriamo le somme
n∑
k=1

f(Qk)`(Pk−1Pk)

essendo Qk ∈ P̂k−1Pk
Cosa si puó prevedere dei loro valori ?
Se, ad esempio, fosse f(x, y, z) ≡ 1 allora tutte le somme consid-
erate coinciderebbero con la lunghezza `(Γ), analogamente se fosse
f(x, y, z) = 17 tutte le somme coinciderebbero con la stessa lunghezza
moltiplicata per 17.
Se ancora sapessimo che

m ≤ f(x, y, z) ≤M

potremmo riconoscere che tutte le somme appartengono all’intervallo

[m`(Γ), M `(Γ)]

6. Integrale curvilineo di una funzione

• Sia Γ ⊆ Ω una curva regolare di R3 o di R2, e sia

ϕ(t) : {x = x(t), y = y(t), z = z(t)}, t ∈ [a, b]

una rappresentazione parametrica iniettiva di Γ,
• sia f : Ω ⊂ R3 −→ R una funzione, definita in Ω

Per ogni partizione dell’intervallo I in n sottointervalli

[ti−1, ti], i = 1, . . . , n

poniamo Pi = ϕ(ti) : i punti Pi dividono Γ in n archi

Γ1, . . . ,Γn.

Consideriamo le somme

(16) σn =
n∑
i=1

f(ξi, ηi, ζi)`(Γi)

costruite prendendo i punti (ξi, ηi, ζi) negli archi Γi.
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Teorema 6.1. Sia Γ una curva regolare e sia f lipschitziana in Ω
allora esiste il limite

lim
δn→0

σn

essendo δn il massimo della lunghezza degli intervallini [ti−1, ti] della
decomposizione.

Dimostrazione omessa.

Si osservi che la richiesta δn → 0 corrisponde a scegliere decomposizioni
di [a, b] sempre piú sottili, ad esempio, dividendo in un sempre maggior
numero di parti uguali.

Il limite di tali somme (16), garantito dal precedente Teorema 6.1
prende il nome di ∫

Γ

f ds

integrale curvilineo della funzione f esteso alla curva Γ.

6.1. L’algoritmo di calcolo:

Teorema 6.2. Sia Γ ⊆ Ω una curva regolare dello spazio, di equazioni
parametriche

x = ϕ1(t), y = ϕ2(t), z = ϕ3(t) t ∈ I

e sia f(x, y, z) lipschitziana in Ω : riesce

(17)

∫
Γ

f ds =

∫ b

a

f(ϕ(t)) |ϕ′(t)| dt.

ovvero

∫
Γ

f ds =

∫ b

a

f [ϕ1(t), ϕ2(t), ϕ3(t)]
√
ϕ′21 (t) + ϕ′22 (t) + ϕ′23 (t) dt

Dimostrazione omessa.

6.2. Primi esempi:

Esempio 6.3. L’integrale curvilineo della funzione f ≡ 1 esteso a Γ
rappresenta la lunghezza di Γ.
L’integrale curvilineo della funzione f ≡ k esteso a Γ rappresenta invece
la lunghezza di Γ moltiplicata per k..
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Esempio 6.4. Sia Γ l’arco di circonferenza x2+y2 = 1, x ≥ 0, y ≥ 0,
curva regolare rappresentata parametricamente come

x = cos(t), y = sin(t), t ∈ [0,
π

2
]

e sia f(x, y) = x2 + 4y2. Riesce∫
Γ

fds =

∫ π/2

0

(
cos2(t) + 4 sin2(t)

)√
sin2(t) + cos2(t)dt =

=

∫ π/2

0

(
cos2(t) + 4 sin2(t)

)
dt =

1

4
π + π =

5

4
π

Figura 3. x2 + 4y2 lungo Γ

Il valore 5π/4 trovato per l’integrale curvilineo rappresenta l’area del
muro disegnato in Figura 3 sul tracciato di Γ e di altezza data in ogni
punto (x, y) ∈ Γ dal valore x2 + 4y2 della funzione integranda.

Esempio 6.5. Se Γ è un filo materiale di densità lineare di massa
δ(x, y, z), l’integrale ∫

Γ

δ(x, y, z) ds

rappresenta la massa del filo.
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7. Proprietá degli integrali curvilinei

f, g : S ⊂ R3 −→ R siano funzioni lipschitziane, Γ ⊂ S, allora

• linearitá∫
Γ

(a f + b g)ds = a

∫
Γ

f ds+ b

∫
Γ

g ds ∀a, b ∈ R;

• monotonia

se f ≤ g su Γ allora

∫
Γ

f ds ≤
∫

Γ

g ds;

• maggiorazione del modulo∣∣∣∣∫
Γ

f ds

∣∣∣∣ ≤ ∫
Γ

|f | ds ≤ max
Γ
|f | `(Γ).

Esempio 7.1. Calcolare ∫
Γ

y sin z ds

dove Γ è l’elica circolare di equazioni

x = cos t, y = sin t, z = t, t ∈ [0, π].

∫ π

0

sin(t) sin(t)
√

1 + 1dt =
√

2

∫ π

0

sin2(t)dt =

√
2

2
π

8. Baricentro di una curva Γ

Data una curva regolare Γ, si definisce il baricentro della curva Γ il
punto (xB, yB, zB) cos̀ı definito

xB =
1

`(Γ)

∫
Γ

x ds; yB =
1

`(Γ)

∫
Γ

y ds; zB =
1

`(Γ)

∫
Γ

z ds.

Lavoriamo con DERIVE 8.1. Calcolare le coordinate del bari-

centro della curva del piano di equazioni

x = cos3(t), y = sin3(t), t ∈ [0,
π

2
].

Vedi figura 4.
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Figura 4. x = cos3(t), y = sin3(t), t ∈ [0, π
2
].

Esempio 8.1. Calcolare le coordinate del baricentro della curva dello
spazio di equazioni

x = 1 + t, y = 4 t, z = 3t, t ∈ [0, 1].



CAPITOLO 18

Campi vettoriali

1. Introduzione

Anything that assigns a magnitude and direction at each
point gives a vector field.
Examples include the electromagnetic field and the ve-
locity field of a fluid.
Any ordinary differential equation can be used to define
a vector field.
These vector fields can be visualized by drawing arrows
representing the vectors.
The direction of the arrow is equal to the direction of the
vector field at its base point.
The magnitude of the arrow is proportional to the
magnitude of the vector field.

(Help di Mathematica)

Definizione 1.1. Dato un insieme S ⊂ R3, un campo vettoriale F su
S è una legge che associa ad ogni punto di S un vettore F(x, y, z) di
componenti (F1(x, y, z), F2(x, y, z), F3(x, y, z)).
In altri termini un campo vettoriale F é una funzione

F : S ⊂ R3 −→ R3

Esempio 1.2. Il campo vettoriale
−→
F (x, y, z) = {0, 0, z} é definito in

tutto lo spazio e associa ad ogni punto P = (x, y, z) ∈ R3 il vettore
verticale

{0, 0, z}

Osservazione 1.3. Se F3(x, y, z) ≡ 0 e le funzioni F1 e F2 sono
indipendenti da z, allora F(x, y) = (F1(x, y), F2(x, y)) è un campo
vettoriale del piano.

243
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1.1. Il metodo delle freccette. Un modo di rappresentare un

campo vettoriale é quello di rappresentare i vettori
−→
F (x, y, z) in cor-

rispondenza di una griglia di punti (xk, yk, zk) dello spazio, rappresen-
tazione fatta naturalmente disegnando a partire da ciascuno dei punti

(xk, yk, zk) la freccetta
−→
F (xk, yk, zk) che rappresenta il vettore.

Alcuni vettori del campo vettoriale piano
−→
F (x, y) = (−y, x) sono

rappresentati in figura 1.

Figura 1. Campo vettoriale F(x, y) = (−y, x).

Oltre al verso si noti che le freccette in Figura hanno anche lunghezze
variabili da punto a punto: la loro lunghezza infatti rappresenta il

modulo |
−→
F (x, y)| =

√
y2 + x2.

Esempio 1.4. La forza che una massa M posta nel punto (0, 0, 0) es-
ercita su una seconda massa m che si trova nella posizione (x, y, z) è
rappresentata da

−→
F (x, y, z) = GMm

{
− 1

r3
x,− 1

r3
y,− 1

r3
z

}
,

r =
√
x2 + y2 + z2.

La costante G è una costante che non dipende né da m e M nè dalla
loro posizione.

Il campo gravitazionale
−→
F (x, y, z) è diretto verso l’origine e il suo

modulo |
−→
F | è GMm

r2
.

Esempio 1.5. Il campo elettrico. La forza elettrica
−→
F (x, y, z) eser-

citata da una carica elettrica Q posta nell’origine (0, 0, 0) su una carica
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q posta nel punto P = (x, y, z) è data da

−→
F (x, y, z) =

{
εQq

r3
x,
εQq

r3
y,
εQq

r3
z

}
, r =

√
x2 + y2 + z2

dove ε è una costante che dipende dall’unità di misura utilizzata.

2. Il campo del gradiente

Sia f : R3 −→ R, con f ∈ C1,

∇f(x, y, z) = {fx(x, y, z), fy(x, y, z), fz(x, y, z)}

è un campo vettoriale detto campo del gradiente di f .
Se f = f(x, y) è una funzione di due variabili, allora ∇f(x, y) è un
campo vettoriale di R2.

Esempio 2.1. Il campo del gradiente di f(x, y, z) = x2 + y2 + z2 è
F(x, y, z) = (2x, 2y, 2z) (vedi figura 2).

Figura 2. Il campo del gradiente di x2 + y2 + z2

2.1. Un fenomeno di ortogonalitá. I vettori∇f(x, y) sono per-
pendicolari alle linee di livello f(x, y) = k.
Infatti, sia {ϕ1(t), ϕ2(t)} una rappresentazione parametrica della curva
di livello Γ : f(x, y) = k. Si ha, quindi,

(18) f(ϕ1(t), ϕ2(t)) = k, ∀t ∈ I.
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Derivando la (18) rispetto a t secondo la regola di derivazione delle
funzioni composte si trova

∂f

∂x
ϕ′1(t) +

∂f

∂y
ϕ′2(t) = 0

ovvero −→
∇f(ϕ(t)) ·

−−→
ϕ′(t) = 0

cioè ∇f(x, y) è perpendicolare al vettore tangente a Γ nel punto P =
(x, y).

Esempio 2.2. Il campo del gradiente di f(x, y) = x2 + 3y2 è
−→
F (x, y) = (2x, 6y)

In figura 3 sono rappresentate le linee di livello di f e alcuni vettori del

campo
−→
F .

Figura 3. Linee di livello e gradiente di f(x, y) = x2 + 3y2.

3. Integrali curvilinei di campi vettoriali

Assegnati:

• un campo vettoriale

F(x, y, z) = {F1(x, y, z), F2(x, y, z), F3(x, y, z)} ,
• una curva Γ, di rappresentazione parametrica ϕ(t), t ∈ [a, b]
• il versore tangente

T (t) =
ϕ′(t)

|ϕ′(t)|
= {α(t), β(t), γ(t)} t ∈ [a, b]
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alla Γ, versore che pertanto definisce uno dei due orientamenti
possibili di Γ,

si puó considerare l’integrale curvilineo

(19)

∫
Γ

F ·T ds,

il cui valore rappresenta il

lavoro W del campo F lungo Γ.

3.1. Algoritmo di calcolo. Tenuta presente la definizione di in-
tegrale curvilineo lungo una curva di rappresentazione parametrica
ϕ(t),

ds = |ϕ′(t)| dt =
√
ϕ′21 (t) + ϕ′22 (t) + ϕ′23 (t) dt

si ha ∫
Γ

F ·T ds =

∫ b

a

F(ϕ(t)) ·T(t) |ϕ′(t)| dt

Tenuto conto che il versore tangente é

T (t) =
ϕ′(t)

|ϕ′(t)|
riesce∫

Γ

F ·T ds =

∫ b

a

F(ϕ(t)) · ϕ
′(t)

|ϕ′(t)|
|ϕ′(t)| dt =

∫ b

a

F(ϕ(t)) · ϕ′(t) dt

Scrivendo esplicitamente il prodotto scalare,si ottiene quindi per il
lavoro l’espressione seguente

W =

∫ b

a

(F1(ϕ(t))ϕ′1(t) + F2(ϕ(t))ϕ′2(t) + F3(ϕ(t))ϕ′3(t)) dt.

Il caso di una curva piana può essere considerato come un caso parti-
colare in cui F3 = 0 e F1 e F2 dipendono solo da x e y: la formula di
calcolo si riduce pertanto a

W =

∫ b

a

(F1(ϕ(t))ϕ′1(t) + F2(ϕ(t))ϕ′2(t)) dt.
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Osservazione 3.1. Se Γ è una curva chiusa, l’integrale (19) è anche
detto circuitazione di F lungo Γ e si indica con il simbolo∮

Γ

F ·T ds.

Esempio 3.2. Sia F(x, y, z) = (x, y, z) e sia Γ il segmento dall’origine
al punto (1, 2, 3). Una rappresentazione parametrica di Γ è

x = t, y = 2t, z = 3t, t ∈ [0, 1]

ϕ′(t) = {1, 2, 3}, pertanto il lavoro

W =

∫ 1

0

(ϕ1(t) + 2ϕ2(t) + 3ϕ3(t))dt = 14

∫ 1

0

t dt = 7.

Esempio 3.3. Sia F(x, y) = (−y, 3x) e sia Γ : x = cos t, y = sin t, t ∈
[0, 2π]. Si ha

W =

∫ 2π

0

(sin2 t+ 3 cos2 t) dt = 4π.

3.2. Alcune maggiorazioni importanti. Il valore di un inte-
grale curvilineo si maggiora al modo seguente∣∣∣∣∫

C

f(x, y, z)ds

∣∣∣∣ ≤M|f |,C lungh(C)

avendo indicato con M|f |,C il massimo del modulo di f sui punti della
curva C.

Analogamente il modulo del lavoro di un campo vettoriale F lungo una
curva C si maggiora al modo seguente∣∣∣∣∫

C

F × Tds

∣∣∣∣ ≤M|F |,C lungh(C)
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avendo tenuto conto che

|F × T | ≤ |F ||T | = |F |
e avendo indicato con M|F |,C il massimo del modulo di F sulla curva
C.

Esempio 3.4. Sia F = {y, x} ed S il segmento da (1, 1) a (4, 5): il
lavoro ∫

S

F × T ds =

∫ 1

0

{(1 + 4t)3 + (1 + 3t)4} dt = 19

Riesce, sicuramente,∣∣∣∣∫
S

F × T ds

∣∣∣∣ ≤ √41 `(S) = 5.
√

41 ' 32.01

avendo tenuto conto che `(S) = 5 e che il punto in cui il modulo

|F | =
√
y2 + x2 é maggiore é sicuramente l’estremo (4, 5) che é il

punto del segmento piú lontano dall’origine, punto in cui |F | =
√

41.

3.3. Il lavoro lungo poligonali coordinate. Il lavoro lungo una
curva C costituita da una poligonale coordinata

∏
, cioé formata da un

numero finito di segmenti consecutivi paralleli agli assi,∫
Q

−→
F ×

−→
T ds

si calcola agevolmente:

• si tiene conto che si dovrá calcolare la somma dei lavori lungo
ciascun segmento della poligonale,

• essendo tali segmenti paralleli a uno degli assi il prodotto
scalare F×T su ciascuno di essi si riduce alla sola componente
F1 o alla sola F2 o alla sola F3

• il ds su ciascun segmento si riduce, di fatto, a dx oppure a dy
oppure a dz

3.4. La notazione delle forme differenziali. Il lavoro del cam-
po F = {F1, F2, F3} lungo la curva Γ si calcola, servendosi di una
rappresentazione parametrica di Γ sull’intervallo [a, b] con∫

Γ

F . Tds =

∫ b

a

[F1 x
′(t) + F2 y

′(t) + F3 z
′(t)] dt

L’espressione a secondo membro si rappresenta spesso con la grafia
alternativa seguente ∫

Γ

(F1 dx+ F2 dy + F3 dz)
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avendo espresso i termini

x′(t) dt, y′(t) dt, z′(t) dt,

che vi compaiono con le analoghe, ragionevoli espressioni

dx, dy, dz

L’ortografia proposta prende il nome di notazione delle forme differen-
ziali e suggerisce modalitá di conto particolarmente semplici.

Esempio 3.5. Calcoliamo il lavoro del campo F = {F1, F2, F3} lungo
la poligonale coordinata

Π : (0, 0, 0)− (1, 0, 0, )− (1, 2, 0)− (1, 2, 3)

Si tratta avendo tenuto conto dll’espressione del versore T su ciascuno
dei tre segmenti di∫

Π

F × Tds =

∫
(0,0,0) (1,0,0)

F1(x, 0, 0)ds+

+

+

∫
(1,0,0) (1,2,0)

F2(1, y, 0)ds+

∫
(1,2,0) (1,2,3)

F3(1, 2, z)ds

Esaminiamo i tre segmenti:

• sul primo varia solo la x ∈ [0, 1], y = 0, z = 0
• sul secondo, x = 1, y ∈ [0, 2], z = 0
• sul terzo, x = 1, y = 2, z ∈ [0, 3]

La notazione delle forme differenziali sintetizza l’espressione precedente
in ∫

Π

F . T ds =

∫
Π

F1dx+ F2dy + F3dz =

=

∫ 1

0

F1(x, 0, 0)dx+

∫ 2

0

F2(1, y, 0)dy +

∫ 3

0

F3(1, 2, z)dz

4. Il lavoro dei campi gradiente

Teorema 4.1 (Teorema fondamentale del calcolo per gli integrali curvi-
linei). Siano

(1)
−→
F =

−→
∇U(x, y, z) un campo gradiente definito su S, insieme

aperto di R3,
(2) Γ ⊂ S una curva orientata, da A a B.

Allora

(20) W =

∫
Γ

−→
∇U(x, y, z) ·

−→
T ds = U(B)− U(A)
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Dimostrazione. Sia ϕ(t) la rappresentazione parametrica di Γ si
ha, tenuto conto della regola di derivazione delle funzioni composte,

∇U(ϕ(t)) · ϕ′(t) =
∂U

∂x
ϕ′1(t) +

∂U

∂y
ϕ′2(t) +

∂U

∂z
ϕ′3(t) =

d

dt
U(ϕ(t))

Ne segue quindi

W =

∫
Γ

−→
∇U(x, y, z) ·

−→
T ds =

∫ b

a

d

dt
U(ϕ(t)) dt = U(ϕ(b))− U(ϕ(a))

cioè la differenza di U tra i due estremi.
�

Proposizione 4.2. Il precedente teorema (4.1) implica che il lavoro di
un campo gradiente lungo una curva chiusa, estremi A e B coincidenti,
è zero.

Dimostrazione. Risultato ovvio tenuto conto della (20) conA = B.
�

Proposizione 4.3. Se esiste una curva chiusa Γ tale che il lavoro∫
Γ

−→
F ×

−→
T ds 6= 0

vuol dire che
−→
F non é un campo gradiente ovvero che non é conserva-

tivo.

Dimostrazione. Si tratta semplicemente del risultato della propo-

sizione precedente: se
−→
F fosse un gradiente il lavoro lungo le curve

chiuse dovrebbe essere nullo... �

Proposizione 4.4. Il precedente teorema (4.1) implica che il lavoro
di un campo gradiente lungo una curva non dipende dalla curva stessa
ma solo dai suoi estremi.

Dimostrazione. Siano Γ1 e Γ2 due curve entrambe da A a B
allora, se F = ∇U riesce∫

Γ1

F × Tds = U(B)− U(A),

∫
Γ2

F × Tds = U(B)− U(A)

ovvero ∫
Γ1

F × Tds =

∫
Γ2

F × Tds

�

La precedente proposizione contiene un suggerimento importante: nel
calcolo del lavoro di un campo gradiente F = ∇U lungo una curva Γ
di estremi A e B si puó
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• se si conosce il potenziale U assumere come valore del lavoro
direttamente la differenza U(B)− U(A)

• se non si conosce il potenziale si puó comunque sostituire la
curva Γ da A a B con una qualsiasi altra ancora da A a B
sulla quale l’integrazione richiesta sia piú facile.

....per esempio una poligonale coordinata !

Esempio 4.5. Consideriamo il campo vettoriale F = {y, x} consid-
erato nel precedente Esempio 3.4: si tratta evidentemente del campo
gradiente della funzione U(x, y) = xy. Calcoliamo ora il lavoro sulla
poligonale coordinata∏

: (1, 1)− (4, 1), (4, 1)− (4, 5)

Calcoliamo il lavoro servendoci delle naturali semplificazioni relative al
caso delle poligonali coordinate,∫

Q
F × T ds =

∫ 4

1

1dx+

∫ 5

1

4dy = 3 + 16 = 19

Il valore ottenuto é lo stesso di quello ottenuto precedentemente andan-
do da (1, 1) a (4, 5) lungo il segmento diretto.
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Campi conservativi

Consideriamo in questo capitolo alcune condizioni sufficienti a riconoscere
che un campo vettoriale sia conservativo, cioé produca lavoro nullo
lungo qualsiasi curva chiusa.

1. La condizione necessaria

La proprietá, Proposizione (4.2) dei campi gradiente di compiere lavoro
nullo lungo le curve chiuse giustifica il nome dato loro di

campi conservativi

Se −→
F (x, y, z) = ∇U(x, y, z)

la funzione U(x, y, z) si dice

potenziale di
−→
F

Ovviamente se U(x, y, z) é potenziale di F anche ogni altra funzione
U(x, y, z)+k con k costante é potenziale di F : in altri termini esistono
infiniti potenziali, come, nel caso unidimensionale, esistevano infinite
primitive.

Esempio 1.1. Le funzioni U(x, y) = x y + k sono tutte potenziali del
campo F = {y, x}.

Non tutti i campi vettoriali sono campi gradiente, cioé non tutti i campi
vettoriali sono conservativi.
Il motivo risiede nel seguente

Teorema 1.2. Sia S un insieme aperto di R3 e sia F un campo
vettoriale conservativo

−→
F (x, y, z) = {F1, F2, F3} =

{
∂U

∂x
,
∂U

∂y
,
∂U

∂z

}
a componenti F1, F2, F3 ∈ C2(S), allora si ha, necessariamente,

(1)
∂F1

∂y
=
∂F2

∂x
,

∂F2

∂z
=
∂F3

∂y
,

∂F3

∂x
=
∂F1

∂z
.

253
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Dimostrazione. Per il teorema di invertibilità dell’ordine di derivazione
(Teorema di Schwarz) risulta

∂F1

∂y
=

∂2U

∂y∂x
=

∂2U

∂x∂y
=
∂F2

∂x
;

∂F2

∂z
=

∂2U

∂z∂y
=

∂2U

∂y∂z
=
∂F3

∂y
;

∂F3

∂x
=

∂2U

∂x∂z
=

∂2U

∂z∂x
=
∂F1

∂z
.

�

2. Il rotore

Definizione 2.1. Il rotore di un campo vettoriale
−→
F (x, y, z) = {A(x, y, z), B(x, y, z), C(x, y, z)}

é un nuovo campo vettoriale rot
−→
F (x, y, z) definito simbolicamente dal

determinante della seguente matrice

rotF =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−→
i

−→
j

−→
k

∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z

A(x, y, z) B(x, y, z) C(x, y, z)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
rotF = {Cy −Bz, Az − Cx , Bx − Ay}

Le formule indicate includono anche il caso di campi vettoriali piani,
basta in essi leggere C = 0 e regolarsi di conseguenza.

Definizione 2.2. I campi vettoriali F tali che rotF = 0 si dicono
campi irrotazionali.

Osservazione 2.3. Se F : S ⊂ R2 −→ R2 è un campo vettoriale del
piano, di classe C1(S), si ha

rotF = (0, 0,
∂F2

∂x
− ∂F1

∂y
).

Pertanto F è irrotazionale su S se

(2)
∂F2

∂x
=
∂F1

∂y
in S.
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Esempio 2.4. Il campo vettoriale F = (x2y, y) non è irrotazionale.
Infatti si ha

∂F2

∂x
= 0 6= x2 =

∂F1

∂y
.

Inoltre, per il teorema 1.2, F non può essere conservativo.

Osservazione 2.5. Sia DF la matrice jacobiana in R2,

∂(F1, F2)

∂(x, y)
= DF(x, y) =


∂F1

∂x

∂F1

∂y

∂F2

∂x

∂F2

∂y


o, in R3,

∂(F1, F2, F3)

∂(x, y, z)
= DF(x, y, z) =



∂F1

∂x

∂F1

∂y

∂F1

∂z

∂F2

∂x

∂F2

∂y

∂F2

∂z

∂F3

∂x

∂F3

∂y

∂F3

∂z


Il campo vettoriale F : S ⊂ Rn −→ Rn è irrotazionale se la matrice
jacobiana DF è simmetrica cioè DF = (DF)t.

Osservazione 2.6. Le condizioni (1) del precedente Teorema 1.2 equiv-
algono all’unica condizione vettoriale

rot
−→
F = 0

Esempio 2.7. Stabilire se il campo vettoriale F(x, y, z) = (x − y, 2 −
z, z2) è conservativo. Si ha

∂F1

∂y
= −1 6= 0 =

∂F2

∂x
.

F non soddisfa le condizioni necessarie del Teorema 1.2, quindi non
può essere conservativo.

2.1. Rotore... ruotare.
La parola rotore

rot
−→
F

usata per definire un vettore associato ad un campo vettoriale
−→
F non

é casuale. Un campo vettoriale che abbia rotore non nullo indica con
le sue linee di flusso, quelle indicate dalle freccette del campo, delle
effettive rotazioni.
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Figura 1. Le linee di flusso di F = {x2, y}

Figura 2. Le linee di flusso di G = {−1 + y2,
3x (−1+x2)

1+x2+y2
}

Nelle figure 1 e 2 sono disegnati i due campi vettoriali

F = {x2, y}, G = {−1 + y2,
3x (−1 + x2)

1 + x2 + y2
}

Il primo, F ha rotore nullo, il secondo G no.



2. IL ROTORE 257

Si riconosce nel disegno di G linee di flusso che ruotano piú o meno
intorno ai tre punti

A = {1,−1}, B = {−1,−1}, C = {0, 1}

Non solo ma, almeno guardando le frecce si riconosce il verso di ro-
tazione: antiorario intorno a A e B, orario intorno a C.
Ebbene il rotore di G prende nei tre punti i seguenti valori

rot (G)(A) = {0, 0, 10/3} rot (G)(B) = {0, 0, 10/3} rot (G)(C) = {0, 0,−3}

sembra tener conto anche del verso di rotazione...

2.2. La ricerca del potenziale. Consideriamo il problema nel
piano. Sia F = (F1, F2) per determinare, se esiste, un potenziale per F
si procede cos̀ı.

• Si verifica se vale l’uguaglianza

∂F1

∂y
=
∂F2

∂x
.

Se non è verificata si conclude che il campo F non è conserv-
ativo cioè non ha potenziale.

• Se l’uguaglianza è verificata si cerca un potenziale U

∂U

∂x
= F1,

∂U

∂y
= F2.

Integrando la prima delle due equazioni rispetto a x si trova U ,
determinato a meno di una costante di integrazione, costante
rispetto a x, ma dipendente da y:

U(x, y) =

∫
F1(x, y) dx+ c(y).

• Si deriva l’espressione di U(x, y) cos̀ı trovata rispetto a y e si
impone la seconda delle condizioni.

• In questo modo se si riesce a determinare c(y) si é trovato il
potenziale U(x, y).

Esempio 2.8. Dato il campo vettoriale

F(x, y) = (3x2 − 2xy + y2,−x2 + 2xy − 3y2),

cercarne un potenziale.
Dato che

∂F1

∂y
= −2x+ 2y =

∂F2

∂x

il campo è irrotazionale: non é quindi escluso che esista il potenziale.
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Per cercarlo, integro la componente F1 rispetto ad x

U(x, y) =

∫ (
3x2 − 2xy + y2

)
dx = x3 − x2y + y2x+ c(y).

Derivando rispetto ad y e imponendo la seconda uguaglianza

−x2 + 2xy + c′(y) = −x2 + 2xy − 3y2

=⇒ c′(y) = −3y2 =⇒ c(y) = −y3

Un potenziale è U(x, y) = x3 − x2y + y2x− y3 con c ∈ R.

2.3. Un contresempio. Il Teorema 1.2 afferma

i campi conservativi sono irrotazionali

É naturale chiedersi se sia vero anche il viceversa, se cioé

ogni campo irrotazionale sia conservativo (???)

La risposta a tale congettura é NO !
L’esempio del campo magnetico generato da un filo percorso da cor-
rente fornisce il piú importante contresempio. Consideriamo il campo
vettoriale nel piano

F(x, y) =

(
− y

x2 + y2
,

x

x2 + y2

)
Si ha

∂F2

∂x
=

y2 − x2

(x2 + y2)2
=
∂F1

∂y

cioè il campo è irrotazionale.
Tuttavia il campo non è conservativo come si riconosce calcolando il
lavoro da esso compiuto lungo la circonferenza Γ di centro l’origine e
raggio 1, una curva chiusa.
Si ha ∫

Γ

F(ϕ(t)) · ϕ′(t) dt =

∫ 2π

0

dt = 2π 6= 0.

Dato che il lavoro lungo una curva chiusa non è nullo il campo non è
conservativo, vedi Proposizione 4.3.

3. Condizioni sufficienti

I campi vettoriali
−→
F irrotazionali, rot

−→
F = 0, sono anche conservativi

se sono definiti in insiemi convessi1.

1Un insieme é convesso se contiene tutti i segmenti di cui contenga gli estremi:
di fatto la cosa somiglia a riconoscere che l’insieme non sia bucato. I cerchi sono
convessi, le corone circolari no.
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Non a caso il contresempio precedentemente illustrato del campo mag-
netico

F(x, y) =

(
− y

x2 + y2
,

x

x2 + y2

)
risulta definito nel piano bucato , cioé privato di un punto, l’origine nel
quale il campo non é definito.
Il piano bucato non é, infatti un insieme convesso2.

Teorema 3.1. Sia
−→
F (x, y, z) = {F1, F2, F3} definito in un dominio

rettangolare R : a < x < b, c < y < d, e < z < f con F1, F2, F3 ∈
C1(R).

Se rot
−→
F = 0 esiste U(x, y, z) ∈ C2(R) tale che

F (x, y, z) = ∇U(x, y, z), ∀(x, y, z) ∈ R

In altri termini il Teorema afferma che ogni campo vettoriale irro-
tazionale in un aperto rettangolare

• é un campo gradiente
• é dotato di potenziale
• é conservativo.

Nel paragrafo seguente viene dimostrato, col nome di Lemma di
Poincaré 3 un risultato anche piú ampio.

3.1. Il lemma di Poincaré.

Definizione 3.2. Un insieme aperto S ⊂ Rn si dice stellato se esiste
un punto P0 ∈ S, un centro della stella, tale che i segmenti PP0 che
congiungono P0 con ogni altro punto P ∈ S siano interamente contenuti
in S.

Gli aperti circolari o rettangolari, sono stellati.
Un ferro di cavallo non è un aperto stellato. Un aperto convesso è

2Esistono condizione piú sofisticate della convessitá sotto le quali riconoscere
che un campo irrotazionale é anche conservativo, ma esulano, per ora, dalle nostre
competenze.

3Jules Henri Poincaré, matematico francese, 1854-1912, tra i piú grandi dell’etá
contemporanea: da non confondere con suo cugino Raymond Poincaré Presidente
della Repubblica durante la Grande Guerra
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stellato rispetto ad ogni suo punto, ma un aperto stellato non è neces-
sariamente convesso.
R2 \ {(0, 0)} non è stellato.

Teorema 3.3. (Lemma di Poincarè). Sia S un aperto stellato di R3

e sia F : S ⊂ R3 −→ R3 un campo vettoriale irrotazionale di classe
C1(S). Allora F è un campo gradiente, cioè esiste U(x, y, z) ∈ C2(A)
tale che

F(x, y, z) = ∇U(x, y, z).

Dimostrazione.

La dimostrazione di questo interessante risul-
tato sará fatta in modo costruttivo: costrui-
remo cioé tramite integrazioni una funzione
U(x, y, z) definita in tutto S che risulterá un
potenziale di F

Supponiamo per semplicità che un centro P0 di S sia l’origine O =
(0, 0, 0) cioè OP ∈ S per ogni P ∈ S.
Consideriamo per ogni punto fissato P = (x, y, z) ∈ S il valore

U(x, y, z) =

∫
ΓOP

−→
F ×

−→
T ds, ΓOP =

−−−−−−−−−−−−→
(0, 0, 0)− (x, y, z)

del lavoro del campo F dal centro O della stella S al punto P = (x, y, z)
lungo il segmento.
Verificheremo direttamente che la funzione U(x, y, z) cośı costruita ha
i requisiti di potenziale del campo F.
Il segmento ΓOP dall’origine al punto P = (x, y, z) si parametrizza nel
seguente modo

ϕ1(t) = t x, ϕ2(t) = t y, ϕ3(t) = t z t ∈ [0, 1].

si ha quindi

U(x, y, z) =

∫ 1

0

[
xF1(tx, ty, tz) + yF2(tx, ty, tz) + zF3(tx, ty, tz)

]
dt.

Calcoliamo
∂U

∂x
usando la regola di derivazione degli integrali dipen-

denti da parametri:
∂

∂x
U(x, y, z) =∫ 1

0

[
∂

∂x
(xF1(tx, ty, tz) + yF2(tx, ty, tz) + zF3(tx, ty, tz))

]
dt =
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0

[
F1(tx, ty, tz) + tx

∂

∂x
F1(tx, ty, tz)+

ty
∂

∂x
F2(tx, ty, tz) + tz

∂

∂x
F3(tx, ty, tz)

]
dt.

Poichè rotF = (0, 0, 0) e quindi
∂

∂x
F2 =

∂

∂y
F1 e

∂

∂x
F3 =

∂

∂z
F1, si ha

sostituendo

∂

∂x
U(x, y, z) =

∫ 1

0

[
F1(tx, ty, tz) + tx

∂

∂x
F1(tx, ty, tz)+

ty
∂

∂y
F1(tx, ty, tz) + tz

∂

∂z
F1(tx, ty, tz)

]
dt.

I quattro addendi che compongono la funzione integranda rappresen-
tano

d

dt
(tF1(tx, ty, tz)) ,

Quindi

∂U

∂x
(x, y, z) =

∫ 1

0

d

dt
(tF1(tx, ty, tz)) dt = tF1(tx, ty, tz)|t=1

t=0 = F1(x, y, z)

Un discorso analogo vale per la derivazione rispetto a y e rispetto a z :

∂U

∂y
(x, y, z) = F2(x, y, z),

∂U

∂z
(x, y, z) = F3(x, y, z).

Quindi F = ∇U . �

Corollario 3.4. Sia S un aperto stellato di R2 e sia F è un campo
vettoriale del piano con F ∈ C1(S). Se

∂F1

∂y
=
∂F2

∂x
in A

allora F è un campo conservativo.

Dimostrazione. Infatti in questo caso si ha

rotF = (0, 0, 0) ⇐⇒ ∂F1

∂y
=
∂F2

∂x
.

�

Osservazione 3.5. Se F è un campo irrotazionale su S, S aperto di R2

o di R3, allora localmente è sempre conservativo cioè ∀P0 ∈ S esiste un
intorno I di P0, interamente contenuto in S, tale che F è conservativo
in I.
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CAPITOLO 20

Il programma 2006

Gli argomenti elencati fanno riferimento alle Dispense di Funzioni di
piu’ Variabili disponibili agli studenti sul sito Internet del Dipartimento
di Matematica.

Il loro elenco, piu’ o meno dettagliato, fa riferimento alla cronologia
con cui sono stati esposti e puo’ aiutare gli studenti a riorganizzare
quanto appreso nel Corso.

R2 spazio vettoriale normato

• La struttura di spazio vettoriale
• R2 come spazio normato
• La distanza
• Convergenza in R2
• Il teorema di Bolzano
• Le successioni di Cauchy
• Punti interni e punti esterni a un insieme S: aperti, chiusi.

Le funzioni continue

• Quando si parla di funzioni continue ?
• Produrre funzioni continue.
• Le funzioni radiali.
• Grafico o linee di livello.
• I punti di discontinuit.
• Funzioni lipschitziane.
• Incollare espressioni diverse.

Due teoremi fondamentali

• Contrimmagini tramite funzioni continue
• Il teorema di Weierstrass
• Il teorema d’esistenza degli zeri
• Le conseguenze

267



268 20. IL PROGRAMMA 2006

Le derivate

• Derivate parziali
• La pendenza di una superficie secondo una direzione.
• Le derivate parziali: prime, seconde,..

Derivabilita’ e continuita’

• Differenziabilita’, continuita’, derivate parziali.
• Il piano tangente

La derivazione delle funzioni composte

• La variazione di funzioni composte
• Derivate direzionali
• Il teorema del valor medio
• Interpretazione geometrica

Formula di Taylor

• La formula in una dimensione
• La formula di Taylor in due variabili
• Formule di Taylor di ordine superiore
• Formule di Taylor quasi gratuite...
• Forme quadratiche: la riduzione a forma canonica.

Massimi e minimi relativi

• La selezione: condizioni sufficienti
• Massimo e minimo in insiemi chiusi e limitati
• Estremo superiore ed inferiore

Il teorema di Schwarz

• Quante sono le derivate parziali seconde, terze,... ?
• Le derivate seconde miste
• Un problema

Misura di Peano-Jordan nel piano

• L’area dei sottografici
• Proprietá dell’area
• L’algoritmo di Peano-Jordan
• L’area della frontiera.
• Aree di unioni e intersezioni.
• Un insieme non misurabile

Integrali multipli

• Le somme integrali
• Somme, differenze e prodotti di funzioni integrabili
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• Additivitá
• Integrabilitá delle funzioni continue
• Il teorema della media
• Integrali tripli

Formule di riduzione degli integrali

• Integrali sopra rettangoli
• Integrali su domini normali
• Riduzione integrali tripli

Trasformazioni e cambiamenti di coordinate

• Il caso unidimensionale
• Trasformazioni e cambiamenti di coordinate affini nel piano
• Cambi di coordinate generali
• La trasformazione degli integrali doppi
• Le coordinate polari
• Cambiamenti di coordinate in integrali tripli
• I solidi di rotazione
• Le coordinate cilindriche
• Le coordinate sferiche

Le curve

• I segmenti
• Le circonferenze
• Le ellissi
• Un’elica

Integrali curvilinei

• Lunghezza di una curva
• Una maggiorazione per la lunghezza
• Il calcolo della lunghezza
• Integrali curvilinei: definizione e algoritmo di calcolo.
• Proprietá degli integrali curvilinei
• Baricentro di una curva

Campi vettoriali

• Il campo del gradiente
• Integrali curvilinei di campi vettoriali: lavoro
• Il lavoro dei campi gradiente

Campi conservativi

• La condizione necessaria: il test di Schwarz.
• Il rotore
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• Condizioni sufficienti: lemma di Poincare’.

Integrali di funzioni dipendenti da parametri

• La regolaritá
• Il caso generale
• Funzione composta
• Primitive di ordine superiore
• Il resto di Taylor
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Additività, 189
analisi globale, 155
analisi locale, 155
Aperti del piano, 69
Aperti di R famosi, 68
Aperti e chiusi, 31
aperto stellato, 261
area, 178
area della frontiera, 181
area di una regione, 177
area ellisse, 201
area esterna, 179
Area interna, 179
Aree di intersezioni, 182
aree di poligoni, 181
Aree di unioni, 182
ascissa curvilinea , 233
autovalore, 102

Baricentro, 241
baricentro , 241

Calcolo integrali curvilinei , 239
Cambi di variabili, 203, 204
Campi conservativi, 253
Campi irrotazionali, 254
Campi irrotazionali , 259
Campi vettoriali, 243

Campi vettoriali , 243
campo del gradiente, 245
campo elettrico, 244
Campo magnetico , 258
campo vettoriale, 97
cerchio bucato, 71
Chiusura di un insieme, 33
circonferenze, 63
circuitazione, 248
coefficiente angolare, 98
composizione di funzioni, 119
connesso, 76
connesso per poligonali, 75
continuità, 41
contrimmagine curiosa, 69
Contrimmagini, 67
convergente, 14
Coordinate cilindriche, 223
coordinate polari, 86, 219
Coordinate sferiche, 222
corona, 67
corona

circolare, 67
ellittica, 69

cupola, 126
curva piana, 62
curve regolari, 61

decomposizioni di curve , 229
derivate, 95, 100
derivate

direzionali, 123
limitate, 109
prime, 100
seconde, 100
seconde miste, 162
terze, 100
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Derivate parziali, 95
derivazione delle funzioni composte,

119
differenziale, 112
direzione, 95
direzione dell’angolo, 98
dischi, 12
disco bucato, 34
discontinuità, 53
distanza, 9, 40
diverge, 91
domini normali, 200
domini rettangolari, 26
dominio, 42
dominio normale, 200
dubitarne, 72

elica, 64, 241
elica , 233
ellissi, 64
equazione del calore, 104
equazione delle onde, 103
equazioni di Cauchy-Riemann, 103
esistenza degli zeri, 75
Estremo superiore, 159

filo materiale, 240
forme definite, 143
Forme quadratiche, 143
formula dell’area, 216
Formule di Taylor gratuite, 141
forza gravitazionale , 244
frontiera curiosa, 31
funzione, 67
funzione caratteristica, 41
funzioni armoniche, 102
funzioni caratteristiche, 191
funzioni continue, 40
funzioni differenziabili, 113
funzioni dipendenti da parametri,

167
Funzioni integrabili, 186
funzioni lineari, 69
Funzioni lipschitziane, 55
funzioni radiali, 45, 92
funzioni razionali, 44

GnuPlot, 21, 55, 99
gocce di pioggia, 127

goccia d’acqua, 99
gradiente, 96
gradiente , 245

hessiano, 101

immagine, 70
immagine dell’intervallo, 203
immagine di funzioni continue, 76
incremento della funzione, 112
infinitesimo, 82, 110
infinitesimo di ordine, 83
informazione sui valori, 91
iniettive, rappresentazioni , 227
Insieme di definizione, 42
insieme immagine, 70
insiemi chiusi e limitati, 155
insiemi connessi, 33
insiemi convessi, 34
insiemi non misurabili, 183
integrabile, 186
Integrabilità delle funzioni continue,

190
Integrabilità funzioni continue, 190
Integrale curvilineo, 238
integrale doppio, 186
Integrali curvilinei, 227
Integrali curvilinei , 237, 246
Integrali multipli, 185
Interpretazione geometrica, 132
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continuitá e derivate limitate, 109
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invertibilitá due limiti, 162
lemma di Poincaré, 260
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