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7. Successioni

7.1. Operazioni su successioni.
Una funzione

g: R — R

permette di associare ad una funzione {a1, as, ... } la nuova successione

{g(al), g(az), .. }

Esempio 7.1. Scelta, ad esempio g(x) = x? alla successione {ay, as, . ..
facciamo corrispondere la

{a? a3, ...}
Analogamente una funzione di due o pit variabili
p: RxR = R, (z,y) — pz,y)

permette di associare a due successioni {ay, ag, ...}, {b1, bg, ...} la
terza successione

plai, by), plag, by), ...

Le pit comuni situazioni al riguardo sono quelle relative a funzioni
g o p dedotte dalle ordinarie operazioni aritmetiche: cosi assegnate

due successioni {ay, ag, ...}, {b1, ba, ...} é ragionevole occuparsi delle
nuove
ap as
{a1+b1,a2+b2,...,} {albl, agbg,...}, T Ty e
by’ by

con le ovvie prudenze nel caso dei quozienti.

E importante riconoscere quali degli attributi (limitatezza, monoto-
nia, convergenza, . ..) eventualmente posseduti dalle due {ay, as, ...},
{b1, by, ...} si mantenga nelle nuove ottenute con le operazioni di
somma, prodotto, quoziente.

Proposizione 7.2. Sia {ai, as, ...} convergente ad A: qualunque sia
a € R la successione
{aay, aay, ...}

converge a oA



DIMOSTRAZIONE. Occorre riconoscere che per ogni € > 0 esiste una
soglia n. tale che

Vk>n.: |aa, —aA|l <e¢

Tenuto conto che per ogni o > 0 esiste una soglia 7 tale

VE>m: |lag— Al <o

riesce

VE > n.: |aar — @Al = |al|lay — A| < |alo
Da cui la tesi scegliendo o tale che |a|o < e. O
Proposizione 7.3. Se{ay, as, ...}, {b1, ba, ...} sono convergenti rispet-

tivamente ad A e B allora le successioni somma e prodotto sono con-
vergenti rispettivamente a A+ B e A.B.

DIMOSTRAZIONE.

Scelto € > 0 valutiamo se esista una soglia n. oltre la quale riesca
|(ar + br) — (A + B)| < e : dalla disuguaglianza triangolare risulta

[(ar +br) — (A+ B)| < |ar, — Al + |by — B|

Tenuto conto che per i due addendi a secondo membro esistono due
soglie ng, ny tali che

Vk>n, |ap— Al < ie
sznb ’bk—B‘S%E
si riconosce che detto n. = max{n,,ny}

1 1
Vn > ne : |(ak+bk)—(A+B)]§§8+§6:€

Scelto € > 0 valutiamo se esista una soglia n. oltre la quale riesca
lag.b, — A.B| < e : dalla disuguaglianza triangolare risulta

Tenuto conto che per i due addendi a secondo membro esistono due
soglie m,, My tali che



7. SUCCESSIONI 3

vk > n, ]ak—A|§U
Vk>my |by— Bl <o

si riconosce che detto n. = max{m,, ,} riesce

lagby — A.B| < o.(|B|+0) +|Alo = ((|B| + o)+ |A]|) o
E evidente che o puo essere stato scelto in modo che
(|IBl|+oc+|A])o <e
da cui 'asserto
Vk>n.: |agby — AB| <e
O

Proposizione 7.4. Sia {ai, as,...} una successione a termini non
nulli, convergente al limite A # 0: allora la successione

1 1
oo
¢ convergente al limite 1/A.

DIMOSTRAZIONE. Scelto € > 0 valutiamo se esista una soglia n.

oltre la quale riesca

1 1’
———|<e

Qg A

Sia n, una soglia tale che
Vk>ng: lay— Al <o, |ag] >|Al—0>0
Sviluppando la differenza si ha
11 lar, — A
a Z‘ ~JallA]

ne segue
lax — Al o
Vk > n, : <
lakl| Al [A[(JA] = o)

E evidente che o pud essere scelto in modo che

Si ha pertanto




O

Corollario 7.5. Siano {ay,as,...} e {b1,bs,...} due successioni con-
vergenti rispettivamente ad A e a B # 0, la seconda inoltre abbia i ter-
mini diversi da zero: allora la successione quoziente {ay1 /by, as/ba, ...}
¢ convergente al limite A/B.

DIMOSTRAZIONE. E una immediata conseguenza delle due Propo-
sizioni precedenti: la successione {1/by,1/bs,....} converge a 1/B: il
resto segue dal risultato relativo al prodotto di due successioni conver-

genti. U
Corollario 7.6. Sia P(z) = p,a2" + pp12™ ' + -+ + p1x + py un
polinomio e sia {aq, as, as, ...} una successione convergente ad A: la
successione

P(ay), P(az), P(az),...

é convergente a P(A).

Osservazione 7.7. Un risultato analogo, riferito ad un’espressione
razionale R(x) = P(x)/Q(x)

{R(a1), R(as), R(as),...} ]}erolo R(ar) = R(A)

si ottiene con l'ovvia prudenza che

o i termini Q(ax) # 0
e il valore Q(A) # 0.

Proposizione 7.8 (Teorema della permanenza del segno). Sia {a, as, ...
una successione convergente di numeri ai > 0: riesce

lim a, =A>0

k—o00

DIMOSTRAZIONE. Ammettiamo per assurdo che riesca A < 0: scel-
to e tale che [A — e, A + ¢] sia interamente contenuto nei negativi
esisterebbe una soglia n. tale che

Vk>n.: ag€[A—¢e, A+¢e] — ar<0

contrariamente all’ipotesi a, > 0 Vk. O
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Teorema 7.9 ( Monotonia del limite ). Siano {a1, aq, ...} e {b1, ba, ...}
due successioni convergenti tali che

VEk - Qg S bk
allora detti A e B 1 loro limiti riesce A < B.

DIMOSTRAZIONE. La successione {b; —ay, by—as, ...} haitermini
non negativi e converge a B — A che, pertanto sarda non negativo, da
cui

A<B
U

Proposizione 7.10 (Teorema dei carabinieri). Siano {a1,aq, ...}, {b1,bs,...

{c1,ca,...} tre successioni tali che
o VEk . CLkakSCk

e la {aj,as,...} ela {c1,¢q,...} siano convergenti allo stesso
limite L,
allora anche la {by, by, ...} é convergente a L.

DiMOSTRAZIONE. Comunque si scelga € > 0 esistono due soglie n,
ed n, tali che

Vk>n, |lap— L <e — L—-—e<a
Vk>n, |ao—L<e — g <L+e

da cui, posto n. = max(ng, n.)
Vk>n.: — L—e<aq<b<g<L+e — |p—L|<e

O

7.2. Le serie.

Assegnata una successione {ay, as, as, ...} si pud considerare la serie

o0

D

k=1
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intendendo con tale notazione null’altro che la considerazione della
nuova successione, detta delle somme parziali,

51:a1
SQZCL1+CL2
53:a1+a2+a3
Sn =D ey

Proposizione 7.11. Le successioni monotone crescenti sono tutte e
sole le somme parzialt di serie a termini positivi o nulli.

DIMOSTRAZIONE. Se i termini della serie sono positivi o nulli piu
termini si sommano pid sono grandi le somme, ovvero

Vn : Sn S Sn+1

Viceversa assegnata una successione {by,bo, ...} monotona crescente,
consideriamo la serie determinata dai termini

alzbl, agzbz—bl, a3:b3—b2,...

B chiaro ar > 0e

Sn = zn:ak = bn
k=1
U

Definizione 7.12. Una serie si dice convergente se la successione delle
somme parziali é convergente.
1l limate delle somme parziali si assume come somma della serie.

Esempio 7.13. Consideriamo la serie detta geometrica determinata
dalla successione di addend:

{Lg,¢% ¢, ...}
Posto
Sp=1+q+¢+ - +¢" ' +¢" = 1+q(1+q+ - +¢" " = 1+q(S,—q")

da cui
1 — qn+1
L—q
E evidente che se |q| < 1 la successione delle somme parziali {S,} ¢
convergente a

Sy (1—q)=1-¢"") — S,=

1—gq
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valore che rappresenta la somma della serie

> 1
k _



