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23. Formula di Taylor
23.1. Esperimenti.

| 11 caso della funzione e” |

I polinomi di Taylor associati a €” e alla scelta di zyg = 0 sono
1, 14 r
Tm(x)—1+x+§x +§x +...+mm
da cui

L’espressione del resto trovata ¢é

R (l’) — e—éxm—i-l
" (m+1)!
essendo ¢ un punto opportuno, dipendente da x e tale che
] < |zl

Riesce quindi

xm+1
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Se immaginiamo di lavorare con x € [—M, M] si ha
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Ricordando la serie esponenziale
oo
>
k!
k=0
si riconosce che i polinomi di Taylor 7T;,(z) non sono altro che le somme
parziali della serie esponenziale
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e quindi la precedente (1) dice null’altro che

m
Tz at _ M' 1 m+1
e Tl =€ Ty
— kK (m+1)!
ovvero, tenuto conto che
: M 1 m+1
lim e =0,
m—o00 (m + 1)'
si ha, cosa per altro gia nota,
mo ok
x
li — ="
Jm > e
Il caso della funzione sin(x)
I polinomi di Taylor relativi a sin(z) e al punto iniziale g = 0 si
determinano agevolmente ricordando che

e sin(0) =0

e le derivate di sin(z) di ordine pari sono +sin(z) e quindi sono
tutte zero in xg = 0,

e quelle di ordine dispari sono =+ cos(z) e quindi valgono +1
alternandosi.

Riesce pertanto

Ti(z) ==
To(x ==
Ty(z) =z — —a?
3(x) =z — T
Ti(z) =z — a8
i(r) =x— Tk
1 1
Ts5(x) =z — gx?’ + gﬁ
1 1
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Quindi
_ L g 15 (=D™ s
T2m+1($) =T — 51’ + EZE ml’
Riesce inoltre
[sin(z) = Tom1(2)] = [Rom+1(2))]
con
R 2m+2 |x’2m+2
- - m+2 o 17
e quindi
] |x|2m+2
(2) |sin(z) — Tom41(2)| < 2m 1 2)!
Considerata la serie di potenze
L g, 15 (D™ o1 _ — (-1)* 2k+1
TR TR w7 kZ:O 2k+ 11"

si riconosce che:
e ipolinomi di Taylor trovati sono null’altro che le somme parziali
L= (-
della serie y ————g2k+!
kZ::O (2k + 1)!
e la (2) equivale a dire che

2m+1 (_1)k |$|2m+2

. 2k+1
sin(x) — ——= —_—
(z) kz_% (2k +1)! = (2m+2)!
Ovvero, tenuto conto che, qualunque sia x riesce
| |2m+2
m —— =
m—oo (2m + 2)!
si riconosce che le somme parziali

2m+1 (—1)

B 2k+1
2 @k + 11"

k=0
convergono a sin(x), ovvero

- v DF s
sin(z) = kz_o Ww

Il caso della funzione cos(x)
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Il caso di cos(z) é analogo a quello di sin(z): nel punto xy = 0 si ha
e cos(0) =1
e tutte le derivate dispari vengono +sin(x) e quindi nulle nel
punto zy = 0,
e tutte le derivate pari vengono + cos(z) e quindi vengono +1
alternandosi.

Riesce pertanto
PR SR (=D o
T2m(x) —1—§I +ZZE +W1’
La relazione tra cos(x) e i polinomi di Taylor associati
|cos(z) = Tom ()] = [Raom(2)|

beneficia per il resto Ra,,(x) della stessa espressione e quindi maggio-
razione

2m-+1
[sin©)[Jem ! < A2

| Rom ()] = S 2mr)

1
(2m + 1)!
ovvero, introdotta la serie di potenze,

— (D
2 2k "

k=0

si riconosce che le somme parziali approssimano cos(x)

2m m
(D |z
2k)! ~ (2m+1)!

(]

cos(z) —
k=0
ovvero che, qualunque sia z, riesce

— (=DF o
cos(x) = Z (Qk))' x

k=0

Osservazione 23.1. Le due serie di potenze osservate sopra, conver-
genti qualunque sia x a sin(x) e a cos(x), suscitano qualche sorpresa:

e le funzioni sin(z) e cos(x), legate alla circonferenza goniomet-
rica, sono periodiche: € molto strano che somme di potenze di
x qualt quelle delle due serie osservate siano periodiche,

e [a coincidenza osservata permette di conoscere le somme di tali
serie in punti sorprendenti tipo

— (=D)* 72—, io: ﬂ (E)QkH =1

— (2k +1)! —~(2k+1)! \2
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e la formula di derivazione (sin(x))’ = cos(x) riappare come
legame tra le due serie: infatti derivando i termini della serie
di sin(x)

L g, 15 14
x—ax —1—556 —ﬁx + ...
st perviene ai termini
L, 14 15

esattamente ai termini che costituiscono la serie di cos(x).

23.2. La classificazione dei punti a derivata nulla. Se una
funzione (indefinitamente derivabile) ha in un punto xy interno all’in-
tervallo in cui é definita derivata nulla sorge immediatamente il proble-
ma di decidere se in tale punto si incontri un punto di minimo relativo
o di massimo relativo.

La risposta viene in genere dedotta facilmente dal segno della derivata
seconda f”(xg):

e se f"(xg) > 0 allora si ragiona in termini di permanenza del
segno e si finisce per riconoscere che la derivata prima in un
intorno di x( risulta crescente, tanto basta ad assicurarsi che
in x( si incontra un punto di minimo relativo,

o se f"(x9) < 0 il ragionamento si inverte e si riconosce che la
derivata prima in un intorno di x( risulta decrescente, tanto
basta ad assicurarsi che in z( si incontra un punto di massimo
relativo.

E evidente che le conclusioni precedenti non si possono raggiungere nel
caso che f"(xq) = 0.

Supponiamo dunque che nel punto xy riescano nulle le prime m — 1
derivate e la derivata m—esima sia diversa da zero: il polinomio di
Taylor di ordine m relativo al punto x( si riduce pertanto a

[m]
. f m(!l"o)

Tin(x) = f (o)

(x — o)™

e quindi si ha
flx)=Tn(z)+ Ryn(z) —
_ ftm (o) m Jftm+ () m+1
= f(@) = f(xo) = T@ —x0)" + m(w — o)
La decisione se in xy cada un minimo relativo o un massimo relativo
corrisponde a che la differenza

f(@) = f(xo)
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sia rispettivamente

positiva | xo é punto di minimo
negativa | xy é punto di massimo

Basta quindi riconoscere il segno dell’espressione a secondo membro

S (o) m ST
@ @)™+ e (@ = 2o)

raccogliendo (z — z()™ a fattore comune si ottiene

(z — m)" {f[m] (z0) , ") (5 — xo)}

m! (m+1)!

e il segno del fattore fra parentesi graffe é, per |x — x| suffi-
cientemente piccolo, il segno del primo addendo, cioé quello di
fml(z0)

e il segno del primo fattore, (z — x¢)™ é costantemente positivo
se m é pari, varia a seconda che x stia sinistra o a destra di xg
se m ¢ dispari.

m+41

| RIASSUMENDO |

e Se la prima derivata diversa da zero in xq é di grado dispari in
o non cadono né minimi né massimi relativi,
e Se la prima derivata diversa da zero in xy é di grado pari
—se fIM(x0) > 0 in 2y ¢’é un minimo relativo,
—se fI"(zq) < 0 in x4 ¢’é un massimo relativo.
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