ANALISI
Argomenti della Lezione
14 dicembre 2011

25. Funzioni costanti a tratti

Sia f(x) una funzione costante a tratti in [a, b, cioé:

e esiste una partizione di [a,b] = [0, &1 U [§1,&] U ... [€n-1, &
conéy=a, & =0>
e esistono n valori ¢, ¢, ...c, tali che

Vo € [§e1,&) - f@) =

Esempio 25.1. Le pit comuni funzioni costanti a tratti derivano da
composizioni che coinvolgano la funzione parte intera, ovvero la Floor(z).
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Ficura 1. f(z) = floor(3sin(z))

Si pensi a f(x) = floor(10sin(z)), vedi fig. 1, oppure a f(x) =
3 cos (floor(x/3)) vedi fig. 2.

Una stessa funzione f(z) costante a tratti su un intervallo [a,b] am-
mette rappresentazioni diverse, riferite a partizioni diverse di [a, b], si
pué infatti, ad esempio proporre una partizione piu fine, decomponendo
il primo intervallino in due parti

[0, & = [&o, B)U (B, &

e attribuendo, ovviamente, in ciascuna delle due parti lo stesso valore
c1 per la funzione.
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FIGUurA 2. f(z) = 3cos (floor(z/3))

Proposizione 25.2. Se f(z) € una funzione costante a tratti in |a, b
allora anche ogni sua restrizione a intervalli o, ] C [a,b] € una
funzione costante a tratti in [a, ).

DIMOSTRAZIONE. ....ovvia. ]

Proposizione 25.3. Siano Vx € [§,_1,&) @ f(z) = e, k € [1,n] e
Vo € [me—1,mk) = f(x) = Br k € [1,m] due rappresentazioni della stessa
funzione costante a tratti, allora riesce

> (& — &) = Bl — mr1)
k=1

k=1

DIMOSTRAZIONE. ....omessa (non ovvia). O

Definizione 25.4. Assegnata una funzione costante a tratti in |a, b],

siaVr € [&—1,&) 1 f(x) = ¢, k € [1,n] una sua rappresentazione, la

somma Y cx(§p — Ep—1) st dice integrale di f esteso all’intervallo [a, b

k=1
/a " ) da

e st indica con la notazione

Osservazione 25.5. Si osservi che nel caso di f(xr) non negati-
va costante a tratti in [a,b] Uintegrale di f esteso all’intervallo |a,b]
rappresenta ’area del plurintervallo sottografico di f su [a,b].
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Proposizione 25.6 (Linearitd). Siano f(z) e g(x) due funzioni costan-
ti a tratti su [a,b] , qualunque siano le costanti o, [ riesce

/{af )+ Bg(x }dx—a/f dm—l—ﬁ/

Proposizione 25. 7 (Additivitd). Sia f(x) non negativa costante a
tratti in [a,b], Ve € [a,b] riesce

/f m_/f m+/f

Proposizione 25.8 (Monotonia). Siano f(z) e g(x) due funzioni costan-
ti a tratti su [a,b] e tali che f(x) < g(z) allora riesce anche

[ e < [ g

Corollario 25.9. Sia f(x) costante a tratti in [a,b] detti m ed M il
minimo e il massimo di f(:z:) in [a,b] riesce

(/f Yde < M

m <
_b—a

Assegnata una funzione f : [a,b] — R limitata e assegnata una par-
tizione

[a,b] = (€0, &) U [&1, & U - .. [§n-1, &0
con §y = a, &, = b indichiamo con f(x), f(x) le due funzioni costanti
a tratti

[0) Ve €l &) [0 = _nt  fx) kel
f@): Vo €& 1,&): flo) = E[iupf }f(x) ke [1,n]

Proposizione 25.10. Qualunque siano due decomposizioni di [a,b] e
fe £ le funzioni costanti a tratti relative ad f e alle due decomposizioni

riesce , ,
/i(x)datg/ f(x)dx

DIMOSTRAZIONE. Se le due decomposizioni sono la stessa, la re-
lazione corrisponde alla proprieta di monotonia osservata sopra.
Se le due decomposizioni sono differenti la dimostrazione (non banale)
é omessa. 0
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Definizione 25.11. Una funzione f : |a,b] — R limitata si dice
integrabile in [a,b] se

sup / ’ f(w)dz = inf / ’ F(z) dx

Il comune valore dei due estremi si dice integrale di f(x) esteso all’in-

tervallo [a,b] e si indica con
b
/ f(z)dx

Teorema 25.12. Esistono funzioni f : [a,b] — R limitata e non
integrabili in [a, b].

DIMOSTRAZIONE. Sia f : [a,b] — R nulla sui razionali e uguale ad
1 sugli irrazionali. Riesce di conseguenza, qualunque sia la decompo-
sizione scelta

i(:c) =0, 7(95) =1
Pertanto, qualunque sia la decomposizione riesce
b b
/ f(x)dr =0, / fl@)dr =b—a
e quindi
b b
sup/ f(x)de # inf/ f(z)dx
O

Corollario 25.13. Sia f(x) integrabile in [a,b] e riesca Vx € [a,b] :
m < f(x) < M allora riesce

1
m <

_b_a/abf(x)dng

Teorema 25.14. Le funzioni f : [a,b] — R limitata e monotone sono
integrabili in |a, b].

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo che f(z) sia monotona crescente:
allora riesce, per ogni partizione relativa a suddivisione in n parti
uguali,

(@) Ve €61, &)t
Fol@) : Vo € (61, &) - fo

@=__inf_ f@)=1) keln]

(x) = sup f(z)=f(&+1) Kke€l,n]

TE[Ep41,Ek]
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/ Fu@)dr = 3 (&) Errr — &)
[ 1@ =Y 1) € - &)

da cui segue
[ Fu@de = [ £ @)z =3 (£ €)= F6} G — &) =

b—a

n

b—a

> (&) — f(&)} = (f(b) — f(a))

Tenuto presente che
b b b b
/ [ (x)dx < sup/ f(x)dr < inf/ f(z)dz < / folz)de
ne segue

b—a
n

b b
0<inf [ Fla)de—sup [ fla)de <" (7(0) - fla)

L’arbitrarietda di n implica quindi

b b
inf/ f(x)dx :sup/ f(z)dx
U

Corollario 25.15. Sia f : [a,b] — R limitata e monotona: allora
riesce

win /(@) f0) < 5= [ f(@)do < max{7(). S0}

Teorema 25.16. Le funzioni f : [a,b] — R limitata e lipschitziane
sono integrabili in |a, b].

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo che f(z) sia lipschitziana (quindi
continua): allora riesce, per ogni partizione relativa a suddivisione in
n parti uguali,

[, (@) Vo € [&h1, &)

fo(@) VT € [§h1, &)

L, @)= min f(@)=flo) ke (L]
Tu@) = max_ f()=f(5) ke[ln

TE€[Ep41,Ek]
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da cui segue

n

/ Fo(z)dz / o @de =3 {flow) = F(B} (Eer — &)

k=1

Detta L la costante di Lipschitz si ha

| flew) — f(B)| < Llay — Bi| < Lb —
e quindi
b b bh—a b—a)?
[ Fuerta = [ o] 22005 e~ = 1000

Ne segue, come osservato precedentemente,

(b—a)’

n

b b
0< inf/ f(x)dw — sup/ flx)de < L
L’arbitrarieta di n implica quindi
b b
inf/ f(z)dx = sup/ f(z)dx
U

Proposizione 25.17 (Teorema della media). Sia f : [a,b] — R mono-
tona e continua (quindi limitata), oppure lipschitziana

b
et [ fa)ds =)0 -a)
DIMOSTRAZIONE. Siano m ed M il minimo e il massimo di f in
a, b].

Qualunque sia la partizione scelta le corrispondenti funzioni costanti a
tratti f e f danno valori compresi tra m ed M e quindi

b
m(b—a) S/ fx)dx < M(b—a)

- S mb—a) < / F@)dz < M(b—a)
m(b—a)S/ fz)de < M(b—a) “

Ne segue pertanto che

)\:ﬁ/a f(x)dz € [m, M]
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Tenuto conto che la funzione continua f produce tuttii valori dell’inter-
vallo [m, M] allora esistera almeno un £ € [a,b] in cui riesca f(§) = A

ovvero . b
i [ rade = £©

da cui la tesi. O
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