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1.1. Esercizio. Assegnata
u(z,y) = 2* — 62%y* +9*

e determinare le v(x,y) tali che f(z) = u(z,y) + w(z,y),
2z = x + 1y sia analitica in tutto C
e calcolare le derivate f', f”, f" nell’origine,
e scelta v(z,y) nulla nell’origine, determinare le soluzioni del-
I’equazione
16f(2) +81 =0

Soluzione:

La funzione assegnata u(z, y) = r*—622y?+y* é un polinomio armonico
uy = 4a® — 12953/2, Upy = 1227 — 12y2,
Uy = —122%y + 49°, Uyy = —122% 4 1242
da cui sommando
Au(z,y) =0
Le v(z,y) cercate, armoniche coniugate di u, devono soddisfare il siste-
ma

Ve =—uy v, = 1222y — 493
Vy = Uy v, = 4 — 12xy?

= v(a,y) = 4’y—dy’at+g(y)
Ne segue
vy(2,y) = 42° =120y +g'(y) = 42° - 122 — g'(y) =0 — gy =c
Le funzioni v(z, y) richieste sono pertanto

v(z,y) = 42’y — 4y’ + ¢
ovVero
(1) flx +iy) = 2* — 627 + y* +i(42’y — 492 + ¢)

Riordinando opportunamente i termini si riconosce che le f trovate
SONo

[z +iy) = o + 4ix’y — 62%y* — diy’s +y* +c= (x +iy)* +c
ovvero
f(z) = e
1



2

Ne segue

f(z) = 42
[z =122 = f(0) = f"(0) = f"(0) =0
F(2) = 242

Le tre derivate richieste sono calcolabili anche dall’espressione originale
(1) come derivate parziali prima, seconda e terza rispetto ad z

~

fl(z) = (%) flz +iy) = 42® — 12zy® + i(122°%y — 49°)
2
f"(z) = <%) flx+iy) = 1222 — 12¢% + i(24xy)
3
e = (5] S =2+ i)

La scelta di v(0,0) = 0 corrisponde a ¢ = 0: l'equazione assegnata
corrisponde pertanto a

81 (3\",
16:*+81=0 — z4:—1—6:(§) e

FicurA 1. Le quattro radici



Ne segue che tali radici sono, vedi Figura 1:

n=2cd, p= T, = JeE g o Jee
1 — 2 ) 2 — 9 ) 3 — 9 ) 4 — 26
ovvero anche
j:ieiZ j:§e'ﬂ+42ﬁ
2 7 2

1.2. Esercizio. Sia € la circonferenza |z| = 1 orientata nel verso
antiorario: calcolare i sequenti tre integrali:

1 1 1 [2z—i 1 2
—_— ,dZ, b i ZdZ, b Frw dZ
2m Jo 22 41 2w Je 22 41 21 Je \ 2 —w

essendo |w| < 1.

Soluzione:

1 1 1 1/ 1 1
o Az = —— = ———dz =
2w Je 22 41 211 2 Je 2z — (i/2) 2

avendo tenuto conto che —i/2 cade dentro il cerchio delimitato da €.

1 22 —1 11 2z —1 .
- dr= - — | ——=dz=—1
20 Je 22+ 227 Je 24 (i/2)

avendo tenuto conto che, a meno del fattore 1/2 U'integrale rappresenta
il valore della funzione analitica

Q) =20—i
nel punto
1
(=5t
1 24w\’ 1 (z 4+ w)? d 9
27i Q(z—w) - 27ri/¢(z—w)2 - dz(z+w) —w v

avendo tenuto conto del teorema di rappresentazione di Cauchy per le
derivate

applicato alla funzione f(z) = (z — w)2.



1.3. Esercizio. Assegnata la serie

[ee]
Z ( eiz)k
k=0
e determinare per quali z € C € convergente,
o detta f(z) la somma determinare la parte reale e la parte
immaginaria di f(z),
e determinare i coefficienti a, b, ¢ dei primi tre addendi
a+b(z—i)+c(z —1i)?

della serie di Taylor di f(z) di punto iniziale zy = i.

Soluzione:

I termini della serie assegnata
(ezz) :ezkz N |€zkz‘:|ew||e y|:6 Y
sono infinitesimi se e solo se y > 0.
Pertanto la serie non pué convergere se y < 0.
Tenuto conto del resto che per y > 0 la serie ¢ assolutamente con-

vergente si riconosce che la serie assegnata converge, con convergenza
assoluta, nel semipiano aperto

y>0

La serie assegnata é una serie geometrica: la sua somma, per y > 0 é
pertanto

1
La determinazione della parte reale e di quella immaginaria deriva da
I 1—e @e¥ 1 —eYcos(z) +ie Vsin(w)
1—ez (1—e@ev)(l—e@ev)  1—2cos(x)e ¥ +e 2

da cui:

1 — e Ycos(x)
1 —2cos(x)e ¥+ e

(2.7) e Ysin(x)
v(z,y) =
WE1 cos(x) eV + e

1 ) e
SR e (Cher
N

u(r,y) =




_2622'2 eiz ) €2+€

IIZ: o ”7/__
@) (I—cis) (1—eizf A (e —1)3
Si ha pertanto
( e
a_e—l
re
b:
(e —1)?
L &@+e
2 (e—1)3

\

1.4. Esercizio. Assegnata la funzione
1 1 1

z+1+z z—1

determinare 1 suot sviluppi di Laurent
e inQp: 0<|z] <1
o inQ: 1<z
o in;:0<|z—1]<1

_ 1 1 1 - L1 .
Q:0<|z] <1, — Z—+—+Z_1:Z(_z)+;_zz:

+1 =z —~
— 2i22k+1+1
ya
k=0
11 1 1 1
Q0 1< S - —
! Il = 1+ 2 z1-1
1S N 1 171\ 3 > /1
=) e (3) “ieex
k=0 k=0 k=1
1 1 1
Qs :0<|z—-1| <1 —
3 |z l - z4+1 2z z-1
1 1 1 1
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