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2.1. Esercizio. Sia Q: {2 +y* <4, z>0}:
o determinare le radici dell’equazione
224+ 5=0,

appartenenti all’aperto €,
e determinare per quali \ 'equazione

B4+ A2+5=0

ha lo stesso numero di radici in €2 della precedente.

SOLUZIONE:

Tutte le radici della prima equazione sono le radici ottave di —5
z = %ei”/S, 29 = \8/363”/8, ey 28 = v/5el5m/8

Come si vede in Figura 1, quattro delle otto radici cadono in 2.

z
y

FIGURA 1. 284+5=0

La seconda equazione, relativa al polinomio g(z) = 28+ \z+5 differisce
dalla prima per il termine Az : dal teorema di Rouché discende che se
Vz € 0f) riesce soddisfatta la disuguaglianza di Rouché

I\z| < 2%+ 5|
allora anche I'equazione 2% + Az +5 = 0 ha quattro radici in (.

1



2

La frontiera di 02 é composta dal segmento
r=0 -2<y<?2
e dalla semicirconferenza
z=2¢" 0¢cl-n/2,7/2]
Sull’arco di circonferenza si ha
IAz| = 2|\, [8+5]>2°-5
La disuguaglianza di Rouché é quindi soddisfatta non appena

28 — 5
2

Al <

Sul segmento riesce
Azl =yl [F+5l=y"+52>5 — [yl <2[A <5
e quindi basta che sia [A] < 2
5
La disuguaglianza di Rouché é quindi soddisfatta non appena || < 7
Quindi I'equazione
B4 Az +5=0

ha quattro radici in {2 come ’equazione
£+5=0

5

A< -

se |A| 5

Si tratta ovviamente di una stima sufficiente : cioé se |\ < 5 la se-

conda equazione ha lo stesso numero di radici della prima ma potrebbe
avere lo stesso numero di radici anche per altri valori \...!

2.2. Esercizio. Assegnato il prodotto infinito

o) - [ on) gﬁ)

n=1
n

e provare che € assolutamente convergente in ogni disco |z| < R,
e indicare l’espressione della derivata logaritmica

f'(2)

fz)



e calcolare l'integrale

L)

2mi Je f(2)

essendo € la circonferenza di centro l'origine e raggio 1 per-
corsa nel senso antiorario.

SOLUZIONE:

La convergenza assoluta di un prodotto [0~ (1 + u,) equivale alla
convergenza della serie

oo
> lunl
n=0

pertanto
n(,)
sin | —
R LT
n

Tenuto conto che

segue, per |z| < R

z 1123
-3
‘Sm(n) nl— 3lin
da cui
M|z
] < 5|2
3! In
La maggiorazione
< MR? 1
e TR

garantisce la convergenza assoluta della serie degli u,, e quindi la con-
vergenza assoluta del prodotto infinito.

Essendo R arbitrario se ne conclude anzi che il prodotto é assoluta-
mente convergente in tutto il piano complesso.
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La derivata logaritmica del prodotto si riduce alla somma delle derivate
logaritmiche dei fattori
sin )

=)
HONRS n
075w
)

_Z 1cosn 1
nsin(Z) z

Per quanto concerne I’ 1ntegrale riesce

1 f’ 1 cos( 1
— N
2mi Jo f(2 " 2mi nz/ {n sin( z} 2=0

Infatti, integrando, come lecito, termine a termine

1 lcos(i)d 1 1 1 cos(()

271 Jo nsin(Z2) 210 Jo 2 T 2m ¢, sin(¢)

¢ —1

essendo €, la circonferenza di centro 'origine e raggio 1/n: é evidente

che l'integrale
L os(C) 1,
27i J, sin(Q)

perché rappresenta il numero di zeri di sin(¢) interni a €,, cioé uno
solo, quello nell’origine. Quindi riesce

L[/ S
2mi Je f(2) ;
Il risultato era direttamente prevedibile dal momento che il prodotto
infinito assolutamente convergente f(z) si annulla se e solo se si annulla
almeno uno dei fattori: ma

M

—0 — Z—kr k=142, .
n

SRS

ovvero
z=4mm |m|>1
e quindi
|z| > 1
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In altri termini dentro il cerchio |z| < 1 il prodotto infinito f(z) non si
annulla mai e quindi
L),

o Jo f2) 7Y

2.3. Esercizio. Determinare e disegnare le immagini secondo la
trasformazione w = e*

o del quadrato Q : —w/4 <z <m/4, —w/4<y<m/4
e delle due diagonali di @),
e calcolare l’area dell’immagine del triangolo

T {(_ﬂ-/47ﬂ-/4)7 (070)7 (77-/4771-/4)}

La funzione w = e* trasforma le rette verticali x = h in circonferenze
di raggio e": quindi le immagini dei due lati verticali del quadrato sono
contenute nelle due circonferenze

|w| — 6—77/4’ |w| — 67r/4

Le rette orizzontali y = k vengono invece trasformate in rette per
l'origine v = tan(k)u, quindi i due lati orizzontali del quadrato sono
trasformati in segmenti delle due rette

v=u, vV=-u
L’immagine del quadrato ¢ pertanto il quarto della corona circolare

e <+ < e —u<v<u

Le diagonali del quadrato, due rette ortogonali per ’origine, sono trasfor-
mate in due curve che si incrociano ad angolo retto nel punto
w =1, vedi Figura 2,

z(t) =t u(t) = €' cos(t)
y==£r = { = - { v(t) = xe'sin(t)

te(—n/4, m/4).
L’ area dell'immagine f(7") del triangolo si calcola con I'integrale doppio

Area(f // dudv—// If'(2)]? dz dy

da cui, tenuto conto che
fley=e — [fR)l=¢ — |f(2)]* =¢*

Ne segue



1.5¢

0.5¢

_0'5_

_1'5_

FiGuraA 2. Il quadrato e le sue diagonali

/4 w/4
Area(f(T)) = // X dr dy = / e da / dy =
T —7/4 |z|

w/4 1
_ / (/4 ) % dr =  feosh(x/2) — 1] ~ 0.754589
—7/4

2.4. Esercizio. Assegnata l’equazione differenziale lineare
w” + 22w =0
e determinare un elemento analitico (f, B) con B cerchio di cen-

tro l’origine soluzione dell’equazione, indicando esplicitamente
1 primi quattro termini della serie,
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e determinare un secondo elemento analitico (f1, B1) ancora so-
luzione dell’equazione con By di centro in zy = 1, indicando
esplicitamente 1 primi quattro termini della serie.

SOLUZIONE:

L’equazione assegnata ¢é di forma normale in tutto C:
« (f,B),B: |2 <p

f) =3 et
k=0

Sostituendo si perviene alle condizioni sui coefficienti wy, seguen-
ti

E(k — w22 4 22 Z wp?" =0 —
k=0

WE

B
Il
o

WE

{k(k — Dwpz"? + wpz"?} =0 —

o

=0
wWao =0
— w3 =0
(l{:+4)(k+3)wk+4+wk =0

Scelti ad esempio wg = 1, wy = 0 si ottiene

1 1 1
—1— 4 8 _ 124 .
1) 1x3° T8x7x4x3° 12x11x8x7xdx3
Scelti invece wy = 0, w; = 1 si ottiene
_ ]' 5 1 9 1 13
9 =2 e a5 xd’  BxI2x9x8x5xd’ T

Si tratta di due serie di potenze evidentemente convergenti in
tutto il piano.
° (fl;Bl) B |Z—1| <p
Il procedimento é, teoricamente lo stesso,

filz) =3 wi(z— 1)

scrivendo
z=1+(z-1 — 22=1+2>z-1)+(z-1)?
si riscrive I’equazione differenziale nella forma pit comoda

w' +w+2(z—Dw+ (z—1)*w =0



Sostituendo si perviene alle condizioni sui coefficienti wy, seguen-
ti

D (k= Dwpz"? + wi(z = 1)F 4 2wi(z — DF +wp(z = D2} =0
k=0

ovvero, scrivendo tutto relativamente alla potenza (z — 1)k+2

si ha
(k+4)(k 4+ 3)wpya + Wit + 2w +wy, =0
da cui
( Wy,
Wy,
2w2—|—w0 =0
6w3+w1+2w0:0
1
w = — Whao + 2Wp11 + W
\ k+4 (k+4.)(k+3){ k42 k+1 k}

wq e wy liberi, gli altri coefficienti determinati di conseguenza.
Scelti ad esempio wy = 1, w; = 0 si ottiene
1 1 1
=1—(z—1)P2—-(z-13 - =(E-1D*"+...
R =1= 5 =17 = 3z = 1P = o (z = 1)+
Scelti invece wy = 0, w; = 1 si ottiene
1
a(z)=(z—1)—(z—-1)° - 6<Z —1)*+ .
OSSERVAZIONE 2.1. Le serie di potenze che rappresentano soluzioni
dell’equazione in un intorno di zo = 0 o di z; = 1 potevano essere de-
terminate anche direttamente dall’equazione deriwando.... e riderivan-

do:
w'+2w=0 w
1

1 1
wy = —§z2w, w3 = —6(22w+22w/)> wy = —E(2w+42w/ +2%w")

"

+ 22w+ 22w =0, w4 2w+ 42w + 2w =0

ecc.
Le relaziont valgono sia in zy = 0 che in z; = 1: nell’origine si ri-
conosce, ad esempio che i coefficienti di z* e di 23 sono nulli, qualunque
stano wy o wy. Scelto adesempio

w(0) =wy =1, w'(0)=w; =0
se me ricava, di consequenza,

1 1
'U)QIIU:)):O ’11)4:—@2:—5,

gli stessi valort ricavati precedentemente.



