4.1. Esercizio. Assegnata la funzione S : z € C — w = S(z) € C
z—1

S(Z):z—i—l

determinare le immagini tramite S dei sequenti insiemsi

o (£ C C il semipiano x +y <1
eT:z>—-1, y>0
o U:|z|>1

SOLUZIONE:

(1) La funzione S trasforma rette e circonferenze in rette e cir-
conferenze, quindi per riconoscere I'immagine di un semipiano
basta riconoscere I'immagine della retta che lo determina.

Il semipiano = + y < 1 é determinato dalla retta

r:rx+y=1

Per riconoscere I'immagine S(r) basta individuare le immagini
di 3 suoi punti

( S(i) —i
S(% —I—%z) = —(—1+2i)
\ S(l) =0

Ficgura 1. F C C il semipiano x +y <1, S(H)

I tre punti trovati non sono allineati: quindi S(r) é, ne-
cessariamente, la circonferenza del piano (u,v) passante per
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essi
W+t —u—v=0
Tenuto conto che
0eFE, S0)=-1
si riconosce che
S(E) :={u*+v* —u—v >0}

(2) Per determinare 'immagine di T" basta determinare le imma-
gini dei due semipiani

x>—-1, y>0

=2 -2

FiGura 2. T:xz > —1, y>0, S(T)

e tenuto conto che la retta y = 0 é trasformata nella v = 0
e che il semipiano y > 0 é, tenuto conto che S(i) = i,
trasformato in v > 0;
e tenuto conto che la retta r = —1 é trasformata nella u = 1
e che il semipiano x > —1 é, tenuto conto che S(0) = —1,
trasformato in quello di sinistra, u < 1
si riconosce che

S(T):={u<1l, v>0}

ancora un quadrante.
(3) L’immagine della circonferenza |z| = 1 é la retta u = 0: tenuto
presente che
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si riconosce che I'immagine di |z| > 1 ¢ il semipiano di destra,
u >0

FIGURA 3. U :|z| > 1, S(U)

4.2. Esercizio. Indicata con
f(z) = z¢”

e determinare la parte reale e la parte immaginaria di f(z),
e detta S la circonferenza x* + y? = 4 determinare

min |f(z)],  max|f(z)]

e determinare il limite della successione

lim/ /() dz, C:=|z| =2,
n—oo Jo14+nz

(1)

z=x+1y —  f(z) =ulz,y) +iv(z,y)
f(z)=(x+ z'y)ex2*y2 (cos(2zy) + isin(2zy)) —

- { u(z,y) = ef‘yz (2 cos(2zy) — ysin(2zy))
v(z,y) = e* 7V (zsin(2zy) + y cos(2zy))

= Jsf =7

e

|f(2)] = |2]
da cui
2l=2 — |f(z)]=2¢e""" €27, 2]



ovvero

i — 94 — 9¢4
min|f(2)] = 2¢7, max /()| = 2¢

/) | JE) g, 21
S

cl+nz n n
z
da cui
.el/n2 61/712 '
Wy, = —2m1 = —2w 1
n n

lim w, =0

4.3. Esercizio. Assegnato il prodotto

p(z) = ﬁ (1 + e‘“”’“”)

k=1

e determinare l’insieme di convergenza,
o determinare il valore nell’origine, z = 0 del quoziente

p'(2)
p(2)

e determinare le soluzioni dell’equazione p(z) = 0.

SOLUZIONE:

(1) Un prodotto infinito [];~,(1 + wy) é assolutamente conver-
gente, quindi convergente, se

o0
Z |wg| < o0
k=1

Quindi il prodotto assegnato é convergente per tutti i z tali

che
o [e.9]
Z e~ (F )| = R(=5Y) Z e < 0
k=1 k=1

situazione che accade qualunque sia z.
Quindi il prodotto assegnato é assolutamente convergente in
tutto C.
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P (2) e

da cui

(3) Un prodotto assolutamente convergente si annulla se e solo se
si annulla qualcuno dei fattori: quindi

p(z)=0 <« Fk|l+e FH) =g
OVVEro

(52452 _ ;
e (z%+k*) e (2n+1)mi

— 22 =2n+ Dmi — k?

da cui

Zhm = £/ (20 + D)mi — k2
4.4. Esercizio. Assegnata la funzione
flz)=3"+22 -1
e provare che lequazione f(z) = 0 ha 4 radici appartenenti al
cerchio |z| <1,
e determinare il numero di radici dell’equazione f(z) = e*72

appartenenti al cerchio |z| <1
o determinare il valore dell’integrale

1 1

— | —dz, C:=|z]=1
2 Jo 72 g
(1) L’equazione
32'—1=0
ha 4 radici, appartenenti al cerchio |z| < 1: pertanto 1l'e-

quazione
321 —1422=0

ha lo stesso numero di radici se é soddisfatta l'ipotesi del
teorema di Rouché

Viz|=1: [2* < |3z* 1]



Tenuto presente che

2] —
=1 - AT

1324 — 1] > 2

ne segue che l'ipotesi del teorema di Rouché é soddisfatta e
quindi I'equazione

320 —1+42°=0
ha 4 radici nel cerchio |z| < 1.

L’equazione
32— 1422=0

ha 4 radici, appartenenti al cerchio |z| < 1: pertanto 1'e-
quazione

32t — 1422 =2

ha lo stesso numero di radici se é soddisfatta l'ipotesi del
teorema di Rouché

Vizl=1: [e#7?] < |32 — 1+ 2

Tenuto presente che

lz|=1 — e =
132 =1+ 2% >1

ne segue che, per il teorema di Rouché, I’equazione
324 o 1 +22 — 6272

ha 4 radici nel cerchio |z] < 1.
Siano

zn=a, zZ=—a, z23=0b z=-—b
le 4 radici dell’equazione f(z) =0in |2| <1
f(z)=3(z—a)(z+a)(z—b)(z+ )

Indicate con Cy, Co, C3, Cy4, circonferenze di centrii punti radice
e raggio sufficientemente piccolo riesce

1 1
%/cf( 227” ckf



Tenuto conto che:

( f 1 1 1
G f(z ~ 32a(a? — 0?)
f 1 1 1
C2 f(z "3 —2a(a? — b?)
f 1 1 1
Cs f(z 320(b2 — a?)
f 1 1 1
\ Ca f(z ~3 —2b(b% — a?)
si riconosce che
1 1
— [ ——dz =
27 /C f(2)

Un conto analogo si ottiene servendosi della definizione di
residui:
e i punti singolari di 1/f(2), zx kK = 1,...,4 sono poli di
primo ordine,
e i residui sono quindi

Res(z) = Zlirglk(z - zk)%@ = ﬁ

e 'aspetto dispari dei denominatori f/(z) e la simmetria
degli z; fa si che

1
— flz) 27m/ f(z



