CAPITOLO 4

Le funzioni analitiche

vedi Ahlfors, pag. 24,...,28‘

1. Introduzione
Il termine funzioni analitiche si attribuisce classicamente alle funzioni
frACC—C

con A aperto (non vuoto) se esiste, in ogni punto zy € A il limite del
rapporto incrementale

(1) lim f(2) = f(z0)

z—20 Z— 2

= f/<20) € C

Sono ovviamente funzioni analitiche quindi

e i polinomi,
e le funzioni razionali.

Il motivo discende dalla certezza dell’esistenza dei limiti dei relativi
rapporti incrementali, certezza basata sulla loro formale uguaglianza
con quanto visto nel caso dei polinomi e delle funzioni razionali reali.

OSSERVAZIONE 1.1. Il rapporto incrementale (1) somiglia naturalmente
ai rapporti incrementali che definiscono le derivate parziali prime delle
funzioni reali di due (o piu) variabili reali.

Esso ha tuttavia un peso maggiore: ad esempio dall’esistenza del limite
(1) discende, come nel caso delle funzioni reali di una variabile reale,la
continuitd.

Proprieta che invece in generale non discende dalla semplice esistenza
delle derivate parziali prime.

1.1. Il motivo profondo.

Il rapporto incrementale dei polinomi

P(z)=ap+a1z+ ...+ a, 2"
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ammette limite perché ammettono limite i rapporti incrementali dei
singoli addendi

Zk

I rapporti incrementali degli z*¥ ammettono limite perché ammette
limite quello di z.
I rapporti incrementali delle funzioni razionali

P(z)

Q(z)

ammettono limite perché ammettono limite quelli dei due polinomi a
numeratore e denominatore.

In altri termini il fatto che le funzioni razionali siano analitiche discende
direttamente dal fatto che lo sia la funzione z.

R(z) =

2. Un’indagine
Consideriamo le funzioni
f(z) =2 =(x+iy)lk, k=123, ..
Oltre al rapporto incrementale
. (z +iy)* — (9?0 +iyo)*)
e=z0  (z —x0) + (Y — Yo)

che le riconosce come analitiche, possiamo considerare i rapporti incre-
mentali relativi alle due derivate parziali prime f,, f,

. (.’L’ + Zyo)k — (.To + iyo)k)
T ) =1
fa(20, o) e Z — 2

= k’(ﬂfo + ’L.yo)kil

fy(wo,0) = lim (w0 +iy)* — (w0 + iyo)"*)

=ik (w0 + 1yo)*"
v (¥ = %0) (o)

L’osservazione

Jy(o +iyo) = ifo(wo +iyo) < falwo+iyo) + 1 fy(wo +iyo) =0

non pué sfuggire !

3. Le condizioni di Cauchy Riemann
Sia
f:ACC—C
una funzione regolare, ad esempio,

fecl(A)
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funzione continua con le due derivate parziali prime continue anch’esse,
I'esistenza del limite del rapporto incrementale

lim f(Z) — f(ZO) _ f/(zo)

z—20 zZ— 2

implica
. + iyg) — +1 . .
lim f(w +iyo) = o + igo) = f"(zo + iyo) = fu(xo + ivo)
T—T0 r — T
, xo+1y) — f(wo+1 . 1 ,
lim [ (o y) f (o + iyo) = f'(zo +iyo) = = f,(xo + iyo)
Y=o i(y — Yo i

da cui ancora

. 1 : . . :
fo(zo +iyo) = ;fy(xﬂ"i_ZyO) = folwo+1iyo) + 1 fy(wo +iyo) =0
Ne segue la seguente

PROPOSIZIONE 3.1. Condizione necessaria all’esistenza del limite del
rapporto incrementale

lim f(z) = f(z0)

2—20 Z— 2

= f'(20) €C
€ che le due derivate parziali prime verifichino la condizione
fa(zo 4+ 1yo) + @ fy(zo + 1yo) =0
EsEmPIO 3.2. La funzione
flz) = (@ +y*) +i(a® - y?)
non € analitica: infatti se lo fosse dovrebbe riuscire
fa(@o + iyo) + 1 fy(xo + iyo) = 0

mentre riesce

{ fr =22 + 2ix
Jy =2y — 2iy

3.1. La sufficienza.
Sia f € C'(A): f é quindi anche differenziabile e riesce

(2) flz+iy)—f(zotiye) = fo(zotiye)(x—20)+ fy(Tot+iyo)(y—yo)+ R
con R, il resto, che gode della proprieta

R
V(@ —we0)? + (y — y0)?

fo+ify =2x+2ix+ 21y — 2y #0

lim
((E,y)—>((1‘0,0)

=0

Se
fa(®o +iyo) + i fy(wo +iyo) =0 —  fy=1ifs
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il differenziale (2) pué scriversi anche come

f(2) = f(20) = fa(20)(z — 20) + R

ovvero

—ﬂi = fO(ZO) = Jelwo +iyo) +

da cui, tenuto conto che

R

Z— 20

lim =0

Z—20

segue che

lim f(z) = f(z0)

Z—20 Z — ZO

= f:c(ZO) = f/(Zo)

TEOREMA 3.3. Sia f € CY(A), condizione necessaria e sufficiente
perché esista il limite

lim f(2) = f(z0)

z—20 zZ— 2

= f/(Z()) VZO €A

€ che le due derivate parziali prime verifichino la condizione

fo(z2)+ify(2) =0, VzeA

4. L’esponenziale
Consideriamo la funzione
fi(z+iy) — e”cos(y) +ie” sin(y), V(r+iy)eC
e si tratta di una funzione regolare, f € C*°(C)

o f, =e"cos(y) +ie” sin(y),
o f,=—€"sin(y) +ie” cos(y)

Riconosciuto che
fy:ifa: fo‘i‘ify:()

si riconosce, vedi Teorema 3.3, che la funzione f é analitica.

Essa si chiama ’esponenziale !

Dopo i polinomi e le funzioni razionali é la pit importante funzione
analitica.
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5. Parti reale e immaginaria

Sia f(z) analitica e siano u(z,y) e v(z,y) le sue parti reale e immagi-
naria

Uy = Uy
Uy = —Uy

1@ =) +inen): Lorif=0 —

Se f € C? allora

{ Uy = Uy _ { Uge = Vya
Uy = —Ug Uyy = —Ugy
Da cui, sommando

Uy + Uyy = 0
Un conto analogo produce

Ugg + Vyy = 0

In altri termini le funzioni analitiche sono anche armoniche.

6. Armonica coniugata

Le funzioni analitiche sono armoniche, ma non tutte le funzioni ar-
moniche sono analitiche.
Tuttavia, assegnata u(zx,y) armonica si pué costruire un’altra funzione
v(x,y) armonica tale che

u(z,y) +iv(x,y)

sia analitica.
La costruzione si pud fare in modo standard determinando v come
soluzione del sistema

Uy = —Uy

Uy = Uy

con u, e u, dati e v incognita. Si tratta di un problema compatibile,
almeno localmente perché sono soddisfatte le condizioni

Oy _ 0w
oy  Ox

essendo appunto u per ipotesi armonica.

OSSERVAZIONE 6.1. All”indirizzo sequente
http: //www. usfca. edu/vca/PDF/ amplitwist. pdf


http://www.usfca.edu/vca/PDF/amplitwist.pdf
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si trova un estratto del libro di Needham, relativo alle derivate: si tratta
di buone osservazioni sul significato della derivata, sia nel caso di

g:R—R
sta nel caso di

f:c—-2¢C
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