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1. Gl zeri delle funzioni analitiche

Sia f(z) analitica nell’aperto 2, per ogni z € 2 esiste un disco, D C {2
nel quale la funzione si esprime come somma di una serie di potenze
oo
f(z) = Z ar(20)" = ag + a1 (2 — 2) + as(z — 29)* + ...
k=0
Se f(z) = 0 riesce ap = 0: se del resto f(z) non é identicamente nulla
qualcuno dei coefficienti della serie che la rappresenta sard diverso da
zZero.
Sia a,, il primo coefficiente diverso da zero

f(2) = am(z = 20)™ + a1 (2 — 20)" " + . = (2 — 20)™ {am + 9(2)}

avendo indicato

p(z)= Y a(z—z)""
k=m+1
Tenuto presente che
¢(z0) =0

e che ¢(z) é continua si riconosce che resta piccola in modulo nei punti
z & zg e quindi
am +9(2) #0 V]|z — 2| <e

Ne segue che

0<lz—z0l<e — f(z)=(z—2)" {am+p(z)} £0
In altri termini se

f(20) =0 Fe>0 — 0<|z—2/<e — f(2)#0
fenomeno che si enuncia dicendo che

gli zeri delle funzioni analitiche sono, come quelli det

polinomi, isolati.

OSSERVAZIONE 1.1. Per le funzioni analitiche accade quello che ac-
cadeva per i polinomi:

P(z)) =0 — P(2)=(2—20)"Q(2), Q(z)#0
con Q(z) polinomio.
Per una f(z) analitica si ha infatti

f(20) =0 — [f(2) = (2= 20)"¢(2), ¢(20) #0
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con p(z) analitica.
1.1. Un teorema di unicita.

TEOREMA 1.2. Se due funzioni f(z), g(z) analitiche nell’aperto con-
nesso 2 coincidono in un insieme dotato di punti di accumulazione
allora coincidono in tutto 2.

DIMOSTRAZIONE. Sia E C () I'insieme in cui
f(z) —g(2) =0
e sia zp un punto di accumulazione di E.

Per quanto osservato precedentemente allora, non essendo lo zero zg
isolato ne segue che

f(z) =g(z) =0, V|z—2z|<e

Quindi
Zy € Eg Q
Se fosse
E£Q

allora esisterebbe

21 € €, zlgéé, 21685
Ma é facile riconoscere che z; é punto di accumulazione per E e quindi,

per quanto osservato prima, € interno ad E. 0

2. Le serie trigonometriche e iperboliche
La relazione ‘
e = cos(y) + isin(y)
equivale alle note formule di Eulero
eim + efiz eiac _ efix
—— sin(z) = ——
2 21
le quali suggeriscono i prolungamenti analitici di sin(z) e cos(z) a tutto
C seguenti

cos(x) =

(1) cos(z) == %, sin(z) = %

2.1. Parte reale e parte immaginaria.

sin(x + 1y) = sin(z) cosh(y) + i cos(z) sinh(y)

cos(x + iy) = cos(x) cosh(y) — i sin(z) sinh(y)
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I gnuplot graph

sin(x)cosh(y)
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F1GurA 1. sin(z) cosh(y) la parte reale di sin(z)

I® gnuplot graph

cos(x)*sinh{y)
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FIGURA 2. cos(x)sinh(y) la parte immaginaria di sin(z)

2.2. I moduli delle funzioni goniometriche. Problema: Potreb-
bero conservarsi le note relazioni

[sin(x)| <1, |cos(z)] <1
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FicuraA 3. Il modulo di sin(z)

valide nel campo reale anche nel campo complesso 7

No ! C’¢ il Teorema di Liouville...—

In Figura 3 si riconosce facilmente, anche seguendo in basso le linee
di livello, come |sin(z)| si mantenga tra —1 e 1 in prossimita dell’asse
reale, mentre aumenti notevolmente discostandosi da esso.

3. Unicita dei prolungamenti

TEOREMA 3.1. I prolungamenti (1) sono gli unici prolungamenti di
cos(z) e sin(x) come funzioni analitiche definite in tutto C.

DIMOSTRAZIONE. Se oltre alla
eiz + e—iz
2

definita sopra esistesse un’altra funzione F'(z) analitica in C che coin-
cidesse sull’asse reale con la vecchia cos(x) ne seguirebbe che

cos(z) =

cos(z) = F(z)

su tutto l’asse reale, insieme certamente dotato di punti di accumu-
lazione.
Quindi il precedente teorema di unicita implica

F(z) = cos(z) Vz
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4. Sviluppo di Laurent
Sia f(z) analitica nella corona di centro a:
r<|z—al <R

Indicate con v, e v_ le due curve, vedi Figura 4 riesce

FI1GURA 4. La coronar < |z —a| < R

f(Z>—L &dc, 2%/ %dg:o

2mi ), C—2

il primo per il teorema di rappresentazione di Cauchy, il secondo per il
teorema di Cauchy sull’integrale delle funzioni analitiche in assenza di
singolarita.

Sommando e tenendo conto della compensazione dei tratti orizzontali

si ha
f(z)zi/ &dc_i./cﬂdg

21 Jop, C — 2 21 Jo, ¢ — 2

ovvero, facendo intervenire il centro a



1 f(©) 1 f<)
f(z>_27rz'/cR (C—a)—(z—a)dCJr?ﬂ/or Ca-Ca®

Le espressioni integrande possono essere rappresentate con opportune
serie geometriche come segue:

e Primo integrale:

1 1 1
(—a)-(-o (-a;_2-0
(—a
1 1 1 & (z—a)”
e-al<le—al ~ C—al_ﬂ:C—a§<C—a>
(—a -
e Secondo integrale:
1 1 1
G-a-(C-a :-a;_Ca
zZ—a

1 1 1 & /C—a\"
— < — —
C—al<lz—al - ———pry Z_GZ(HL)

1-— k=0

zZ—a
Ne segue, scambiando la serie con l'integrale,

z—a 1 (—a F
ZZm/C ((T) do+ ZQm o, z—a <E> d

Portando poi fuori dagli integrali i fattori che non dipendono da ¢ si
ha

fo) =3 {mecR%dcy o)+

& koo

Si osservi inoltre come, sempre dal teorema di Cauchy sull’integrale di
funzioni analitiche su curve chiuse, si riconosca che

fcR % fcp %dc

(2)

fc fc - a)k d¢

27rz 27rz
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essendo C), una circonferenza di centro a qualsiasi interna alla corona
r<|z—al <R
Posto quindi

1 f(©)

k= =

o ‘) mdc, k= O,:l:l, :l:2,

dalla (2) segue

+oo

f(z)= Z cr(z—a), r<|z—a|<R

k=—o0
La serie considerata si dice
serie bilatera

per 'ovvio motivo che é formata da una serie di potenze in (z — a)

+oo
k
g ek (z —a)",
k=0
e una serie di potenze in
1
z—a
+o00 1
Ck
Z k
z—a
o -a)

La prima rappresenta la parte di f(z) regolare fin su a, I'altra la parte
singolare.

EseEMPIO 4.1. La funzione
2z+1 1 1
f(z) =

2tz-2 z+2+z—1
€ analitica negli insiemi

2] <1, 1<]z|<2, 0<]|z—1]<3, 2<]z], 0<|z24+2|<3
1l primo é un disco, gli altri due sono corone circolari.

Sviluppi di f(z) :

1 _1%’@:( z)k
242 24\ 2
2| <1 —
1 i i
= — z
z—1 k=0



) 1 k+1 1 3 7
f(z) =~ {1+(2) }Zk=—§——z——z2
k=0
[ J
1 1
1< <2 =
<2 = &) =g

Una serie bilatera: una prima componente regolare fin su z =
0, una seconda singolare, tutti addendi in —.
z
[ ]
0<|z—1]<3 f(2) SR
z— — z) =
3+(z—1) =z-1

2| >2 — f(z)—é 12+ !
L+> 1
f(2) é {g (—g)k + :0 (é)k} = :0(1 +(—2)%) (é)kﬂ
0<|z+2/<3 — f(z)= : .
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