Ahlfors, pag.191-212
| |

|Bozza da rivedere]

5. I prodotti canonici

’ Un problema: ‘

La funzione analitica intera sin(z) si annulla in tutti e soli i punti
zpn=hm, h=0,%1,42, ..
e Il prodotto infinito

< H<1 B2 7T2)
h=1

converge! uniformemente in ogni |z| < R e rappresenta, quin-
di, una funzione analitica f(z) intera e nulla in tutti e soli i
punti z

e Tale f(z) coincide con sin(z) ?

5.1. Alcune premesse:

LEMMA 5.1. Sia g(z) analitica intera, allora

f(z) = e
€ analitica intera e sempre diversa da zero.

Viceversa ogni funzione intera f(z) diversa da zero f(z) # 0Vz si
rappresenta come

£(2) = ),

DIMOSTRAZIONE. La prima parte é ovvia.
La seconda: )
f'(z)

f(2)

¢ analitica in tutto C, quindi é dotata di primitiva, ovvero

P =gt~ 10— 1046 =0
ma allora
f(z)e s
Unfatti N L
hz_:l i f?h_lhl? =%
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ha derivata nulla, ed é quindi costante, da cui

f(z) = ce®

Ne segue che

sin(z) _ o)

22

z [Thzo(1 — m)

con ¢(z) funzione intera.
Quale sia g(z) non siamo, per il momento in grado di dirlo !

COROLLARIO 5.2. Sia f(z) analitica intera, e abbia un numero finito
di zeri: origine di molteplicita m e altri N punti zq, 23, ..., 2y allora
essa si rappresenta come

al 2
f(z)=czmed® H(l — Z_k)

k=1

essendo g(z) una funzione intera.

6. Funzioni intere con zeri assegnati

LEMMA 6.1. Condizione necessaria affinché una successione
21y 22y R3yeee

di numeri complessi sia l'insieme degli zeri di una funzione intera €
che non abbia punti limite al finito.

DIMOSTRAZIONE. Infatti se esistesse una sottosuccessione {z,, }
convergente a wy allora

f(wo) = Jim f(zn) =0

ma wp, come tutti gli zeri delle funzioni analitiche non identicamente
nulle, dovrebbe essere uno zero isolato. Cioé in un suo intorno non
dovrebbero cadere altri zeri. Affermazione che contraddice che gli zeri

Zp, CONVErgano a w. O

PROBLEMA:

La precedente condizione é sufficiente ?
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6.1. Un caso importante.

PROPOSIZIONE 6.2. Sia z1, 2o, ... una successione di numeri complessi
diverst da zero tali che

1
— < 00
= |l
il prodotto infinito
= z
[Ta- z_)
k=1 k

€ assolutamente convergente in ogni compatto di C e rappresenta una
funzione analitica intera, che si annulla in tutti e soli i punti zy.

QU]

Le funzioni intere f(z) che si annullano sui punti z;, tali che

=1
>l
o= |l
sono tutte e sole -
— p9(2) m 1=
fo) = e 2m [T = 2)

con ¢g(z) intera ed m > 0.

6.2. Il caso generale.

Sia z1, 29,... una successione di numeri complessi diversi da zero tali
2

che

lim z, = oo,

n—oo
La costruzione di un prodotto infinito che esprima una funzione intera
nulla sui 2 e solo su essi pud essere fatta ai modi seguenti

o] P o] P 2 o] P o] P

_ - _ - _ - gr(2) -
’I[l(l 5, hH <1 k) | ’n (1 k) e(2) thOh (1 k)
essendo le g,(z) funzioni intere, ovvero le ¢y (z) funzioni intere nulle
solo in 0.

Si tratta di scegliere, tra le varie proposte quelle che diano luogo ad un
prodotto infinito convergente assolutamente in ogni compatto®.

2La successione degli zeri di una funzione intera é necessariamente divergente...!
3Se la successione degli zeri verifica la precedente condizione

i 1

i lanl



6.3. I prodotti canonici.

Esiste una tecnica, detta dei prodotti canonici o dei prodotti di Weier-
strass, basata sulla terza delle precedenti scelte

H 1_2 e9n(2)
2k

h=1

con g, (z) addirittura polinomi di grado quasi sempre non molto alto.
E possibile costruire in corrispondenza alla successione z1, zp,... una
successione di polinomi

p1(2), pa(2),....

tali che il prodotto infinito

ﬁ 1= epk(z)
k=1

converga assolutamente (e uniformemente) in ogni compatto di C e
quindi rappresenti una funzione analitica intera, che si annulla in tutti
e soli i punti z.

Si tenga presente che

e se z appartiene a un compatto |z| < R
e i termini della successione divergono |z,| — oo

z

e quindi 1 — — appartiene ad un cerchio di centro 1
Zh

e quindi

log(1 z) z +1 2\° 1/z2\°
og(l——)=—(— =) —=1—] ..
& Zk 2k 2 2k 3 Zk
Il prodotto infinito

H 1 = 6pk(z)

k=1

converge se (e solo se)

ki:log ((1 - Zz—k) eW) i {log 1 —) + pr(z )}

k=1

é convergente.

il primo dei prodotti infiniti proposti gid funziona...
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z
Tenuto conto che log(1 — —) é sviluppabile in serie di Taylor é chiaro
2

che i polinomi py(z) saranno presi tra tali polinomi di Taylor

wo=—{-(2)3(2) -2 3)")

z = 1]z

log(1— —) 4+ pr(2)]| < - |—

( Zk) (2) S:%:HS =

Da cui, supponendo di tenere |z| < R si ha
m+1 oo s m+1
z R R 1

log(l — —) +pe(2)| < |— — — R
A=<\ 2l <5 T
|2

Tenuto conto che gli z; divergono riesce, da un certo k in poi

z R|™ !
log(1 — — <2|—
o8l = 2)+pu()| 2|
Riesce quindi
00 P e8] R mg+1
log(1 — —) 4+ pr(2)]| < — < 0
> floett = D) +mia)| < |2

avendo scelto opportunamente gli my.
La possibile, opportuna, scelta degli ordini my, si riconosce osservando
che

e da un certo k in poi riesce

R - 1
2] 2
e quindi (serie geometrica insegna) basta prendere my, = k.
e In molti casi, tenuto conto della divergenza degli |zx| potranno
essere sufficienti scelte di my, < k.
Con tale scelta dei polinomi pg(z) il prodotto infinito

o0

z
1 - 2 epr(®)
[0

k=1

¢ uniformemente convergente in tutto C ad una funzione intera che si
annulla in tutti e soli i punti 2, assegnati.
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OSSERVAZIONE 6.3. La scelta dei gradi my, € collegata a rendere la serie

oo

1
Z ‘Zh|mh < o0

h=1

convergente.
Nel precedente caso particolare

h=1

bastava prendere tutti gli my, uguali ad 1.
Puc succedere che, in altri casi basti prendere tutti gli my uguali ad
uno stesso valore h.

TEOREMA 6.4. Assegnata comunque una successione di punti uy, diver-
si da zero e divergenti a 0o esistono funzioni intere che si annullano in
tutti e soli talt punti, e sono rappresentate tutte come

00 2 An
_m 6(2) _~ A R
f(z) =2m¢? g (1 Un) exp{un + (Un) 4+ o+ (Un> }

essendo ¢(z) una funzione intera e A\, una successione di interi non
neqgativi.

DEFINIZIONE 6.5. Una funzione analitica in tutto il piano privato di
una successione divergente di punti singolari, tutti di tipo polare, si dice
meromorfa intera.

COROLLARIO 6.6. Ogni funzione meromorfa intera é quoziente di due
funzioni intere.

Sia F(z) meromorfa intera e siano
Z1y B2y wunn

i suoi poli ciascuno di molteplicita mq, mo, ....

Sia ¢g(z) una funzione intera che abbia zeri nei punti z, di molteplicita
mp.

Il prodotto F'(z) g(z) é quindi una funzione intera f(z), quindi

F(z)= %
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7. 11 caso di sin(z)

sin(z) = 9 2 (1 ~ 73 7T2)
h=1

Riesce:

infatti

e il prodotto infinito

1(-57)

h=1

¢é assolutamente e uniformemente convergente in ogni compat-
to di C.

e la funzione

S(z) ==z H (1 - h27r2)
h=1

si annulla in tutti e soli gli zeri di sin(z):
— si annulla in 2 =0
— si annulla quando si annulla un fattore

52
1_h27r2 —  z=%hr
e Quindi
sin(z)
5(2)
¢ intera e mai nulla, quindi
sin(z) _ 9
S5(z)

|PROBLEMA: |

Chi é g(z) ?
Osservato? che

cos((2n 4 1)x) + isin((2n + 1)z) = (cos(x) + isin(z))*" ™ =

;il
= Z ( ) cos® 1k () % sin®(2)

p 2n+1

411 conto che viene proposto dovrebbe essere perfezionato, provando accurata-
mente numerosi passaggi che richiedono convergenza uniforme: si tratta comunque
di precisazioni del tutto ovvie e credibili.

Il conto mostrato, eccezionalmente rapido e diverso dallo standard, si trova sul libro
Funzioni analitiche di una variabile complessa di G.Fichera e L.De Vito
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si riconosce che

. 2n+1 k S o
sin((2n + 1)z) = {; (2n+ 1> cos® k() i slnk(x)}

espressione che, tenuto conto che
Z'2m — (_1>m7 Z'2m+1 — (_1>mZ
si riduce alla somma dei soli addendi con k dispari e, quindi, 2n+1—k
pari.
In altri termini
sin((2n 4+ 1)z) = P(sin(x))

essendo P(s) un polinomio di grado 2n + 1 in s.
Gli zeri di P(s) sono, ovviamente,

sin(0), isin(%—il), j:sin(22n7:_1), ..., £sin(n

Quindi

n
(s)=as [ |1 —w

- 2
k=1 sin’( 1)

In altri termini si ottiene la formula trigonometrica

sin?(x)
T

sin((2n + 1)z) = a sin(x) H 1-

kel sin?(k

)

2n+1

Dividendo membro a membro per z si ha

sin((2n +1)x) sm ﬁ sin?(7)
X N 1 sin?(k u )
B 2n+1

da cui, passando al limite per z — 0 si ha
2n+1=a
Posto z = (2n + 1)z si ha quindi

. ya
. Sm( . m+ 1
sin(z) = H - mfl
2n +1 Mt
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Passiamo ora al limite su n nella formula

sin(z) = 2 ﬁ (1 - kf;)

k=1

ovvero
e =1, g(z) =0

OSSERVAZIONE 7.1. Un eperimento da esequire € disegnare, per z reale
i grafici di sin(z) e delle sue approssimazioni

Qn(:c):x]_[(l— ) n=1,23,..
k=1

22
k272



	5. I prodotti canonici
	6. Funzioni intere con zeri assegnati
	7. Il caso di sin(z)

