CAPITOLO 14

Il problema di Dirichlet

1. La formula di Poisson

Sia f(z) analitica nel cerchio B : |z| < 1 allora per ogni z € B si ha la
formula di rappresentazione di Cauchy
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Se u(z) é una funzione reale armonica in B
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e costruiamo l’armonica coniugata v,

e rappresentiamo la funzione analitica f(2) = u(z)+iv(z) tramite
la (1)

e isoliamo parte reale e parte immaginaria e teniamoci la rap-
presentazione della parte reale, cioé della u
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La (2) si chiama formula di Poisson e determina i valori u(pe®) di
una funzione armonica in B ricavandoli dai valori u(e'?) della stessa
funzione su 0B

2. Il problema di Dirichlet

Si consideri il problema nell’incognita u(zx, y)
{ Au(r,y) =0 V(z,y) € B
u(x,y)  =g(r,y) Y(z,y) € 0B

con g funzione continua su € 0B, detto problema di Dirichlet nel
cerchio.

tale problema ha soluzione questa non pud che essere quella
prodotta dalla (2)
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Per provare che il problema di Dirichlet ha soluzione occorre quindi
verificare se la (3) lo soddisfa, cioé occorre verificare se
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e la (3) é armonica in B
e la (3) ha traccia g su 9B, cioé se
lim u(z) = g(e”)
Per verificare se la (3) é armonica in B é bene servirsi dell’espressione
dell’operatore di Laplace in coordinate polari
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e ricordare che per re? € K, con K compatto contenuto in B si pué
derivare sotto il segno d’integrale:
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Tenuto conto che
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si riconosce che la funzione espressa dalla (3) é armonica in B qualunque
sia g.

Piu difficile é verificare la proprieta di limite:
lim u(z) = g(e”)
2z—eif

A tale scopo ricordiamo che

e se r < 1 riesce
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Si tratta di quattro affermazioni abbastanza evidenti.

Tenuto conto della seconda delle quattro si ha
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Osserviamo che se [¢ — 6] > § > 0 riesce ovviamente
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Decomponiamo pertanto 'integrale a secondo membro di (4)
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I due addendi hanno limite 0 per due differenti motivi':
e il primo integrale contiene il termine
9(e*) = g(e”)
variazione di una funzione continua su due punti e* e €% vicini,
o — 0] <4,
e il secondo beneficia del
lim L
r—1 1472 —2r cos(p — 0)
essendo | — 6] > 0.

=0

TEOREMA 2.1. Sia g una funzione reale continua su OB allora la (3)

e ¢ armonica in B,
e continua in BU OB
e coincide con g su 0B.

3. Problema di Dirichlet, formula di Poisson, teorema di
Riemann
LEMMA 3.1. Sia F(w), w = u+ iv, armonica in €2,
f: A — Q  flr+iy) =ulz+iy) +w(z+iy)
analitica in A allora
G=Fof,  G(z)=F[f(z)

é armonica in A.

DIMOSTRAZIONE. Si tratta di una semplice applicazione della re-
gola di derivazione delle funzioni composte:

G, =F,u, + F, v,
Gaw = Fuutih + Fuy ugy + Fytigg + Fioy V2 + Foy Uiy + Fy vgy

Gy = Fyuy + F,v,
Gyy = Fuu uz + Fup uyvy + Fy uyy + Fy, 115 + oy vyty + Fy vy,

Detto M il massimo del modulo di g si ha complessivamente, per r > re,
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Sommando si ottiene
Gaw + Gyy = (Fuu + Fuo) (Ul +ul)
avendo tenuto conto che
Ugy + Uyy = Uy + Vyy = 0, ui —|—u§ = vfc +U§, Uy Uy + Uy, = 0
Ne segue che
Fo+Fy=0 — Gupu+Gy=0
O
Dal Lemma si riconosce quindi che le funzioni armoniche in 2 sono

strettamente imparentate con le funzioni armoniche in A se esiste una
funzione analitica f che trasformi A in Q.

4. Da un problema di Dirichlet a un altro

Siano A e B due aperti e sia w = f(z) una funzione analitica invertibile
tale che
J:A — B, f(A)=B, A=f\(B)
Quindi
(5) AF(w)=0VYweB — AF[f(z)]=0VzeA
e viceversa

AG(z)=0VzeA — AG[f ' (w)]=0VweRB

In altri termini la f associa alle funzioni armoniche in A funzioni
armoniche in B e viceversa.
Inoltre

f(0A) = 0B, f1(0B) =0A
e quindi
(6) F(w)=s(w)YwedB <« F[f(z)]=s[f(z)]Vz€0A
I due problemi di Dirichlet
{AFW):O w € B . {AG@ =0 z€A
F(w) =s(w) weoB G(z) =s[f(z)] z€0A
sono pertanto equivalenti:

F(w) =G[f(w)],  G(2) = F[f(2)]
ovvero se si sa risolvere il problema in A si risolve anche quello in B e
viceversa.
Il teorema di Riemann del resto assicura che per ogni aperto sem-
plicemente connesso A esiste una funzione analitica invertibile che lo
trasforma nel cerchio aperto B : |z] < 1.
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Nei casi in cui tale trasformazione f é prolungabile fin sulla frontiera 0 A
si riconosce che il problema di Dirichlet su A é perfettamente equiva-
lente al problema di Dirichlet sul cerchio, e, tenuto conto che sul cerchio
¢’é la formula di Poisson che lo risolve se ne conclude......
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